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Àëãåáðà è ëîãèêà Òîì 63, No. 4, 355�376 (2024)

ÓÄÊ 510.535

Ì. Ì. Àðñëàíîâ1, È. È. Áàòûðøèí2, Ì. Ì. ßìàëååâ3

CEA-ÎÏÅÐÀÒÎÐÛ È ÈÅÐÀÐÕÈß
ÅÐØÎÂÀ. II

Àííîòàöèÿ: Ìû ïðîäîëæàåì è çàâåðøàåì íàøè èññëåäîâàíèÿ, íà÷àòûå â [Àëãåá-

ðà è ëîãèêà, 63, No. 3 (2024), 248�270]. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò íåâû÷èñëè-

ìîå íèçêîå âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî A òàêîå, ÷òî ëþáîå ìíîæåñòâî,

ÿâëÿþùååñÿ CEA(A) è 2-âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîå, èìååò âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëè-

ìóþ ñòåïåíü.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: CEA-èåðàðõèÿ, èåðàðõèÿ Åðøîâà, òüþðèíãîâà ñòåïåíü.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Äàííàÿ ðàáîòà ïðîäîëæàåò è çàâåðøàåò [1]. Â [2] áûëà äîêàçàíà ïðèâî-

äèìàÿ íèæå òåîðåìà, èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé íåâû÷èñëèìîé

íèçêîé ïåðå÷èñëèìîé âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîé (â.ï.) ñòåïåíè a ñóùåñòâó-

åò CEA(a)-ñòåïåíü c, íå ÿâëÿþùàÿñÿ â.ï. Òàêæå íàïîìíèì, ÷òî ñòåïåíü

c íàçûâàåòñÿ CEA(a)-ñòåïåíüþ, åñëè a ≤ c è íåêîòîðîå ìíîæåñòâî C ∈ c

ïåðå÷èñëèìî â íåêîòîðîì A ∈ a. Âñå ðàññìàòðèâàåìûå äàëåå ñòåïåíè ÿâ-

ëÿþòñÿ òüþðèíãîâûìè ñòåïåíÿìè.

ÒÅÎÐÅÌÀ 1 (Ñîàð è Ñòîá [2]). Äëÿ ëþáîãî íåâû÷èñëèìîãî íèçêîãî

â.ï. ìíîæåñòâà A ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî C, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ CEA(A), íî

åãî ñòåïåíü íå ÿâëÿåòñÿ â.ï.

Ïîçæå, â ñâÿçè ñ [3], âîçíèê ñëåäóþùèé âîïðîñ: ìîæíî ëè ñòåïåíü ìíî-

1 Êàçàíñêèé (Ïðèâîëæñêèé) ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, Êàçàíü, Ðîññèÿ;
marat.arslanov@kpfu.ru. 2 Êàçàíñêèé (Ïðèâîëæñêèé) ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò,
Êàçàíü, Ðîññèÿ; batyrshin@gmail.com. 3 Êàçàíñêèé (Ïðèâîëæñêèé) ôåäåðàëüíûé
óíèâåðñèòåò, Êàçàíü, Ðîññèÿ; mars.yamaleev@kpfu.ru.
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æåñòâà A èç [2] ñäåëàòü 2-â.ï.? Âîïðîñ ïðîäîëæèòåëüíîå âðåìÿ îñòàâàëñÿ

îòêðûòûì, è îòðèöàòåëüíûé îòâåò íà íåãî áûë ïîëó÷åí â òåîðåìå 3. Äî-

êàçàòåëüñòâî ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåò òåõíèêó äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåé

òåîðåìû.

ÒÅÎÐÅÌÀ 2 (Àðñëàíîâ, Ëåìïï, Øîð [2]). Ñóùåñòâóåò íåâû÷èñëèìîå

íåïîëíîå â.ï. ìíîæåñòâî A òàêîå, ÷òî ëþáîå CEA(A) ∆0
2-ìíîæåñòâî èìååò

â.ï. ñòåïåíü.

Ïåðåéäåì ê çàâåðøåíèþ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîé òåîðåìû 3. Ìîòèâà-

öèÿ è ïîäãîòîâèòåëüíûå ðàññóæäåíèÿ ìîãóò áûòü íàéäåíû â ïåðâîé ÷àñòè

ðàáîòû (ñì. [1]), êàê è ïðèëîæåíèÿ è ñëåäñòâèÿ ýòîãî ðåçóëüòàòà.

ÒÅÎÐÅÌÀ 3. Ñóùåñòâóåò íåâû÷èñëèìîå íèçêîå â.ï. ìíîæåñòâî A òà-

êîå, ÷òî ëþáîå ìíîæåñòâî, ÿâëÿþùååñÿ CEA(A) è 2-â.ï., èìååò â.ï. ñòå-

ïåíü.

1. ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ ÎÑÍÎÂÍÎÃÎ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÀ

×ÀÑÒÜ 2: ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ È ÏÐÎÂÅÐÊÀ

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîñòðîèì âñïîìîãàòåëüíûå â.ï. ìíîæåñòâà Ce, óäî-

âëåòâîðÿÿ äëÿ âñåõ e ∈ ω ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì:

Re: De =WA
e ⇒ ∃ â.ï. Ce (De ≤T A⊕ Ce & Ce ≤T A⊕De);

Ne: (∃∞s ΨA
e (e)[s]↓) ⇒ ΨA

e (e)↓;

Pe: A 6= Θe.

Çäåñü {〈Φe,Ψe,Θe, De〉 : e ∈ ω} � ýôôåêòèâíàÿ íóìåðàöèÿ âñåõ êîð-

òåæåé 〈Φ,Ψ,Θ, D〉, ãäå Φ è Ψ � ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìûå ôóíêöèîíàëû,

Θ � ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ, à D � 2-â.ï. ìíîæåñòâî (ïðè ýòîì

WA
e = dom(ΦA

e )).

Íàïîìíèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ìåòîäîì ïðèîðèòåòà ñ áåñ-

êîíå÷íûìè íàðóøåíèÿìè, ïðè ýòîì èñïîëüçóåì ðÿä óñòîÿâøèõñÿ ñîãëàøå-

íèé (ñì., íàïðèìåð, ìîíîãðàôèè [4, 5]). Â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåì îáùåïðè-

íÿòîìó ïîäõîäó è ñ÷èòàåì, ÷òî ôóíêöèîíàë â êàêîé-òî òî÷êå ñòàíîâèò-

ñÿ íåîïðåäåëåííûì, åñëè çíà÷åíèå use-ôóíêöèè íà äàííîì øàãå èçìåíè-

ëîñü. Åñëè Q � íåêîòîðîå âûðàæåíèå â ïðîöåññå êîíñòðóêöèè, òî ïîä Q[s]

ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî âñå øàãè â âû÷èñëåíèÿõ âõîäÿùèõ â Q ìíîæåñòâ è
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ôóíêöèé ðàâíû s (êðîìå òåõ, äëÿ êîòîðûõ øàãè óêàçàíû ÿâíî). Ïîëíàÿ

êîíñòðóêöèÿ èñïîëüçóåò äåðåâî ñòðàòåãèé, êàæäàÿ âåðøèíà êîòîðîãî ñîîò-

âåòñòâóåò íåêîòîðîé ñòðàòåãèè ïðèâåäåííûõ âûøå òðåáîâàíèé: äëÿ óäîá-

ñòâà âåðøèíàìè π áóäåì îáîçíà÷àòü ñòðàòåãèè P-òðåáîâàíèé, âåðøèíàìè

η � ñòðàòåãèè N -òðåáîâàíèé, à âåðøèíàìè ρ � ñòðàòåãèè R-òðåáîâàíèé.

Â êà÷åñòâå èíäåêñîâ òàêæå áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ âåðøèí: íà-

ïðèìåð, ΦA
ρ îçíà÷àåò ΦA

e , ãäå âåðøèíà ρ ñîîòâåòñòâóåò ñòðàòåãèè Re.

Âîçìîæíûå âûõîäû è äåðåâî ñòðàòåãèé.

Ñòðàòåãèè èìåþò ñëåäóþùèå âûõîäû:

R-ñòðàòåãèÿ ρ èìååò âûõîäû ∞ <L fin,

N -ñòðàòåãèÿ η èìååò âûõîä fin,

P-ñòðàòåãèÿ π èìååò âûõîä fin.

Ïóñòü L = {∞, fin} � ìíîæåñòâî âûõîäîâ. Äåðåâî T ñòðàòåãèé ÿâëÿ-

åòñÿ ïîääåðåâîì L<ω, è ïîðÿäîê âåðøèí ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì ëåêñèêî-

ãðàôè÷åñêèì ïîðÿäêîì. Ïóñòü e ∈ ω, íà óðîâíå 3e íàçíà÷àåì ðàçëè÷íûå

âåðñèè ñòðàòåãèè äëÿ òðåáîâàíèÿ Re, óðîâåíü 3e+1 îòâå÷àåò çà òðåáîâàíèå

Ne (ïîñêîëüêó èìååòñÿ òîëüêî îäíà ñòðàòåãèÿ äëÿ òðåáîâàíèÿ Ne, òî âåð-

øèíû íà ñîîòâåòñòâóþùåì óðîâíå áóäóò îòñëåæèâàòü, êàêàÿ âåòâü ñðåäè

ïîñåùåííûõ èìåëà íàèáîëüøèé ïðèîðèòåò), è íà óðîâíå 3e+ 2 íàçíà÷àåì

ðàçëè÷íûå âåðñèè ñòðàòåãèè äëÿ òðåáîâàíèÿ Pe. Êàæäàÿ âåðøèíà èìååò

òîëüêî âûõîäû, ïðåäóñìîòðåííûå åå ñòðàòåãèåé.

Íàïîìíèì èëè ââåäåì ðÿä îïðåäåëåíèé, ñâÿçàííûõ ñ ðàçëè÷íûìè òåõ-

íè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè ñòðàòåãèé, è êðàòêî îïèøåì, êàê áóäåì ðàáîòàòü

ñ íèìè.

Äëèíà ñîãëàøåíèÿ è ðàñøèðÿþùèé øàã. Äëÿ R-ñòðàòåãèè ρ îïðåäåëÿ-

åì äëèíó ñîãëàøåíèÿ íà øàãå s ñëåäóþùèì îáðàçîì:

l(ρ)[s] = max{x| Dρdx[s] =WA
ρ dx[s]},

ãäå Xdx = X ∩ {0, 1, . . . , x}.

Øàã s ÿâëÿåòñÿ ρ-ðàñøèðÿþùèì, åñëè l(ρ)[s] > l(ρ)[s−], âåðøèíà ρ ïî-

ñåùàåòñÿ íà øàãå s, è s− < s ÿâëÿåòñÿ ïðåäûäóùèì ρ-ðàñøèðÿþùèì øà-
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ãîì. Äëÿ óäîáñòâà ïðåäïîëàãàåì, ÷òî øàã 0 ÿâëÿåòñÿ ρ-ðàñøèðÿþùèì äëÿ

ëþáîãî ρ.

Èíòåðâàë î÷èñòêè è î÷èùåííîñòü. Â êîíñòðóêöèè äëÿ êàæäîé R-

ñòðàòåãèè ρ ðàññìàòðèâàåì áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäâèæíûõ

ìàðêåðîâ Clrρ(π), ïðèâÿçàííûõ ê âåðøèíàì π ⊇ ρ̂∞. Ïðè ýòîì ìàðêåðû

ìîãóò äâèãàòüñÿ òîëüêî âïðàâî è òàêæå ìîãóò ñòàòü íàâñåãäà íåîïðåäå-

ëåííûìè. Ïàðàìåòð Clrρ(π) ÿâëÿåòñÿ îáíîâëÿåìûì, è Clrρ(π)[s] = l(ρ)[s]

ÿâëÿåòñÿ äëèíîé ñîãëàøåíèÿ, êîòîðûé ïîïàäàåò ïîä èíòåðâàë î÷èñòêè íà

øàãå s. Ãîâîðèì, ÷òî öèêë x ñòðàòåãèè ρ î÷èùåí îò p íà øàãå s, åñëè

ëèáî φρ(x)[s] < p, ëèáî ΦA
ρ (x)[s]↑, ëèáî p íåîïðåäåëåí íà øàãå s. Åñëè çíà-

÷åíèå Clrρ(π) îïðåäåëåíî íà øàãå s è êàæäûé öèêë x ≤ Clrρ(π)[s] î÷èùåí

îò p íà øàãå s, òî ãîâîðèì, ÷òî èíòåðâàë [0, Clrρ(π)[s]] î÷èùåí îò p íà

øàãå s. Ãîâîðèì, ÷òî èíòåðâàë [0, Clrρ(π)[s]] î÷èùåí íà øàãå s, åñëè îí

î÷èùåí îò pπ[s] íà øàãå s. Ãîâîðèì, ÷òî ñòðàòåãèÿ ρ î÷èùåíà îò π íà øà-

ãå s, åñëè èíòåðâàë [0, Clrρ(π)[s]] î÷èùåí îò ñâèäåòåëÿ pπ[s] èëè çíà÷åíèå

Clrρ(π)[s] íå îïðåäåëåíî. Àíàëîãè÷íûå îïðåäåëåíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü

äëÿ ïðåäåëüíîãî ñëó÷àÿ áåç èñïîëüçîâàíèÿ øàãà s.

Íàïîìíèì, ÷òî ëþáîå ïåðå÷èñëåíèå ýëåìåíòîâ âèäà aρ′(z) âñåãäà ñî-

ïðîâîæäàåòñÿ ïåðå÷èñëåíèåì ýëåìåíòîâ âèäà pπ[s], òàêèì îáðàçîì, ôîð-

ìàëüíîå îïðåäåëåíèå êàñêàäà â êîíñòðóêöèè íå ïîíàäîáèòñÿ.

Ññûëêà ïðè ïðîöåäóðå î÷èñòêè. Ññûëêà (Link(ρ, π)[s]) ÿâëÿåòñÿ ïàðà-

ìåòðîì äëÿ îðãàíèçàöèè ñâÿçåé ìåæäó R- è P-ñòðàòåãèÿìè è ïðåäñòàâ-

ëÿåò ñîáîé ôóíêöèþ-ôëàã îò òðåõ àðãóìåíòîâ ρ, π, s. Ôëàã Link(ρ, π)[s] ∈

{0, 1} ñèãíàëèçèðóåò î ñóùåñòâîâàíèè ññûëêè íà øàãå s ïðè Link(ρ, π)[s] =

1. Ïðè ñîçäàíèè ññûëêè íà øàãå s (à òàêæå ïðè ñóùåñòâîâàíèè ññûëêè ê

øàãó s), ïîñåùàÿ ρ, íåìåäëåííî ïåðåõîäèì ê π, ïðîïóñêàÿ âñå ïðîìåæó-

òî÷íûå âåðøèíû (âêëþ÷àÿ è èõ äåéñòâèÿ). Ïåðåõîä ïî ññûëêå ìîæåò ïðî-

èñõîäèòü äâàæäû: êîãäà îíà ñîçäàåòñÿ è êîãäà îòìåíÿåòñÿ. Äëÿ óäîáñòâà â

êîíñòðóêöèè ïîä ñóùåñòâîâàíèåì ññûëêè íà øàãå s áóäåì ïîäðàçóìåâàòü

è ñëó÷àé Link(ρ, π)[s − 1] = 1 (â ÷àñòíîñòè, êîãäà íà øàãå s åùå íå áûëî

îïðåäåëåíî çíà÷åíèå Link(ρ, π)[s]).

Çàïðîñ íà îòëîæåííóþ î÷èñòêó.Êðîìå ðàíåå ââåäåííîãî ïîíÿòèÿ ññûë-
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êè ââåäåì åùå îäèí òåõíè÷åñêèé ïàðàìåòð: ôëàã RCρ(x) ∈ {0, 1}, êîòîðûé

ñèãíàëèçèðóåò î òîì, ÷òî äëÿ öèêëà x òðåáóåòñÿ î÷èñòêà. Â ÷àñòíîñòè, åñëè

ρ èñïîëüçóåò ññûëêó íà øàãå s, íî äëÿ íåêîòîðîãî ìåíüøåãî öèêëà x òðå-

áóåòñÿ î÷èñòêàå, òî óñòàíàâëèâàåì çíà÷åíèå RCρ(x)[s] = 1 è íà ñëåäóþùåì

øàãå íà÷èíàåì ïðîöåäóðó î÷èñòêè äëÿ x. Óñòàíàâëèâàÿ îáðàòíîå çíà÷åíèå

RCρ(x) = 0 îòìå÷àåì,÷òî x ïîëíîñòüþ î÷èùåí (îò π, ãäå x ≤ Clrρ(π)).

Ãëàâíàÿ N -ñòðàòåãèÿ íà e-ì óðîâíå. Äëÿ êàæäîé N -ñòðàòåãèè ââå-

äåì ãëîáàëüíûé ïàðàìåòð N(e)[s], êîòîðûé áóäåò íà øàãå s îçíà÷àòü âåð-

øèíó, îòâåòñòâåííóþ çà ðåàëèçàöèþ ñòðàòåãèè Ne. Â ÷àñòíîñòè, ñáðà-

ñûâàåì ýòîò ïàðàìåòð òîëüêî òîãäà, êîãäà âåðøèíà N(e)[s] èíèöèàëè-

çèðóåòñÿ. Äîïîëíèòåëüíûì ïàðàìåòðîì äëÿ N -ñòðàòåãèè ÿâëÿåòñÿ ôëàã

SatN(e)[s] ∈ {0, 1}. Çíà÷åíèå 1 îçíà÷àåò, ÷òî òðåáîâàíèå Ne ïîëó÷èëî âíè-

ìàíèå è óäîâëåòâîðåíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå çíà÷åíèå îñòàåòñÿ ðàâíûì 0.

Åñëè âåðøèíàN(e)[s], îòâåòñòâåííàÿ çà òðåáîâàíèåNe, èíèöèàëèçèðóåòñÿ,

òî SatN(e) òàêæå óñòàíàâëèâàåòñÿ ðàâíûì 0.

Èíèöèàëèçàöèÿ. Èíèöèàëèçàöèÿ ñòðàòåãèè îçíà÷àåò, ÷òî ìû îòêëþ÷à-

åì (äåëàåì íåîïðåäåëåííûìè) âñå çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëîâ, ïðåðûâàåì èëè

îáíóëÿåì âñå ïàðàìåòðû, ñâèäåòåëåé, è ò.ï., îòíîñÿùèåñÿ ê ýòîé ñòðàòåãèè.

Â ÷àñòíîñòè:

Èíèöèàëèçàöèÿ. Èíèöèàëèçàöèÿ ñòðàòåãèè îçíà÷àåò, ÷òî îòìåíÿåì (äå-

ëàåì íåîïðåäåëåííûìè) âñå çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëîâ, îòìåíÿåì èëè îáíó-

ëÿåì âñå ïàðàìåòðû, ñâèäåòåëåé è ò. ä., îòíîñÿùèõñÿ ê ýòîé ñòðàòåãèåé. Â

÷àñòíîñòè,

èíèöèàëèçàöèÿR-ñòðàòåãèè ρ îçíà÷àåò, ÷òî îòìåíÿåì âñå ìàðêåðû aρ(x)

è cρ(x), à òàêæå âñå Clrρ(π),

èíèöèàëèçàöèÿ N -ñòðàòåãèè η îçíà÷àåò, ÷òî åñëè N(e)[s] = η íà øàãå

s, òî äåëàåì íåîïðåäåëåííûì N(e) è îïðåäåëÿåì SatN(e) = 0, â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå íè÷åãî íå äåëàåì.

[Òàêèì îáðàçîì, èíèöèàëèçèðóåì ñòðàòåãèþ Ne, òîëüêî åñëè èíèöèàëèçè-

ðóåì åå òåêóùóþ ñàìóþ ëåâóþ âåðøèíó η = N(e)[s].]

ÈíèöèàëèçàöèÿP-ñòðàòåãèè π îçíà÷àåò, ÷òî ìû îòìåíÿåì åå ñâèäåòåëÿ

pπ, äåëàåì íåîïðåäåëåííûìè Clrρ(π) è îòìåíÿåì ññûëêè Link(ρ, π) (åñëè
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îíè ñóùåñòâóþò) äëÿ âñåõ R-ñòðàòåãèé ρ̂∞ ⊆ π.

Äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ìû äîáàâëÿåì èíòóèòèâ-

íîå îáúÿñíåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ôîðìàëüíûõ äåéñòâèé.

Ïîñòðîåíèå.

Øàã s = 0. Îïðåäåëÿåì A[0] = ∅, èíèöèàëèçèðóåì âñå ñòðàòåãèè.

Øàã s+1. Ïóñòü A[s] îïðåäåëåíî. Îïðåäåëÿåì A[s+1] è ñòðîèì âû÷èñ-

ëèìóþ àïïðîêñèìàöèþ |TPs+1| = s+ 1 èñòèííîãî ïóòè TP . Ñòðîèì åå ïî

ïîäøàãàì t+1 ≤ s+1 êàê ïðåäåë TPs+1,t+1. Òàêèì îáðàçîì, êîãäà íàéäåíî

TPs+1,s+1, îïðåäåëÿåì TPs+1 = TPs+1,s+1, èíèöèàëèçèðóåì âñå ñòðàòåãèè

ξ 6≤ TPs+1 è ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó øàãó. Îòìåòèì, ÷òî âñå îáúåêòû

(îïðåäåëåííûå íàìè) ñîõðàíÿþò ñâîè çíà÷åíèÿ, åñëè òîëüêî îíè ÿâíî íå

ïåðåîïðåäåëåíû.

Èçíà÷àëüíî TPs+1,0 = λ, ãäå λ ÿâëÿåòñÿ êîðíåâîé âåðøèíîé.

Ïîäøàã t+1 ≤ s+1. Ïóñòü èìååì àïïðîêñèìàöèþ TPs+1,t. Ñíà÷àëà ïðî-

âåðÿåì, ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ âåðøèíà η ≤ TPs+1,t (ïî ëåêñèêîãðàôè÷åñêî-

ìó óïîðÿäî÷åíèþ), ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî e ≤ s+1 âûïîëíÿåòñÿ η = N(e)[s],

SatN(e)[s] = 0 è ΨA
e (e)[s]↓. Åñëè òàêèå e ñóùåñòâóþò, òî âûáèðàåì íàè-

ìåíüøåå, îïðåäåëÿåì SatN(e)[s + 1] = 1 è èíèöèàëèçèðóåì âñå ñòðàòåãèè

ξ 6≤ η. Òàêæå îïðåäåëÿåì Ts+1,s+1 = TPs+1,t̂fin̂fin̂ . . .̂fin, ò. å. ôèê-
òèâíî çàïîëíÿåì îñòàâøóþñÿ ÷àñòü àïïðîêñèìàöèè TPs+1,t âûõîäàìè fin,

ïîêà íå äîéäåì äî äëèíû s+ 1.

[Òàêèì îáðàçîì, ñïåðâà îòñëåæèâàåì âñå êðàéíèå ëåâûå âåðøèíû, îòâå-

÷àþùèå ðàçëè÷íûì òðåáîâàíèÿì Ne, äàëåå, åñëè ñðåäè òàêîâûõ íàéäóòñÿ

òðåáóþùèå âíèìàíèÿ, òî îñóùåñòâëÿåì ñîîòâåòñòâóþùóþ èíèöèàëèçàöèþ

(äîáàâëÿåì ôèêòèâíûå âûõîäû, ÷òîáû ñîõðàíèòü |TPs+1| = s + 1 è çà-

ñòàâèòü èíèöèàëèçèðîâàííûå ñòðàòåãèè íè÷åãî íå äåëàòü íà ýòîì øàãå).

Çàìåòèì, ÷òî åñëè òàêîå íàèìåíüøåå e ñóùåñòâóåò è η = N(e), òî íå ñóùå-

ñòâóåò e′ > e òàêîãî, ÷òî η′ = N(e′) è η′ ≤ η.]

Åñëè òàêîé N -ñòðàòåãèè íåò, òî ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå òðè ñëó÷àÿ.

Ts+1,t = ρ ÿâëÿåòñÿR-ñòðàòåãèåé. Åñëè øàã s+1 íå ÿâëÿåòñÿ ρ-ðàñøèðÿþùèì,

òî îïðåäåëÿåì âûõîä TPs+1,t+1 = ρ̂fin (ò. å. íè÷åãî íå äåëàåì) è ïåðåõî-

äèì ê ñëåäóþùåìó ïîäøàãó. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïóñòü s− � ïðåäûäóùèé
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ρ-ðàñøèðÿþùèé øàã (íà êîòîðîì, â ÷àñòíîñòè, ïîñåòèëè ρ). Ðàññìîòðèì

ñëåäóþùèå ïîäñëó÷àè è âûáåðåì ïåðâûé, óñëîâèÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû:

(ρ1) Åñëè ñóùåñòâóåò Link(ρ, π) (ò. å. Link(ρ, π)[s] = 1) äëÿ íåêîòîðîãî

π, òî ñðàçó æå îïðåäåëÿåì Ts+1,t′ = π è ïåðåõîäèì ê ïîäøàãó t′+1 = |π|+1.

Òàêæå äëÿ âñåõ òàêèõ x, ÷òî Dρ(x)[s] = WA
ρ (x)[s] = 1, íî Dρ(x)[s

−] =

WA
ρ (x)[s−] = 0 è cρ(x)[s] 6∈ Cρ[s], è ñóùåñòâóåò òàêàÿ P-ñòðàòåãèÿ π′ ⊇

ρ̂∞, ÷òî x ≤ Clrρ(π
′)[s], îïðåäåëÿåì RCρ(x)[s+ 1] = 1.

[Òåì ñàìûì íàøå ïåðâîå äåéñòâèå � ïðîâåðèòü ññûëêó. Çàðàíåå îòìåòèì,

÷òî äëÿ êàæäîé ρ ìîæåò áûòü òîëüêî îäíà Link(ρ, π). Ïðè ýòîì êîãäà

ïåðåõîäèì ïî ññûëêå, òî ìîæåì ïðîïóñòèòü íåêîòîðûå öèêëû, êîòîðûå

äîëæíû áûòü î÷èùåíû, ïîýòîìó èñïîëüçóåì ôëàãè, ÷òîáû îòìåòèòü òàêèå

öèêëû íà áóäóùåå.]

(ρ2) Èíà÷å (åñëè ïîäñëó÷àé (ρ1) íå ïðîèçîøåë). Ïðåäïîëîæèì, ñóùå-

ñòâóåò òàêîé íàèìåíüøèé x, ÷òî èëè Dρ(x)[s] =WA
ρ (x)[s] = 1, Dρ(x)[s

−] =

WA
ρ (x)[s−] = 0 è cρ(x)[s] 6∈ Cρ[s] (â ÷àñòíîñòè, cρ(x) îïðåäåëåíî), èëè

RCρ(x)[s] = 1. Åñëè ñóùåñòâóåò P-ñòðàòåãèÿ π ⊇ ρ̂∞, ãäå π ÿâëÿåòñÿ òà-

êîé íàèìåíüøåé âåðøèíîé (ïî ëåêñèêîãðàôè÷åñêîìó óïîðÿäî÷åíèþ), ÷òî

x ≤ Clrρ(π)[s], òî ñîçäàåì Link(ρ, π) (ò. å. îïðåäåëÿåì Link(ρ, π)[s+1] = 1),

îïðåäåëÿåì Ts+1,t′ = π, îïðåäåëÿåì RCρ(y)[s+ 1] = 0 äëÿ âñåõ y ≤ s+ 1, è

ñðàçó æå ïåðåõîäèì ê ïîäøàãó t′ + 1 = |π|+ 1.

[Çàìåòèì, ÷òî âñå òàêèå Clrρ(π) îïðåäåëÿþòñÿ, êîãäà ïîñåùàåòñÿ âåðøèíà

π. Ïîýòîìó åñëè íåò íèêàêèõ ññûëîê, òî ïðîâåðÿåì, åñòü ëè íåîáõîäèìîñòü

â î÷èñòêå. Î÷èñòêà ìîæåò òðåáîâàòüñÿ òîëüêî öèêëàì x ñ îïðåäåëåííûìè

ïàðàìåòðàìè. ßñíî, ÷òî òàêèõ öèêëîâ ìîæåò áûòü íåñêîëüêî, òîãäà ìû áå-

ðåì íàèìåíüøèé, ïîñêîëüêó åãî î÷èñòêà âêëþ÷àåò î÷èñòêó äëÿ âñåõ áîëü-

øèõ öèêëîâ, ýòî òàê æå îçíà÷àåò, ÷òî ìîæåì îïðåäåëèòü RCρ(y)[s+1] = 0

äëÿ âñåõ y. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå ñðàçó ïåðåõîäèì ê π è íà÷èíà-

åì î÷èñòêó, íà ñëåäóþùåì ρ-ðàñøèðÿþùåì øàãå ïî ññûëêå ïåðåõîäèì ê

π ñíîâà, çàâåðøàåì î÷èñòêó è îòìåíÿåì ññûëêó. ßñíî, ÷òî çàïðåò öèêëà

x ìîæåò áûòü íàðóøåí òîëüêî π′ ⊇ ρ̂∞ ñ ìåíüøèì, ÷åì x, èíòåðâàëîì

î÷èñòêè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëèáî âñå ïàðàìåòðû öèêëà x ñòàíîâÿòñÿ íåîïðå-

äåëåííûìè, ëèáî çàïðåò îòìåíåí, ïîñêîëüêó x ïîêèäàåò Dρ, ëèáî çàïðåò
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ñîõðàíåí è ñëó÷àé (ρ3) ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì ýòàïîì.]

(ρ3) Èíà÷å (åñëè ïîäñëó÷àè (ρ1)�(ρ2) íå ïðîèçîøëè). Åñëè ñóùåñòâó-

åò òàêîé íàèìåíüøèé x, ÷òî Dρ(x)[s] = WA
ρ (x)[s] = 1, íî Dρ(x)[s

−] =

WA
ρ (x)[s−] = 1 è cρ(x)[s] 6∈ Cρ[s] (â ÷àñòíîñòè, cρ(x) îïðåäåëåíî), òî ïåðå-

÷èñëÿåì cρ(x)[s] â Cρ. Îïðåäåëÿåì TPs+1,t+1 = ρ̂∞, è ïåðåõîäèì ê ñëåäó-

þùåì ïîäøàãó.

[Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî öèêë x ïðîøåë ïðîöåäóðó î÷èñòêè ñîîòâåòñòâóþùåãî

èíòåðâàëà è íåîáõîäèìî ñêîððåêòèðîâàòü ñâîäèìîñòü. Ïîýòîìó ìîæåì ïå-

ðå÷èñëèòü cρ(x) â Cρ.]

(ρ4) Èíà÷å (åñëè ïîäñëó÷àè (ρ1)�(ρ3) íå ïðîèçîøëè), ïóñòü x � íàè-

ìåíüøèé öèêë áåç îïðåäåëåííûõ íà äàííûé ìîìåíò ìàðêåðîâ aρ(x) è cρ(x).

Îïðåäåëÿåì aρ(x)[s + 1] è cρ(x)[s + 1] êàê áîëüøèå ÷èñëà. Îïðåäåëÿåì

TPs+1,t+1 = ρ̂∞ è ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó ïîäøàãó.

[Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ öèêëà x íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ñâîäÿùèå ìàðêå-

ðû, â ÷àñòíîñòè, aρ(x) è cρ(x) áóäóò áîëüøå, ÷åì çàïðåòû âñåõ ìåíüøèõ

î÷èùåííûõ èíòåðâàëîâ; êðîìå òîãî, òàêîé x âñåãäà ñóùåñòâóåò è ìåíüøå

äëèíû ñîãëàøåíèÿ, òàê êàê s+ 1 ÿâëÿåòñÿ ρ-ðàñøèðÿþùèì øàãîì.]

Ts+1,t = η ÿâëÿåòñÿ N -ñòðàòåãèåé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî η ñîîòâåòñòâóåò

Ne. ÅñëèN(e)[s] íå îïðåäåëåíî èëè η ≤ N(e)[s], òî îïðåäåëÿåìN(e)[s+1] =

η. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ïîäñëó÷àè è âûáåðåì ïåðâûé èç íèõ, óñëîâèÿ

êîòîðîãî âûïîëíåíû:

(η1) Åñëè SatN(e)[s] = 0 è ΨA
e (e)[s]↓, òî îïðåäåëÿåì SatN(e)[s + 1] =

1, èíèöèàëèçèðóåì âñå ñòðàòåãèè ξ 6≤ η, òàêæå îïðåäåëÿåì Ts+1,s+1 =

η̂fin̂fin̂ . . .̂fin.
(η2) Èíà÷å (åñëè ïîäñëó÷àé (η1) íå ïðîèçîøåë), åñëè N(e) áûëî ïåðå-

îïðåäåëåíî, ò. å. N(e)[s + 1] 6= N(e)[s], òî èíèöèàëèçèðóåì âñå ñòðàòåãèè

ξ 6≤ η è îïðåäåëÿåì Ts+1,s+1 = η̂fin̂fin̂ . . .̂fin.
[Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïåðåîïðåäåëÿåì ãëàâíóþ âåðøèíó äëÿ ýòîãî N -òðåáî-

âàíèÿ (åñëè íåîáõîäèìî), áîëåå òîãî, èíèöèàëèçàöèþ â ýòîì ñëó÷àå òàêæå

ïðîâîäèì. Ïîçæå èìåííî ýòà âåðøèíà áóäåò îòñëåæèâàòüñÿ â íà÷àëå ïîä-

øàãà.]

(η3) Èíà÷å (åñëè ïîäñëó÷àè (η1)�(η2) íå ïðîèçîøëè), ò. å. SatN(e)[s] =
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1 èëè ΨA
e (e)[s]↑, îïðåäåëÿåì Ts+1,t+1 = η̂fin è ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó

ïîäøàãó.

Ts+1,t = π ÿâëÿåòñÿ P-ñòðàòåãèåé. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ïîäñëó÷àè

è âûáåðåì ïåðâûé èç íèõ, óñëîâèÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû:

(π1) Åñëè ïîñåùàåì π ïî ññûëêå Link(ρ, π) èç-çà ñëó÷àÿ (ρ2), òî ïå-

ðå÷èñëÿåì aρ(z)[s] â A, è cρ(z)[s] â Cρ, äëÿ âñåõ z > Clrρ(π)[s]. Òàêæå

äåëàåì òî æå ñàìîå äëÿ âñåõ òàêèõ ρ′, ÷òî ρ̂∞ ⊂ ρ′̂∞ ⊆ π. Ïåðå÷èñëÿåì

pπ[s] â A è äåëàåì íåîïðåäåëåííûìè âñå ïàðàìåòðû pπ[s+ 1], aρ(z)[s+ 1],

cρ(z)[s+1]. Äåëàåì íåîïðåäåëåííûìè Clrρ′′(π)[s+1] äëÿ âñåõ ρ′′̂∞ ⊂ ρ (â

÷àñòíîñòè, ýòî ïðåäîòâðàòèò ρ′′ îò ñîçäàíèÿ ññûëîê ê π). Èíèöèàëèçèðóåì

âñå ñòðàòåãèè ξ 6≤ π è îïðåäåëÿåì Ts+1,s+1 = π̂fin̂fin̂ . . .̂fin.
[Òåì ñàìûì ïîñåùàåì π íà òîì æå øàãå, íà êîòîðîì ρ ñîçäàåò ññûëêó,

è íåìåäëåííî íà÷èíàåì ïåðâóþ ÷àñòü ïðîöåäóðû î÷èñòêè. Ýòî ïîçâîëÿ-

åò ñîõðàíèòü ρ î÷èùåííûì îò π. Áîëåå òîãî, äëÿ âåðøèí ìåæäó π è ρ

íå òðåáóåòñÿ î÷èñòêà, åñëè òîëüêî îíà èì íå ïîíàäîáèòñÿ ïîçäíåå. Êðîìå

òîãî, íåêîòîðàÿ âåðøèíà π′ ⊃ π ìîæåò áûòü â íàñòîÿùåå âðåìÿ êîíöîì

äðóãîé ññûëêè, íî ïîñêîëüêó π′ èíèöèàëèçèðóåòñÿ, òî ýòà ññûëêà àâòî-

ìàòè÷åñêè îòìåíÿåòñÿ. Òàêæå ìîæåò áûòü òîëüêî îäíà P-ñòðàòåãèÿ íà

êàæäîì øàãå, íà êîòîðóþ ïåðåõîäèì ïî ññûëêå, ïîñêîëüêó ïîñëå ïåðåõîäà

ïî ññûëêå îñóùåñòâëÿåì èíèöèàëèçàöèþ è äîáàâëÿåì ôîðìàëüíûå âûõî-

äû fin. Èòàê, â ïåðâîé ÷àñòè ïðîöåäóðû î÷èñòêè ñòðàòåãèÿ π ïîìîãàåò

ρ ïðåäîòâðàòèòü êîíôëèêòû ñ R-ñòðàòåãèÿìè ìåíüøåãî ïðèîðèòåòà ñ ïî-

ìîùüþ ïåðåîïðåäåëåíèÿ aρ′(z′), è ñ R-ñòðàòåãèÿìè áîëüøåãî ïðèîðèòåòà

ïóòåì ïåðåîïðåäåëåíèÿ Clrρ′′(π), ÷òî ïîçâîëÿåò íå îáðàùàòü âíèìàíèå íà

òåêóùèå aρ′′(z′′).]

(π2) Èíà÷å (åñëè ïîäñëó÷àé (π1) íå ïðîèçîøåë). Åñëè ïîñåùàåì π ïî

íåêîòîðîé ññûëêå Link(ρ, π) èç-çà ñëó÷àÿ (ρ1), òî îïðåäåëÿåì Clrρ′(π)[s+ 1]

= l(ρ′)[s+1], äëÿ âñåõ R-ñòðàòåãèé ρ′̂∞ ⊂ ρ. Âûáèðàåì áîëüøîãî ñâèäåòå-

ëÿ pπ è îòìåíÿåì Link(ρ, π) (ò.å. îïðåäåëÿåì Link(ρ, π)[s+1] = 0). Èíèöèà-

ëèçèðóåì âñå ñòðàòåãèè ξ 6≤ π è îïðåäåëÿåì Ts+1,s+1 = π̂fin̂fin . . .̂fin.
[Ýòî âòîðàÿ è ïîñëåäíÿÿ ÷àñòü î÷èñòêè äëÿ ρ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïî òîé

æå ññûëêå ïîñåòèëè π íà ïðåäûäóùåì ρ-ðàñøèðÿþùåì øàãå. Ïîýòîìó äëÿ
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öèêëà x (äëÿ êîòîðîãî áûëà íåîáõîäèìà î÷èñòêà) ëèáî x ïîêèíóë Dρ, ëèáî

çàâåðøèëîñü íîâîå âû÷èñëåíèå ΦA
ρ (x) (åñëè äëÿ êàêîãî-òî äðóãîãî öèêëà

òðåáóåòñÿ î÷èñòêà, òî åãî èãíîðèðóåì, ïîêà íå çàêîí÷èì ñ x). Ñëåäîâàòåëü-

íî, òåïåðü ìîæåì ïåðåîïðåäåëèòü èíòåðâàëû î÷èñòêè äëÿ R-ñòðàòåãèé ñ

áîëüøèìè ïðèîðèòåòàìè, îíè ìîãóò âûáðàòü áîëüøèå ìàðêåðû aρ′(z) ïîç-

æå. Òàêèì îáðàçîì, êîãäà âñå ïðîöåäóðû, ñâÿçàííûå ñî ññûëêîé Link(ρ, π),

çàâåðøåíû, ìîæíî áóäåò ïåðå÷èñëèòü cρ(x) â Cρ.]

(π3) Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (åñëè ñëó÷àè (π1)�(π2) íå ïðîèçîøëè). Åñëè

íåò íàçíà÷åííîãî ñâèäåòåëÿ è åñëè äëÿ âñåõ ρ̂∞ ⊆ π èíòåðâàëû Clrρ(π)[s]

íå îïðåäåëåíû, òî âûáèðàåì áîëüøîãî ñâèäåòåëÿ pπ è îïðåäåëÿåì Clrρ(π)[s+

1] = l(ρ)[s+ 1] äëÿ âñåõ ρ̂∞ ⊆ π. Èíèöèàëèçèðóåì âñå ñòðàòåãèè ξ 6≤ π è

îïðåäåëÿåì Ts+1,s+1 = π̂fin̂fin . . .̂fin.
[Ýòîò ñëó÷àé îçíà÷àåò, ÷òî ñòðàòåãèÿ π ïîñåùàåòñÿ âïåðâûå ïîñëå èíèöèà-

ëèçàöèè. Â öåëÿõ åäèíîîáðàçèÿ, ñðàçó æå îïðåäåëÿåì Ts+1,s+1 è çàïîëíÿåì

îñòàòîê TPs+1,t âûõîäàìè fin, ÷òî ïîçâîëèò èçáåæàòü íà ýòîì øàãå êàêèõ-

ëèáî äåéñòâèé ñòðàòåãèé ñ ìåíüøèìè ïðèîðèòåòàìè.]

(π4) Èíà÷å (åñëè ïîäñëó÷àè (π1)�(π3) íå ïðîèçîøëè). Åñëè pπ[s] 6∈ A[s]

è Θ(pπ)[s]↓ = 0, òî ïåðå÷èñëÿåì pπ[s] è aρ(z)[s] â A, è cρ(z)[s] â Cρ, äåëàåì

íåîïðåäåëåííûìè aρ(z)[s + 1] è cρ(z)[s + 1], äëÿ âñåõ z > Clrρ(π)[s], ãäå

ρ̂∞ ⊆ π. Èíèöèàëèçèðóåì âñå ñòðàòåãèè ξ 6≤ π è îïðåäåëÿåì Ts+1,s+1 =

π̂fin̂fin̂ . . .̂fin.
[Òåì ñàìûì ñòðàòåãèÿ òðåáóåò âíèìàíèÿ è ïîëó÷àåò åãî. Áîëåå òîãî, îíà

ïåðå÷èñëÿåò âñå âîçìîæíûå ìàðêåðû R-ñòðàòåãèé, êàê â ïðîöåäóðå î÷èñò-

êè. Â äàëüíåéøåì ýòî ïîçâîëèò ñîîòâåòñòâóþùèì ñâîäèìîñòÿì ïîëàãàòüñÿ

íà íîâûå áîëüøèå ìàðêåðû.]

(π5) Èíà÷å (åñëè ïîäñëó÷àè (π1)�(π4) íå ïðîèçîøëè), íè÷åãî íå äåëàåì,

ò. å. îïðåäåëÿåì TPs+1,t+1 = π̂fin è ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó ïîäøàãó.

Êîíñòðóêöèÿ çàâåðøåíà, ïåðåéäåì ê âåðèôèêàöèè.

Âåðèôèêàöèÿ.

Èñòèííûé ïóòü îïðåäåëÿåì ñòàíäàðòíûì îáðàçîì êàê

TP = lim inf
s

TPs.
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Ïîñêîëüêó äåðåâî ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî âåòâÿùèìñÿ, è |TPs| = s äëÿ êàæäî-

ãî s ∈ ω, òî èñòèííûé ïóòü ñóùåñòâóåò. Â ñëåäóþùèõ ëåììàõ ïîêàæåì,

÷òî êàæäîå òðåáîâàíèå óäîâëåòâîðÿåòñÿ íåêîòîðîé ñòðàòåãèåé, ëåæàùåé

íà TP èëè ñëåâà îò TP .

ËÅÌÌÀ 1. Åñëè P-ñòðàòåãèÿ π íå èíèöèàëèçèðóåòñÿ ïîñëå øàãà s0,

òî îíà ïîñåùàåòñÿ ÷åðåç ñâÿçêè ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ìû äîêàæåì ðÿä äîñòàòî÷íî ýëåìåíòàðíûõ

ñâîéñòâ è óòâåðæäåíèé, íà êîòîðûå ïðè íåîáõîäèìîñòè áóäåì ññûëàòüñÿ

âíå ëåììû.

(1) Link(ρ, π) ìîæåò áûòü ñîçäàíà òîëüêî R-ñòðàòåãèåé òàêîé, ÷òî ρ̂∞
⊆ π, è åñëè ρ íà øàãå s+1 ñîçäàåò ñâÿçêó ñ π, òî çíà÷åíèå Clrρ(π)[s] äîëæíî

áûòü îïðåäåëåíî íà ýòîì øàãå.

Äîêàçàòåëüñòâî. íåìåäëåííî ñëåäóåò èç ïîñòðîåíèÿ (íèæå ìû òàêæå

áóäåì îïóñêàòü âûõîä ρ, ãîâîðÿ î ñâÿçêàõ).

(2) Åñëè Link(ρ, π) ñóùåñòâóåò íà êàêîì-òî øàãå (ò. å. Link(ρ, π)[s−1] =

1 èëè Link(ρ, π)[s] = 1), òî íà ýòîì øàãå s íèêàêàÿ äðóãàÿ R-ñòðàòåãèÿ ρ′

íå ìîæåò ñîçäàòü ññûëêó íà π (ò. å. íå ìîæåò îïðåäåëèòü Link(ρ′, π)[s] = 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ñîçäàåì ññûëêó Link(ρ, π), òî

äåëàåì íåîïðåäåëåííûìè Clrρ′(π) äëÿ âñåõ ρ′ ⊂ ρ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

Clrρ′(π) ìîæåò áûòü ñíîâà îïðåäåëåíà, òîëüêî åñëè ìû ïîçæå ïîñåùàåì π.

Òàêèì îáðàçîì, ïî ïóíêòó (2) íè îäíà èç òàêèõ ñòðàòåãèé ρ′ íå ìîæåò ñî-

çäàòü ññûëêó íà π, åñëè Clrρ′(π) íå áóäåò îïðåäåëåíà, à çíà÷åíèå Clrρ′(π)

ìîæåò ñòàòü îïðåäåëåííûì òîëüêî íà øàãå (ñì. ñëó÷àé (π2) êîíñòðóêöèè),

íà êîòîðîì îòìåíÿåì Link(ρ, π). Ñîãëàñíî êîíñòðóêöèè, çíà÷åíèå Clrρ′(π)

ìîæåò îïðåäåëèòüñÿ è èç-çà (π3), íî ýòîò ñëó÷àé èìååò ìåñòî, òîëüêî êî-

ãäà π íà÷èíàåò ñâîþ ðàáîòó è, ñëåäîâàòåëüíî, ññûëêà Link(ρ, π) åùå íå

ñóùåñòâóåò. Ìåæäó òåì ñòðàòåãèè ρ′′, ÷òî ρ ⊂ ρ′′ ⊂ π, íå ìîãóò ïîñåùàòüñÿ

(è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ìîãóò ñîçäàâàòü ññûëêè), ïîñêîëüêó ïîñëå ïîñåùå-

íèÿ ρ ñðàçó æå ïåðåõîäèì íà π. Äðóãèå R-ñòðàòåãèè (îòëè÷íûå îò ρ′ è ρ′′)

íèêîãäà íå ñìîãóò ñîçäàòü ññûëêó íà π.

(3) Åñëè ññûëêà Link(ρ, π) ñîçäàåòñÿ íà øàãå s, òî Clrρ(π′)[s] ñòàíîâèò-

ñÿ íåîïðåäåëåííûì äëÿ âñåõ π′ > π.
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Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ïîñòðîåíèÿ (ñì. ñëó÷àè (ρ2) è (π1)) è (2).

Çàìå÷àíèå 1. Òàêèì îáðàçîì, íîâàÿ ññûëêà ìîæåò áûòü ñîçäàíà ρ′′ ⊂

ρ ëèáî ê íåêîòîðîé âåðøèíå âíå ïóòè îò ρ ê π (è òîãäà âîâñå íå ïîñåùàåì ρ),

ëèáî íà íåêîòîðóþ âåðøèíó π′′ òàêóþ, ÷òî ρ ⊂ π′′ ⊂ π. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå

î÷èñòêà îò π äëÿ ρ ñòàíîâèòñÿ èçëèøíåé, òàê êàê π èíèöèàëèçèðóåòñÿ, à

Link(ρ, π) îòìåíÿåòñÿ.

(4) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ρ̂∞ ⊆ π, π′. Â ýòîì ñëó÷àå π < π′ òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà Clrρ(π)[s] < Clrρ(π
′)[s] äëÿ êàæäîãî øàãà s, íà êîòîðîì îáå

÷àñòè íåðàâåíñòâà îïðåäåëåíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, êîãäà π äåéñòâóåò â ïåðâûé ðàç (ñëó-

÷àé (π3)), îíà îïðåäåëÿåò Clrρ(π) è èíèöèàëèçèðóåò äðóãèå ñòðàòåãèè

π′ > π. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè π ïåðåîïðåäåëÿåò Clrρ(π) èç-çà ïðîöå-

äóðû î÷èñòêè, çàïóùåííîé íåêîòîðîé ρ′ (ñëó÷àé (π2)), òî π′ òàêæå èíèöè-

àëèçèðóåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, â ëþáîì ñëó÷àå π′ îïðåäåëÿåò Clrρ(π′) ïîç-

æå, à çíà÷èò è áîëüøå, åñëè Clrρ(π) óæå îïðåäåëåíà. Îòìåòèì, ÷òî åñëè

Clrρ(π) ïåðåîïðåäåëÿåòñÿ íà íåêîòîðîì øàãå t > s, òî Clrρ(π)[t] = l(ρ)[t] >

l(ρ)[s] = Clrρ(π)[s], ïîñêîëüêó π ïîñåùàåòñÿ òîëüêî íà ρ-ðàñøèðÿþùèõ øà-

ãàõ.

(5) Åñëè ñòðàòåãèè ρ̂∞ ⊆ π íå èíèöèàëèçèðóþòñÿ ïîñëå øàãà s0, çíà÷å-

íèÿ pπ[s] è Clrρ(π)[s] óæå îïðåäåëåíû íà øàãå s > s0 è aρ(z)[s] îïðåäåëåíû

äëÿ z > Clrρ(π)[s], òî èíòåðâàë [0, Clrρ(π)[s]] î÷èùåí îò aρ(z)[s] òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà îí î÷èùåí îò pπ[s].

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àÿõ (π2)�(π3) êîíñòðóêöèè ñâèäåòåëü pπ âû-

áèðàåòñÿ îäíîâðåìåííî ñ îïðåäåëåíèåì èëè îáíîâëåíèåì Clrρ(π). Òàêæå â

ñëó÷àå (π1) ïåðåõîäèì ïî ññûëêå è âûáèðàåì pπ, à íà áîëåå ïîçäíèõ øàãàõ

îïðåäåëÿåì aρ(z) äëÿ z > Clrρ(π). Òàêèì îáðàçîì, åñëè çíà÷åíèå aρ(z)[s]

îïðåäåëåíî, òî pπ[s] < aρ(z)[s] äëÿ âñåõ s > s0.

(6) Íà êàæäîì øàãå s, åñëè Clrρ(π)[s] è Clrρ′(π)[s] îïðåäåëåíû äëÿ

ρ̂∞ ⊂ ρ′̂∞ ⊆ π, òî ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåðâàëû î÷èùåíû îò pπ (è, â

÷àñòíîñòè, φρ(x)[s] < aρ′(z)[s], ãäå x ≤ Clrρ(π)[s] è z > Clrρ′(π)[s], âåðíî è

îáðàòíîå, ñ çàìåíîé ρ íà ρ′).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò èç êîíñòðóêöèè (ñì. ñëó÷àè
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(π2) è (π3), à òàêæå (π1) è êîììåíòàðèè ê íèì) è ïóíêòà (5).

(7) Åñëè ρ̂∞ ⊆ π íå èíèöèàëèçèðóåòñÿ ïîñëå øàãà s0 è çíà÷åíèÿ pπ[s]

è Clrρ(π)[s] óæå îïðåäåëåíû íà øàãå s > s0, òî ñòðàòåãèÿ ρ î÷èùåíà îò π

íà øàãå s.

Äîêàçàòåëüñòâî. ïîëó÷àåì, ÷òî èíòåðâàë [0, Clrρ(π)[s]] î÷èùåí îò pπ[s].

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ ñòðàòåãèÿ ρ î÷èùåíà îò π íà øàãå s.

Çàìå÷àíèå 2. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ëþáàÿ R-ñòðàòåãèÿ ρ áóäåò íà

êàæäîì øàãå î÷èùåíà îò êàæäîãî π ⊇ ρ̂∞. Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé åå

öèêë áóäåò âñåãäà î÷èùåí.

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó îñíîâíîãî óòâåðæäåíèÿ ëåììû. Ïîñêîëüêó

π íå èíèöèàëèçèðóåòñÿ ïîñëå øàãà s0, òî ïîñëå øàãà s0 íè îäíà ññûëêà

íà âåðøèíû π′ < π íå ìîæåò áûòü ñîçäàíà. Òîãäà ïî ïóíêòó (4) äîñòà-

òî÷íî ðàññìîòðåòü òîëüêî Clrρ(π), èãíîðèðóÿ âñå ìåíüøèå Clrρ(π′). Ïî

ïóíêòó (2) âåðøèíû ρ̂∞ ⊆ π ìîãóò ñîçäàâàòü ññûëêè íà π òîëüêî ïîñëå-

äîâàòåëüíî. Êðîìå òîãî, êàæäàÿ ññûëêà ïðîõîäèò îáà ýòàïà (ò. å. ñëó÷àè

(π1) è (π2)), è òîëüêî ïîòîì îòìåíÿåòñÿ ñòðàòåãèåé π.

Ðàññìîòðèì ôèêñèðîâàííóþ ñòðàòåãèþ ρ òàêóþ, ÷òî ρ̂∞ ⊆ π. Â êîí-

ñòðóêöèè â ýòèõ äâóõ ñëó÷àÿõ (ò. å. (π1) è (π2)) óâåëè÷èâàåì Clrρ′(π) (à

èìåííî, äåëàåì ýòè çíà÷åíèÿ íåîïðåäåëåííûìè â ïóíêòå (π1) è ïåðåîïðå-

äåëÿåì ïóíêòå (π2)) äëÿ âñåõ ρ′ ⊂ ρ è íå ïåðåîïðåäåëÿåì èõ äëÿ ρ′′ ⊃ ρ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ññûëêà Link(ρ, π) áûëà ñîçäàíà èç-çà òîãî, ÷òî x áûë

ïåðå÷èñëåí â Dρ, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî x íå ïîêèäàåò Dρ, ïîêà ñóùåñòâóåò

ññûëêà (èíà÷å íåò íåîáõîäèìîñòè èìåòü äåëî ñ çàïðåòîì x). Òîãäà ïîñëå

âñåé ïðîöåäóðû î÷èñòêè, èíèöèèðîâàííîé ρ è çàâåðøåííîé íà øàãå s > s0,

âûïîëíÿåòñÿ ΦA
ρ (x)[s]↓, ãäå x ≤ Clrρ(π)[s]. Â ÷àñòíîñòè, RCρ(x)[s] = 0, è

ýòî çíà÷åíèå ìîæåò èçìåíèòüñÿ òîëüêî ïîñëå òîãî, êàê x ïîêèíåò Dρ, ÷òî

ìîæåò ïðîèçîéòè òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç. Êðîìå òîãî, äëÿ êàæäîãî

ρ-ðàñøèðÿþùåãî øàãà s, íà êîòîðîì ññûëêè íå ñîçäàþòñÿ, RCρ(x)[s] = 0

âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x î÷èùåí îò âñåõ òàêèõ π, ÷òî

x ≤ Clrρ(π).

Áîëåå òîãî, ìàðêåðû, îòíîñÿùèåñÿ ê öèêëàì âíå èíòåðâàëîâ, ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ Clrρ′(π)[s] è Clrρ′′(π)[s], ãäå ρ′ ⊂ ρ ⊂ ρ′′ ⊂ π, íå ìîãóò íàðó-
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øèòü âû÷èñëåíèå ΦA
ρ (x)[s]↓: ïî ïóíêòó (7) èíòåðâàë [0, Clrρ(π)[s]] î÷èùåí

íà øàãå s. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ âñåõ ρ′ ⊂ ρ ïàðàìåòðû Clrρ′(π) ñòàíîâÿòñÿ

íåîïðåäåëåííûìè, à ïàðàìåòðû aρ′(z) è cρ′(z) öèêëîâ z > Clrρ′(π) áóäóò

îïðåäåëåíû êàê áîëüøèå ÷èñëà ïîçæå. Â ÷àñòíîñòè, îíè áóäóò âûáðàíû

áîëüøèìè, ÷åì φρ(x)[s] (ýòî âûïîëíÿåòñÿ òàêæå äëÿ pπ). Ñ äðóãîé ñòî-

ðîíû âñå òàêèå ρ′′, ÷òî ρ ⊂ ρ′′ ⊂ π, áóäóò æäàòü ñâîèõ ðàñøèðÿþùèõ

øàãîâ, ÷òîáû âûáðàòü íîâûå áîëüøèå aρ′′(z) äëÿ z > Clrρ′′(π), â ÷àñòíî-

ñòè, aρ′′(z) > φρ(x)[s]. Êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷àåì äîïîëíèòåëüíûé ýëåìåíò

ñ çàâåðøåííûì (è î÷èùåííûì) âû÷èñëåíèåì âíóòðè èíòåðâàëà î÷èñòêè

[0, Clrρ(π)].

Îñòàëîñü îòìåòèòü, ÷òî êàæäîå çíà÷åíèå Clrρ(π) ìîæåò áûòü óâåëè-

÷åíî òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç. Èñïîëüçóåì àðãóìåíò, ïîõîæèé íà ðàñ-

ñóæäåíèÿ èç èíòóèòèâíîé ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà, ãäå áûëè ðàññìîòðåíû

âçàèìîäåéñòâèå ñòðàòåãèé. Ïî èíäóêöèè ïðåäïîëîæèì, ÷òî Clrρ′′(π) ñòà-

áèëèçèðóåòñÿ ïîñëå íåêîòîðîãî øàãà s1 > s0, ãäå ρ ⊂ ρ′′ ⊂ π. Ïîñêîëüêó

Dρ′′ ÿâëÿåòñÿ 2-â.ï. ìíîæåñòâîì, òî âîçìîæíî ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî èçìå-

íåíèé Dρ′′dClrρ′′(π), ïîýòîìó òðåáóåòñÿ òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ïðîöåäóð

î÷èñòêè ñîîòâåòñòâóþùåãî èíòåðâàëà îò π (íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòè æå

ðàññóæäåíèÿ ïðîõîäÿò è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ∆0
2-ìíîæåñòâà D). Òàêèì îá-

ðàçîì, çíà÷åíèå Clrρ(π) ìîæåò áûòü óâåëè÷åíî èç-çà ρ′′ ëèøü êîíå÷íîå

÷èñëî ðàç ïðè óñëîâèè, ÷òî Clrρ′′(π) óæå ñòàáèëèçèðîâàëîñü.

ËÅÌÌÀ 2. Êàæäàÿ âåðøèíà íà TP èíèöèàëèçèðóåòñÿ òîëüêî êîíå÷-

íîå ÷èñëî ðàç.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïåðâà îòìåòèì, ÷òî èíèöèàëèçàöèÿ âåðøèíû ξ íà

øàãå s ïðîèñõîäèò â îäíîì èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:

(In1) Â ñëó÷àå äèàãîíàëèçàöèè ïîñëå òîãî, êàê ïîñòðîåíà àïïðîêñèìà-

öèÿ TPs. Òîãäà ξ èíèöèàëèçèðóåòñÿ, åñëè ξ 6≤ TPs.

(In2) Â ñëó÷àå èíèöèàëèçàöèè èç-çà êàêîé-ëèáî N -ñòðàòåãèè η, êîòî-

ðàÿ òðåáóåò âíèìàíèÿ è èçìåíÿåò çíà÷åíèå ïàðàìåòðà SatN(e) ñ 0 íà 1.

Ýòî ìîæåò ïðîèçîéòè èëè â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ TPs, èëè â íà÷àëå ïîä-

øàãà. Â ëþáîì ñëó÷àå η ≤ TPs, è ξ èíèöèàëèçèðóåòñÿ, åñëè ξ 6≤ η.

(In3) Â ñëó÷àå äèàãîíàëèçàöèè èç-çà êàêîé-ëèáî P-ñòðàòåãèè π, êî-
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òîðóþ ïîñåùàåì ÷åðåç ññûëêó. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àÿì (π1) è (π2) â

êîíñòðóêöèè. Îòìåòèì, ÷òî π ⊆ TPs, è ξ èíèöèàëèçèðóåòñÿ, åñëè ξ 6≤ π.

(In4) Â ñëó÷àå äèàãîíàëèçàöèè èç-çà êàêîé-ëèáî P-ñòðàòåãèè π, êîòî-

ðóþ ïîñåòèëè â îáû÷íîì ïîðÿäêå (ïîñëå ïîñåùåíèÿ åå íåïîñðåäñòâåííîé

ïðåäøåñòâåííèöû). Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àÿì (π3) (π íà÷èíàåò ñâîþ ðà-

áîòó) èëè (π4) (îíà çàâåðøàåò ñâîþ ðàáîòó è ñòàíîâèòñÿ óäîâëåòâîðåííîé).

Îòìåòèì, ÷òî π ⊆ TPs, è ξ èíèöèàëèçèðóåòñÿ, åñëè ξ 6≤ π.

Îòìåòèì, ÷òî íà êàæäîì øàãå ìîæåò ïðîèçîéòè òîëüêî îäíà èíèöèà-

ëèçàöèÿ. Äàëåå, ïðîâîäèì èíäóêöèîííûå ðàññóæäåíèÿ ïî âåðøèíàì íà

TP . ßñíî, ÷òî êîðíåâàÿ âåðøèíà íèêîãäà íå áóäåò èíèöèàëèçèðîâàíà.

Ðàññìîòðèì âåðøèíó ξ ⊂ TP è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ξ0, íåïîñðåäñòâåííàÿ

ïðåäøåñòâåííèöà ξ (ò. å. ξ0̂o = ξ, ãäå o ÿâëÿåòñÿ âûõîäîì ξ0), íå èíèöè-

àëèçèðóåòñÿ ïîñëå øàãà s0, â ÷àñòíîñòè, íè îäíà âåðøèíà < ξ0 íå áóäåò

ïîñåùåíà ïîñëå øàãà s0. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òîëüêî íåïîñðåäñòâåí-

íóþ ïðåäøåñòâåííèöó ξ, ïîñêîëüêó åñëè êàêàÿ-òî ìåíüøàÿ âåðøèíà áóäåò

èíèöèàëèçèðîâàíà, òî ξ0 òàêæå áóäåò èíèöèàëèçèðîâàíà. Òàêèì îáðàçîì,

íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü ñëåäóþùèå ñëó÷àè ñòðàòåãèè ξ0:

ξ0 = ρ ÿâëÿåòñÿ R-ñòðàòåãèåé. Òîãäà ρ íå ìîæåò èíèöèàëèçèðîâàòü ξ

áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç, ïîñêîëüêó ρ ìîæåò èíèöèàëèçèðîâàòü äðóãèå âåð-

øèíû òîëüêî â ñëó÷àå (In1) íà øàãàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ âûõîäó ∞. Ïîýòî-

ìó, åñëè o = ∞, òî ξ íå áóäåò èíèöèàëèçèðîâàíà ïîñëå s0, è åñëè o = fin, òî

ξ áóäåò èíèöèàëèçèðîâàíà íå áîëåå êîíå÷íîãî ÷èñëà ðàç, ïîñêîëüêó ρ̂∞
íàõîäèòñÿ ñëåâà îò TP è íå áóäåò ïîñåùåíà ïîñëå íåêîòîðîãî øàãà s1 > s0.

Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî øàãà, ìîæåò áûòü òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî èíèöèàëèçàöèé

èç-çà äåéñòâèé N -ñòðàòåãèé η ⊃ ρ̂∞ èç-çà ñëó÷àÿ (In2).

ξ0 = η ÿâëÿåòñÿ N -ñòðàòåãèåé. Âûõîäîì ìîæåò áûòü òîëüêî fin. Òîãäà

ξ ìîæåò áûòü èíèöèàëèçèðîâàíà ïîñëå øàãà s0 íå áîëåå îäíîãî ðàçà èç-çà

ñëó÷àÿ (In2).

ξ0 = π ÿâëÿåòñÿ P-ñòðàòåãèåé. Âûõîäîì ìîæåò áûòü òîëüêî fin. Ïî

ëåììå 1 ñëó÷àé (In3) ìîæåò ïðîèçîéòè òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç. Äëÿ

ñëó÷àÿ (In4) ïóñòü s1 > s0 áóäåò òàêèì øàãîì, ïîñëå êîòîðîãî íå èñïîëü-

çóåì ññûëêè äëÿ ïîñåùåíèÿ π. Òîãäà ÿñíî, ÷òî ñâèäåòåëü p = pπ[s1] áóäåò
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îêîí÷àòåëüíûì. Ïîýòîìó π ìîæåò èíèöèàëèçèðîâàòü ξ òîëüêî èç-çà ñëó÷àÿ

(π4), è ýòî ìîæåò ïðîèçîéòè òîëüêî îäèí ðàç. Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëü-

ñòâî ëåììû 2.

ËÅÌÌÀ 3. Äëÿ êàæäîé ξ ⊂ TP ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî òàêèõ

øàãîâ s, ÷òî ξ ïîñåùàåòñÿ íà øàãå s.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äðóãèìè ñëîâàìè, ëåììà óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ êàæ-

äîé ξ ⊂ TP ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî òàêèõ øàãîâ s, ÷òî ξ ⊆ TPs ⊂

TP , è íåò ññûëêè Link(ρ, π) íà øàãå s ñ ρ̂∞ ⊆ ξ ⊂ π.

Ðàññóæäàåì îò ïðîòèâíîãî: ïóñòü s0 ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíèì øàãîì, íà

êîòîðîì ξ áûëà ïîñåùåíà. Òàêæå ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ ðàññìàòðè-

âàåìûõ øàãîâ s âûïîëíÿåòñÿ TPs ⊂ TP . Åñëè ñóùåñòâóåò Link(ρ, π) íà

øàãå s1 > s0 è ρ̂∞ ⊆ ξ ⊂ π, òî π èíèöèàëèçèðóåò âñå P-ñòðàòåãèè π′ ⊃ π,

â ÷àñòíîñòè, íå ìîæåò áûòü ñîçäàíà íèêàêàÿ ññûëêà íà π′ äî òîãî, êàê îíà

ñíîâà áóäåò ïîñåùåíà. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå øàãà s1 ñóùåñòâóåò òîëüêî

êîíå÷íîå ÷èñëî òàêèõ P-ñòðàòåãèé, ÷òî ξ ⊂ π′′ ⊂ π, è ê π′′ âåäåò ññûëêà.

Òåïåðü îòìåòèì, ÷òî åñëè π íå èíèöèàëèçèðóåòñÿ ïîñëå s1, òî îíà ìîæåò

áûòü ïîñåùåíà òîëüêî êîíå÷íî ÷èñëî ðàç ÷åðåç ññûëêó, ÷òî ñëåäóåò èç ëåì-

ìû 2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè π áóäåò èíèöèàëèçèðîâàíà ïîñëå s1, òî ρ íå

ìîæåò ñîçäàòü ññûëêó íà π. Â ëþáîì ñëó÷àå ìîæåì ïðîäîëæàòü àíàëî-

ãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ñ π′′ ⊂ π âìåñòî π. Òîãäà êàæäàÿ π′′, ãäå ξ ⊂ π′′ ⊂ π,

ïîñëå øàãà s0 ìîæåò áûòü ïîñåùåíà òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç. Ïîñêîëüêó

ñóùåñòâóåò òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ρ ⊂ ξ, òî âñå ññûëêè, ñîçäàííûå èìè,

áóäóò îòìåíåíû. Òàêèì îáðàçîì, ïîçäíåå ïîñåòèì ξ ∈ TP , ïðîòèâîðå÷èå.

ËÅÌÌÀ 4. Êàæäîå R-òðåáîâàíèå óäîâëåòâîðÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåé

âåðøèíîé íà TP .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì òðåáîâàíèå Re è ñîîòâåòñòâóþùóþ åìó

âåðøèíó ρ ⊂ TP . Ïî ëåììå 2 ñóùåñòâóåò òàêîé øàã s0, ÷òî ρ íå áóäåò

èíèöèàëèçèðîâàíà ïîñëå ýòîãî øàãà. Ïî ëåììå 3 ïîñåòèì ρ íà áåñêîíå÷íîì

÷èñëå øàãîâ ïîñëå s0. Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ áóäóò îòíîñèòüñÿ èìåííî

ê òàêèì øàãàì.

Ñíà÷àëà óáåäèìñÿ, ÷òî åñëè ρ̂fin ⊂ TP , òî De 6=WA
e . Íàïîìíèì, ÷òî
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ρ-ðàñøèðÿþùèå øàãè îïðåäåëåíû êàê òàêèå øàãè, íà êîòîðûõ l(ρ)[s] >

l(ρ)[s−], ãäå s− < s ÿâëÿåòñÿ òàêèì ïðåäûäóùèì ρ-ðàñøèðÿþùèì øàãîì

(íà êîòîðîì, â ÷àñòíîñòè, ρ áûëà ïîñåùåíà). Íà ëþáîì ρ-ðàñøèðÿþùåì

øàãå ñòðàòåãèÿ ρ èìååò âûõîä ∞. Îòìåòèì, ÷òî åñëè De = WA
e , òî äëÿ

ëþáîãî x ñóùåñòâóåò òàêîé øàã s > s0, ÷òî äëÿ âñåõ t > s âûïîëíÿåòñÿ

De[t]dx = WA
e [t]dx (ïîñêîëüêó ëþáîå ìíîæåñòâî De ÿâëÿåòñÿ 2-â.ï.). Äðó-

ãèìè ñëîâàìè, åñëè áû áûëî ðàâåíñòâî â ëåâîé ÷àñòè èìïëèêàöèè, òî íå

óïóñòèëè áû åãî èç âèäó (äàæå ïðè ðåäêîì ïîñåùåíèè ρ), è, â ÷àñòíîñòè,

ρ áåñêîíå÷íî ÷àñòî èìåëî áû âûõîä ∞.

Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ρ̂∞ ⊂ TP . Òàêèì îáðàçîì, õîòÿ áû îäèí

èç ñëó÷àåâ (ρ1)�(ρ4) ïðîèñõîäèò áåñêîíå÷íî ÷àñòî. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî

ñâîäÿùèå ìàðêåðû ðàáîòàþò êîððåêòíî. Íàïîìíèì, ÷òî ñ öèêëîì x ñâÿ-

çàíî íåñêîëüêî ïàðàìåòðîâ, à èìåííî aρ(x) è cρ(x). Ïî êîíñòðóêöèè, ïðè

ïåðå÷èñëåíèè íåêîòîðûõ p < aρ(x) â A ìàðêåðû aρ(x) è cρ(x) ïåðåìå-

ùàþòñÿ îäíîâðåìåííî. Ýòî ïîçâîëÿåò ñîõðàíèòü ñâåäåíèÿ êîððåêòíûìè,

äàæå åñëè cρ(x)[s] áûëî ïåðå÷èñëåíî â Cρ. Êðîìå òîãî, aρ(x) íèêîãäà íå

ïåðå÷èñëÿåòñÿ â A äëÿ êîäèðîâàíèÿ òîãî, ÷òî x ïîêèíóë Dρ, ïîñêîëüêó

êîíñòðóêöèÿ ïîçâîëÿåò èçáåæàòü òàêèõ ñëó÷àåâ. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî

ýòè ìàðêåðû îïðåäåëåíû è ïåðåìåùàþòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç, çàòåì

ïðèñòóïèì ê êîäèðîâàíèþ.

Ôèêñèðóåì öèêë x è åãî ïàðàìåòðû. Áóäåò áåñêîíå÷íî ìíîãî øàãîâ, íà

êîòîðûõ ñëó÷àè (ρ1) è (ρ2) íå áóäóò ïðîèñõîäèòü, ïîýòîìó â ñîîòâåòñòâèè

ñî ñëó÷àÿìè (ρ3) è (ρ4) êîíñòðóêöèè ëèáî èñïðàâèì ñâîäèìîñòè, ëèáî íà÷-

íåì ðàáîòàòü íà íîâîì öèêëå. Ïîñêîëüêó íå ìîæåì ïðîâåñòè áåñêîíå÷íîå

÷èñëî î÷èñòîê èëè èñïðàâëåíèé íà ôèêñèðîâàííîì èíòåðâàëå (ïî ëåììå 1

è ïîñêîëüêó ëþáîå ìíîæåñòâî De ÿâëÿåòñÿ 2-â.ï.), òî ïóñòü s1 > s0 áóäåò

øàãîì, íà êîòîðîì ìû âïåðâûå íà÷èíàåì ðàáîòàòü ñ öèêëîì x, òåì ñàìûì

âûáèðàÿ aρ(x) è cρ(x) â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëó÷àåì (ρ4). Ïî êîíñòðóêöèè,

aρ(x)[s] âîçðàñòàåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà cρ(x)[s] âîçðàñòàåò, à ïî

ëåììå 1 ýòî áóäåò ïðîèñõîäèòü òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç (x áóäåò ïðåâîñ-

õîäèòü ëèøü êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ìàðêåðîâ Clrρ(π), ãäå π ⊂ TP , è è äëÿ

êàæäîé òàêîé ïàðû ρ è π ìàðêåð Clrρ(π) ñòàáèëèçèðóåòñÿ, ïîýòîìó ρ áóäåò
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ñîçäàâàòü ññûëêè íà π êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç, à π îñóùåñòâèò îêîí÷àòåëüíóþ

äèàãîíàëèçàöèþ íå áîëåå îäíîãî ðàçà). Íàïîìíèì, ÷òî ïåðå÷èñëÿåì cρ(x)

â Cρ â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëó÷àåì (ρ3), íî íå ïåðå÷èñëÿåì aρ(x) â A, è ýòî

íå óâåëè÷èâàåò çíà÷åíèé aρ(x)[s] è cρ(x)[s]. Îäíàêî ïåðå÷èñëåíèå aρ(x) â

A â ñëó÷àÿõ (π1) è (π4) ïîçâîëÿåò ñäåëàòü íåîïðåäåëåííûì (à ïîçäíåå

óâåëè÷èòü) aρ(x) è cρ(x). Êàê óæå îòìå÷àëè âûøå, ýòî áóäåò ïðîèñõîäèòü

ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç (ëþáîå ïåðåîïðåäåëåíèå ìàðêåðîâ ñîïðîâîæäà-

åòñÿ ïåðå÷èñëåíèåì íåêîòîðîãî ìåíüøåãî ÷èñëà pπ â A). Ïîñêîëüêó ñëó÷àè

(ρ1)− (ρ4) ïðîèñõîäÿò áåñêîíå÷íî ÷àñòî, à ñëó÷àè (ρ1)− (ρ3) íå ìîãóò ïðî-

èñõîäèòü áåç ñëó÷àÿ (ρ4), òî çíà÷åíèÿ aρ(x) è cρ(x) èìåþò âîçìîæíîñòü

ñíîâà ñòàòü îïðåäåëåííûìè. Òåïåðü ïðèñòóïàåì ê êîäèðîâàíèþ.

Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî De ≤T A⊕Cρ. ×òîáû óçíàòü, âåðíî ëè, ÷òî x ∈

De, æäåì òàêîãî øàãà s > s1, ÷òî A[s]daρ(x)[s] = Adaρ(x)[s] è Cρ[s]dcρ(x)[s]

= Cρdcρ(x)[s]. Òàêîé s ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó aρ(x) è cρ(x) ìîãóò óâåëè-

÷èâàòüñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç. Òåïåðü x ∈ De òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà x ∈ De[s]. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x ïåðå÷èñëÿåòñÿ â De ïîñëå øàãà s,

òî èíèöèèðóåì ïðîöåäóðó î÷èñòêè ïîñëå øàãà s, è ïîñëå ýòîãî ïðîèçîéäåò

ñëó÷àé (ρ3) è ïåðå÷èñëèì cρ(x) â Cρ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó s, ïîñêîëü-

êó cρ(x)[s] 6∈ Cρ[s]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè x ïîêèäàåò De ïîñëå øàãà

s, òî A äîëæíî èçìåíèòüñÿ íà êàêîì-òî ÷èñëå, ìåíüøåì φe(x), íî òîãäà

íåêîòîðîå p < φe(x) äîëæíî áûòü ïåðå÷èñëåíî â A íà øàãå t > s â ñî-

îòâåòñòâèè ñî ñëó÷àåì (π1) èëè ñëó÷àåì (π4). Ïóñòü π è π′ òàêîâû, ÷òî

Clrρ(π)[t] < x ≤ Clrρ(π
′)[t]. Ïîñêîëüêó cρ(x) ∈ Cρ è [0, Clrρ(π

′)[t]] î÷èùåí

îò pπ′ [t], òî ñâèäåòåëü p ìîæåò ïðèíàäëåæàòü òîëüêî π, à çíà÷èò, ìàðêåð

aρ(x) > pπ äîëæåí ïåðå÷èñëèòüñÿ â A, ïðîòèâîðå÷èå.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî Cρ ≤T A⊕De. ×èñëî c ìîæåò áûòü ïåðå÷èñëåíî

â Cρ, òîëüêî åñëè c = cρ(x) äëÿ íåêîòîðîãî öèêëà x ñòðàòåãèè ρ. Î÷åâèäíî,

÷òî åñëè c íå ñâÿçàíî íè ñ îäíèì öèêëîì ρ, òî c 6∈ Cρ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

æäåì òàêîãî øàãà s, ÷òî De[s]dx[s] = Dedx[s] è A[s]daρ(x)[s] = Adaρ(x)[s]

(ïî êîíñòðóêöèè aρ(x)[s] ìîæåò óâåëè÷èâàòüñÿ òîëüêî ïðè î÷èñòêå ìåíü-

øèõ íà÷àëüíûõ ñåãìåíòîâ èëè â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëó÷àåì (π4), ÷òî ìîæåò

ïðîèñõîäèòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç, òàêæå îòìåòèì, ÷òî De(x) íå ìî-
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æåò èçìåíèòüñÿ äâàæäû áåç èçìåíåíèÿ A(aρ(x))). Òåïåðü c ∈ Cρ òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà c ∈ Cρ[s]. Ïðåäïîëîæèì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî c ∈ Cρ,

íî c 6∈ Cρ[s]. Òîãäà x äîëæåí áûòü ïåðå÷èñëåí â De íà íåêîòîðîì øàãå

t0 > s. Òàêèì îáðàçîì, íà ρ-ðàñøèðÿþùåì øàãå t1 > t0 ñòðàòåãèÿ ρ ïåðå-

÷èñëèò c â C. Áîëåå òîãî, âïîñëåäñòâèè x äîëæåí ïîêèíóòü De (ïîñêîëüêó

De(x) = De(x)[s] = 0), òîãäà è A äîëæåí èçìåíèòüñÿ íà êàêîì-òî ÷èñëå,

ìåíüøåì φe(x). Îñòàåòñÿ ïîâòîðèòü ðàññóæäåíèå äëÿ ïðåäûäóùåãî ñëó-

÷àÿ. À èìåííî, òîãäà íåêîòîðûé p < φn(x) äîëæåí áûòü ïåðå÷èñëåí â A

íà øàãå t > s â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëó÷àåì (π1) èëè ñëó÷àåì (π4). Ïóñòü

π è π′ òàêîâû, ÷òî Clrρ(π)[t] < x ≤ Clrρ(π
′)[t]. Ïîñêîëüêó cρ(x) ∈ Cρ è

[0, Clrρ(π
′)[t]] î÷èùåí îò pπ′ [t], ñâèäåòåëü p ìîæåò ïðèíàäëåæàòü òîëüêî π,

à çíà÷èò, aρ(x) > pπ äîëæåí áûòü ïåðå÷èñëåí â A, ïðîòèâîðå÷èå.

ËÅÌÌÀ 5. Êàæäîå N -òðåáîâàíèå óäîâëåòâîðÿåòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì òðåáîâàíèå Ne, è ïóñòü η ⊂ TP ñîîò-

âåòñòâóåò Ne. Ïî ëåììå 2 ñóùåñòâóåò øàã s0, ïîñëå êîòîðîãî η íå èíèöè-

àëèçèðóåòñÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî η ïîñåùàåòñÿ íà êàêîì-òî øàãå s1 > s0,

òîãäà η0 = N(e)[s1] (êðàéíÿÿ ëåâàÿ âåðøèíà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ Ne ïîñëå

s1) òàêæå íå èíèöèàëèçèðóåòñÿ ïîñëå s1 è η0 ≤ η.

Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî SatN(e)[s1] = 0. Åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé

øàã s2 > s1, ÷òî ΨA
e (e)[s2]↓, òîãäà ìû óòâåðæäàåì, ÷òî ΨA

e (e)↓ (åñëè òà-

êîãî øàãà s1 íåò, òî ïðåäïðèíèìàòü êàêèå-ëèáî äåéñòâèÿ äëÿ âûïîëíå-

íèÿ òðåáîâàíèÿ áåññìûñëåííî). Ýòî àâòîìàòè÷åñêè áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî

SatN(e)[t] = 1 äëÿ âñåõ t > s2. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ΨA
e (e) ñòàíîâèòñÿ

íåîïðåäåëåííûì, òî íåêîòîðûé a < ψe(e)[s2] ïåðå÷èñëÿåòñÿ â A. Ýòîãî íå

ìîæåò ïðîèçîéòè èç-çà âåðøèí ξ ≤ η, ïîñêîëüêó èíà÷å ξ ïðèäåòñÿ ïîñåòèòü

ïîñëå øàãà s1. Òàêæå ýòîãî íå ìîæåò ïðîèçîéòè èç-çà âåðøèí ξ > TPs1 ,

ïîñêîëüêó ëþáîé íîâûé ñâèäåòåëü èëè ïàðàìåòð äîëæåí áûòü > ψe(e)[s2].

Èòàê, ðàññìîòðèì âåðøèíû ξ ⊂ η. Ïî êîíñòðóêöèè è ïî ëåììå 1 (ïóíêò 7)

ëþáîé ìàðêåð aρ(z)[s3] ìîæåò áûòü ïåðå÷èñëåí â A òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà íåêîòîðûé pπ[s3] < aρ(z)[s3] ïåðå÷èñëÿåòñÿ â A, ãäå z > Clrρ(π)[s3]

è s3 > s2. Íî òîãäà pπ[s4] äîëæíî áûòü ìåíüøå ψe(e)[s2] äëÿ íåêîòîðîãî

s4 > s2, ïðîòèâîðå÷èå (ïîñêîëüêó P-ñòðàòåãèÿ ìîæåò âûáèðàòü òîëüêî
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áîëüøèå ñâèäåòåëè, è ëþáàÿ P-ñòðàòåãèÿ ξ ⊂ η äîëæíà âûáðàòü íîâîãî

ñâèäåòåëÿ p > ψe(e)[s2] ïîñëå øàãà s2).

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî SatN(e)[s1] = 1 è ýòî ïðîèçîøëî íà øàãå s∗ ≤

s1. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ïîâòîðèòü ïðèâåäåííîå âûøå ðàññóæäåíèå

ñ N(e)[s∗] âìåñòî η. Â ëþáîì ñëó÷àå âû÷èñëåíèå ΨA
e (e) íå èçìåíèòñÿ ïîñëå

íåêîòîðîãî øàãà s2 > s1.

ËÅÌÌÀ 6. Êàæäîå P-òðåáîâàíèå óäîâëåòâîðÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåé

âåðøèíîé TP .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì òðåáîâàíèå Pe è çàôèêñèðóåì ñîîòâåò-

ñòâóþùóþ åìó âåðøèíó π ⊂ TP . Ïî ëåììå 2 çàôèêñèðóåì òàêîé øàã s0,

ïîñëå êîòîðîãî π íå èíèöèàëèçèðóåòñÿ. Òàêæå ïî ëåììå 1 ôèêñèðóåì òà-

êîé øàã s1 > s0, ïîñëå êîòîðîãî π íå áóäåò ïîñåùåíî ïî ññûëêå. Ïî ëåììå 3

ñòðàòåãèÿ π áóäåò èìåòü áåñêîíå÷íî ìíîãî âîçìîæíîñòåé äåéñòâîâàòü ïî-

ñëå øàãà s1.

Íàïîìíèì, ÷òî ñâèäåòåëü pπ ìîæåò áûòü ïåðåîïðåäåëåí òîëüêî â ñëó-

÷àÿõ (π1)− (π3) (ãäå ñëó÷àé (π3) ìîæåò ïðîèçîéòè òîëüêî îäèí ðàç ïîñëå

èíèöèàëèçàöèè, à ñëó÷àè (π1)− (π2) ìîãóò ïðîèçîéòè èç-çà ññûëîê), òîãäà

ïóñòü p = pπ[s2] áóäåò îêîí÷àòåëüíûì ñâèäåòåëåì äëÿ íåêîòîðîãî s2 > s1.

Òåïåðü, åñëè Θe(p) 6= 0, òî òðåáîâàíèå óäîâëåòâîðåíî (ñëó÷àé (π5)). Â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå, åñëè Θe(p)[s3]↓ = 0 íà íåêîòîðîì s3 > s2, òî ïðè ïîñå-

ùåíèè π íà øàãå s4 > s3 ïåðå÷èñëÿåì p â A â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëó÷àåì (π4).

Òàêèì îáðàçîì, 1 = A(p) = A(p)[s4] 6= Θe(p)[s4] = Θe(p) = 0, è òðåáîâàíèå

óäîâëåòâîðåíî. Íà ýòîì äîêàçàòåëüñòâà ëåììû è òåîðåìû çàâåðøàþòñÿ.

2. ÎÁÎÁÙÅÍÈÅ ÎÑÍÎÂÍÎÃÎ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÀ

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3 îñíîâàíî íà òîì ôàêòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x

ëþáîå ìíîæåñòâî Ddx èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî èçìåíåíèé â âû÷èñëèìîé àï-

ïðîêñèìàöèèD, è â äîêàçàòåëüñòâå íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû èçìåíåíèé áûëî íå

áîëåå äâóõ äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà. Åñëè â òåîðåìå 3 âìåñòî êëàññà 2-â.ï.

ìíîæåñòâ ìû áû ðàññìàòðèâàëè êëàññ ∆0
2-ìíîæåñòâ, ðàâíîìåðíî âû÷èñ-

ëèìûé îòíîñèòåëüíî ∅′, òîãäà äëÿ êàæäîãî òàêîãî ∆0
2-ìíîæåñòâà êàæäûé



CEA-îïåðàòîðû è èåðàðõèÿ Åðøîâà. II 375

öèêë x âñå ðàâíî èíèöèèðîâàë áû ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî î÷èñòîê (ïîñêîëü-

êó x ìîæåò ïîêèíóòü D (íàïðèìåð, âî âðåìÿ î÷èñòêè) è ïîçæå ïåðå÷èñ-

ëèòüñÿ â D ñ íîâûì âû÷èñëåíèåì WA(x) = D(x) = 1, êîòîðîå ïîòðåáóåò

íîâîé î÷èñòêè). Áîëåå òîãî, ñâîäÿùèå ôóíêöèîíàëû äëÿ D ≤T A ⊕ C è

C ≤T A⊕D óæå ó÷èòûâàþò áîëåå äâóõ èçìåíåíèé âû÷èñëèìûõ àïïðîêñè-

ìàöèé äëÿ ýëåìåíòîâ D: êîãäà x ïîêèäàåò D, çíà÷åíèå ìàðêåðà a(x) óâå-

ëè÷èâàåòñÿ. Â ëþáîì ñëó÷àå, x ∈ D òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a(x) 6∈ A

è c(x) ∈ C, ãäå a(x) è c(x) � ýòî îêîí÷àòåëüíûå ïîçèöèè ìàðêåðîâ, ñâÿ-

çàííûõ ñ x.

Íàêîíåö îòìåòèì, ÷òî â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2 â ñõåìå ðàññóæäå-

íèé òåîðåìû 3 íåîáõîäèìî áûëî áû ó÷åñòü âñå ∆0
2-ìíîæåñòâà, à, çíà÷èò,

è ðàññìîòðåòü íóìåðàöèþ Σ0
2-ìíîæåñòâ. Ñëåäîâàòåëüíî, êàêîå-òî èç ýòèõ

ìíîæåñòâ, íàïðèìåð, D0, ìîãëî áû èìåòü áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî èçìåíå-

íèé â D0dx äëÿ íåêîòîðîãî x, ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü ìîãëî áû èíèöèèðîâàòü

áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî î÷èñòîê äëÿ èíòåðâàëà, ñîäåðæàùåãî x. Èíòóè-

òèâíî ïîíÿòíî, ÷òî òàêîå áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî î÷èñòîê, âûçûâàåìûõ

îäíîé R-ñòðàòåãèåé, ðàçðóøèò �íåóêëþæèå� ñòðàòåãèè ïîñòðîåíèÿ íèç-

êîãî ìíîæåñòâà, ïîñêîëüêó èõ íåâîçìîæíî ïðîäóáëèðîâàòü (ãäå-òî íèæå

âäîëü èñòèííîãî ïóòè TP ). Â îòëè÷èå îò ñòðàòåãèé íèçîñòè äëÿ ñòðàòåãèé

íåïîëíîòû òàêèå äóáëèêàòû ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñîãëàñíî òèïîâûì êîí-

ñòðóêöèÿì ∅′′′-ïðèîðèòåòíûõ ðàññóæäåíèé. Íà íàø âçãëÿä ýòî îñíîâíàÿ

ïðè÷èíà, ïî êîòîðîé â òåîðåìå 2 ìíîæåñòâî A íå ìîæåò áûòü íèçêèì.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3 âïîëíå ïîäõîäèò äëÿ ëþáîãî

êëàññà ∆0
2-ìíîæåñòâ, ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìîãî îòíîñèòåëüíî ∅′, ïîýòîìó

âåðíî ñëåäóþùåå áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå.

ÒÅÎÐÅÌÀ 4. Ïóñòü U � êëàññ ∆0
2-ìíîæåñòâ, ðàâíîìåðíî âû÷èñëè-

ìûé îòíîñèòåëüíî ∅′. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåâû÷èñëèìàÿ íèçêàÿ â.ï.

ñòåïåíü a, ÷òî ëþáîå CEA(a) ìíîæåñòâî D ∈ U èìååò â.ï. ñòåïåíü.

Íàïîìíèì, ÷òî ëþáîé Σ−1
a -óðîâåíü èåðàðõèè Åðøîâà (äëÿ ëþáîãî îáî-

çíà÷åíèÿ äëÿ îðäèíàëà a ∈ O) ÿâëÿåòñÿ êëàññîì ∆0
2-ìíîæåñòâ, ðàâíîìåð-

íî âû÷èñëèìûì îòíîñèòåëüíî ∅′, ñì., íàïðèìåð, [6]�[8]. Òàêèì îáðàçîì,

òåîðåìà 4 ñïðàâåäëèâà, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáîãî êëàññà U , â êà÷åñòâå êî-
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òîðîãî âûáðàíû Σ−1
a èëè Π−1

a óðîâíè èåðàðõèè Åðøîâà.
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Àííîòàöèÿ: Êîíå÷íîïîðîæäåííàÿ ãðóïïà, äåéñòâóþùàÿ íà äåðåâå òàê, ÷òî âñå

ñòàáèëèçàòîðû âåðøèí è ðåáåð ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íûìè öèêëè÷åñêèìè ãðóïïàìè,

íàçûâàåòñÿ îáîáùåííîé ãðóïïîé Áàóìñëàãà � Ñîëèòåðà (GBS-ãðóïïîé). Êàæäàÿ

GBS-ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé ïîäõîäÿùåãî ðàçìå÷åííîãî ãðà-

ôà. Åñëè ðàçìå÷åííûé ãðàô ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ GBS-ãðóïïà

íàçûâàåòñÿ äðåâåñíîé. Èçâåñòíî, ÷òî GBS-ãðóïïû, èçîìîðôíûå äðåâåñíûì ãðóï-

ïàì, ñàìè ÿâëÿþòñÿ äðåâåñíûìè ãðóïïàìè. Ïîêàçàíî, ÷òî GBS-ãðóïïû, óíèâåð-

ñàëüíî ýêâèâàëåíòíûå äðåâåñíûì ãðóïïàì, íå îáÿçàíû áûòü äðåâåñíûìè ãðóïïà-

ìè. Áîëåå òîãî, äàåòñÿ îïèñàíèå âñåõ GBS-ãðóïï, êîòîðûå óíèâåðñàëüíî ýêâèâà-

ëåíòíû äðåâåñíûì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îáîáùåííàÿ ãðóïïà Áàóìñëàãà � Ñîëèòåðà, óíèâåðñàëüíàÿ ýê-

âèâàëåíòíîñòü, ýêçèñòåíöèàëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü.
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Ïî òåîðåìå Áàññà � Ñåððà êàæäàÿGBS-ãðóïïàG ïðåäñòàâèìà êàê π1(A)�

ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ãðàôà ãðóïï A [1], âñå âåðøèííûå è ðåáåðíûå

ãðóïïû êîòîðîé áåñêîíå÷íû öèêëè÷åñêèå.
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Êàæäîé GBS-ãðóïïîé G ìîæíî ñîïîñòàâèòü ãðàô ñ ìåòêàìè A, êîòî-

ðûé ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ãðàôà ãðóïï. Òàêîé ãðàô ñ ìåòêàìè ñîîò-

âåòñòâóåò äåéñòâèþ ãðóïïû G íà äåðåâå è çàäàåò ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû

G. Ïîäðîáíåå î ãðàôàõ ñ ìåòêàìè è èõ ñâîéñòâàõ ñì. [2]. Íåîáõîäèìûå

îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâà ïðèâåäåíû â § 1.

Êàê îòìåòèë Ðîáèíñîí [3], GBS-ãðóïïû çàíèìàþò âàæíîå ìåñòî â êîì-

áèíàòîðíîé òåîðèè ãðóïï áëàãîäàðÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì: íåöèêëè÷åñêèå

GBS-ãðóïïû � ýòî â òî÷íîñòè òå êîíå÷íîïîðîæäåííûå ãðóïïû êîãîìîëî-

ãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè 2, êîòîðûå èìåþò ñîèçìåðèìóþ áåñêîíå÷íóþ öèêëè-

÷åñêóþ ïîäãðóïïó; GBS-ãðóïïû êîãåðåíòíû (êàæäàÿ êîíå÷íîïîðîæäåí-

íàÿ ïîäãðóïïà äîïóñêàåò êîíå÷íîå ïðåäñòàâëåíèå).

Íàïîìíèì, ÷òî óíèâåðñàëüíîé (ýêçèñòåíöèàëüíîé) òåîðèåé ãðóïïû G

íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ∀ (∃)-ïðåäëîæåíèé, èñòèííûõ íà ãðóïïå G, îáî-

çíà÷àåìîå Th∀(G) (Th∃(G)). Äâå ãðóïïû íàçûâàþòñÿ óíèâåðñàëüíî (ýê-

çèñòåíöèàëüíî) ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè èõ óíèâåðñàëüíûå (ýêçèñòåíöèàëü-

íûå) òåîðèè ñîâïàäàþò. Îòìåòèì, ÷òî óíèâåðñàëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ýê-

âèâàëåíòíà ýêçèñòåíöèàëüíîé. Ïîíÿòèå óíèâåðñàëüíîé (ýêçèñòåíöèàëüíîé)

ýêâèâàëåíòíîñòè ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëàáîé âåðñèåé ïîíÿòèÿ èçîìîðôèçìà.

Â 2020 ã. áûëî äîêàçàíî [4], ÷òî äðåâåñíûå GBS-ãðóïïû G è H óíè-

âåðñàëüíî ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G âëîæåíà â H è H

âëîæåíà â G. Âîïðîñ î òîì, êîãäà îäíà GBS-ãðóïïà âëîæåíà â äðóãóþ,

íåòðèâèàëåí äàæå äëÿ äðåâåñíûõ ãðóïï. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëå-

ìû áûë ïðåäëîæåí â [5] äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà GBS-ãðóïï, ñîäåðæàùåãî

äðåâåñíûå. Â îáùåì ñëó÷àå ïðîáëåìà âëîæåíèÿ, êàê è ïðîáëåìà èçîìîð-

ôèçìà, äëÿ GBS-ãðóïï íå ðåøåíà è ñ÷èòàåòñÿ ñëîæíîé ïðîáëåìîé.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ïðîäîëæàåì èññëåäîâàíèå óíèâåðñàëüíîé ýê-

âèâàëåíòíîñòè GBS-ãðóïï.

ÒÅÎÐÅÌÀ 1. Íåàáåëåâà GBS ãðóïïà G óíèâåðñàëüíî ýêâèâàëåíòíà

äðåâåñíîé GBS ãðóïïå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðóïïó G ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü ãðàôîì ñ ìåòêàìè A êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ èç íåêîòîðîãî äåðåâà ñ

ìåòêàìè äîáàâëåíèåì íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà (n, n), |n| ⩾ 2, ïåòåëü.

ÒÅÎÐÅÌÀ 2. Ïóñòü G è H � äâå íåàáåëåâû GBS ãðóïïû, óíèâåðñàëü-
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íî ýêâèâàëåíòíûå äðåâåñíûì GBS ãðóïïàì. Òîãäà ãðóïïû G è H óíèâåð-

ñàëüíî ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G âêëàäûâàåòñÿ â H è

H âêëàäûâàåòñÿ â G.

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ 3. Ïóñòü GBS-ãðóïïà G çàäàíà ãðàôîì ñ ìåòêàìè A.

Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé ïðîâåðÿåò íàéäåòñÿ ëè òàêîå äåðåâî ñ ìåò-

êàìè B, ÷òî G ≡∀ π1(B). Åñëè òàêèå äåðåâüÿ ñ ìåòêàìè ñóùåñòâóþò, òî

àëãîðèòì ñòðîèò îäíî èç íèõ.

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 4. ÏóñòüGBS ãðóïïûG èH çàäàíû ãðàôàìè ñ ìåòêàìè

A è C ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì C � äåðåâî ñ ìåòêàìè. Òîãäà ñóùåñòâóåò àë-

ãîðèòì, êîòîðûé ïðîâåðÿåò óíèâåðñàëüíóþ ýêâèâàëåíòíîñòü ýêâèâàëåíò-

íîñòü G è H.

Îòìåòèì, ÷òî àáåëåâûõ GBS ãðóïïû äâå � Z è Z × Z. Äëÿ ïåðâîé

ãðóïïû òåîðåìà 1 âåðíà, äëÿ âòîðîé � íåò, òàê êàê Z × Z óíèâåðñàëüíî

ýêâèâàëåíòíà äðåâåñíîé GBS ãðóïïå Z, íî íå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â

óêàçàííîì âèäå.

1. ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÛÅ ÑÂÅÄÅÍÈß

Êàæäîé GBS-ãðóïïå G ìîæíî ñîïîñòàâèòü ãðàô ñ ìåòêàìè A = (A, λ).

Çäåñü A � êîíå÷íûé ñâÿçíûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô (ïåòëè è êðàòíûå

ðåáðà äîïóñêàþòñÿ), ñíàáæåííûé ôóíêöèÿìè ∂0 è ∂1 � íà÷àëà è êîíöà

ðåáðà è ôóíêöèåé : E(A) → E(A) îáðàùåíèÿ ðåáåð. Ôóíêöèÿ λ : E(A) →

Z\{0}� ðàññòàíîâêà ìåòîê íà íà÷àëàõ ðåáåð ãðàôà A. Ìåòêà λe = λ(e), íà-

ïèñàííàÿ íà ðåáðå e ñ íà÷àëîì â âåðøèíå v, îïðåäåëÿåò âëîæåíèå αe : e→

vλ(e) öèêëè÷åñêîé ðåáåðíîé ãðóïïû 〈e〉 â öèêëè÷åñêóþ âåðøèííóþ ãðóïïó

〈v〉 (ïîäðîáíåå î ãðàôàõ ñ ìåòêàìè è èõ ñâîéñòâàõ ñì. [2]).

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà π1(A) ãðàôà ñ ìåòêàìè A = (A, λ) çàäàåòñÿ

ïîðîæäàþùèìè è îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A

ãðàô, ïîëó÷åííûé èç A îòîæäåñòâëåíèåì e è e. Ìàêñèìàëüíîå ïîääåðåâî

T ãðàôà A çàäàåò êîïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû π1(A):

〈
gv, v ∈ V (A), g

λ(e)
∂0(e)

= g
λ(e)
∂1(e)

, e ∈ E(T ),

te, e ∈ E(A) \ E(T ) t−1
e g

λ(e)
∂0(e)

te = g
λ(e)
∂1(e)

, e ∈ E(A) \ E(T )

〉
.
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Äëÿ ðàçëè÷íûõ ìàêñèìàëüíûõ ïîääåðåâüåâ ñîîòâåòñòâóþùèå êîïðåäñòàâ-

ëåíèÿ çàäàþò èçîìîðôíûå ãðóïïû. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî A � äåðåâî ñ

ìåòêàìè, åñëè A � äåðåâî. Â ýòîì ñëó÷àå π1(A) èìååò êîïðåäñòàâëåíèå

〈
gv, v ∈ V (A) g

λ(e)
∂0(e)

= g
λ(e)
∂1(e)

, e ∈ E(A)
〉
.

Äëÿ óäîáñòâà, â äàëüíåéøåì áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç v êàê âåðøèíó ãðà-

ôà, òàê è ñîîòâåòñòâóþùèé ïîðîæäàþùèé ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû gv.

Ýëåìåíò g ∈ G íàçûâàåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèì åñëè îí ñòàáèëèçèðóåò âåð-

øèíó äåðåâà. Ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî g ñîïðÿæåí ñî ñòåïåíüþ a äëÿ

ïîäõîäÿùåé âåðøèíû a ∈ V (A). Â ýòîì ñëó÷àå òðàíñëÿöèîííàÿ äëèíà |g|

ýòîãî ýëåìåíòà g (ñì., íàïðèìåð, [6, ãë. 2]) ðàâíà 0. Åñëè |g| > 0, òî ýëåìåíò

íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì.

Îáîáùåííûå ãðóïïû Áàóìñëàãà � Ñîëèòåðà

Z, Z× Z, K = 〈 a, t | t−1at = a−1 〉

íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè. Çàìåòèì, ÷òî ãðóïïà K ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåí-

òàëüíîé ãðóïïîé áóòûëêè Êëåéíà è èçîìîðôíà 〈 a, b | a2 = b2 〉 � ôóíäà-

ìåíòàëüíîé ãðóïïå äåðåâà ãðóïï ñ äâóìÿ âåðøèíàìè a è b è

Îïðåäåëèì ìîäóëÿðíûé ãîìîìîðôèçì ∆: π1(A) → Q∗. Äëÿ äàííîãî g ∈

π1(A) âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé íåòðèâèàëüíûé ýëëèïòè÷åñêèé ýëåìåíò a ∈

G, òîãäà äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ m è n, íå ðàâíûõ 0, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

g−1amg = an. Â ýòîì ñëó÷àå, ïîëàãàåì ∆(g) = m
n . Íåñëîæíî äîêàçàòü, ÷òî

òàêîå îïðåäåëåíèå êîððåêòíî. Ìîäóëÿðíûé ãîìîìîðôèçì èãðàåò âàæíóþ

ðîëü â èññëåäîâàíèè GBS ãðóïï. Åñëè A � äåðåâî è π1(A) íåýëåìåíòàðíà,

òî ∆(π1(A)) = {1} (äåòàëè è äîêàçàòåëüñòâà ñì. â [7]).

Åñëè äâà ãðàôà ñ ìåòêàìè A è B îïðåäåëÿþò èçîìîðôíûå GBS ãðóïïû

π1(A) ∼= π1(B) è π1(A) íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé, òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñøèðåíèé è ñõëîïûâàíèé (ñì. ðèñ. 1), ñîåäèíÿþùàÿ

A è B [7]. Ãðàô ñ ìåòêàìè íàçûâàåòñÿ ðåäóöèðîâàííûì, åñëè îí íå äîïóñêà-

åò ñõëîïûâàíèé (ìåòêà ±1 ìîæåò ïîÿâèòüñÿ òîëüêî íà ïåòëå). Îáîçíà÷èì

÷åðåç R(G) ìíîæåñòâî ðåäóöèðîâàííûõ ãðàôîâ ñ ìåòêàìè, ïðåäñòàâëÿþ-
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ùèõ ãðóïïó G.

Ðèñ. 1. Ñõëîïûâàíèå è ðàñøèðåíèå.

Ðèñ. 2. Ñêîëüæåíèå e/f .

Ðèñ. 3. Ñêîëüæåíèå e/f .

Íà ðèñ. 2 è 3 èçîáðàæåíû ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðàôîâ ñ ìåòêàìè, êîòîðûå

íàçûâàþòñÿ ñêîëüæåíèÿìè. Ñêîëüæåíèå ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé ðàñøèðå-

íèÿ è ñõëîïûâàíèÿ. Ñêîëüæåíèÿ ìîãóò ìåíÿòü ãðàô ñ ìåòêàìè äàííîé

GBS ãðóïïû G, îñòàâëÿÿ åãî ðåäóöèðîâàííûì.

Êëþ÷åâóþ ðîëü ïðè äîêàçàòåëüñòâå êðèòåðèÿ óíèâåðñàëüíîé ýêâèâà-

ëåíòíîñòè äðåâåñíûõ GBS ãðóïï [4] ñûãðàëî ∃-ïðåäëîæåíèå

ΦA = (∃x1, . . . , xn)
[(∧

i ̸=j

x
µij

i = x
µji

j

)∧(∧
i ̸=j

∧
1⩽s<µij

∧
1⩽r<rij(s)

xsix
r
j 6= xrjx

s
i

)]
.

Ýòî ïðåäëîæåíèå ñòðîèòñÿ ïî äåðåâó ñ ìåòêàìè A è îáëàäàåò ñëåäóþùèì
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ñâîéñòâîì (ñì. [4]): åñëè ΦA âûïîëíÿåòñÿ íà äðåâåñíîé GBS ãðóïïå G, òî

π1(A) âêëàäûâàåòñÿ â G.

2. ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ ÒÅÎÐÅÌÛ 1

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 íàì íóæíî ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü

íåñêîëüêî ëåìì.

ËÅÌÌÀ 5 (î ðàñïðàâëåíèè ïåòåëü). Åñëè ãðàô ñ ìåòêàìè B ïîëó÷åí

èç ãðàôà ñ ìåòêàìè A ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåòëè â âåðøèíå v ñ ìåòêàìè

(n, n), |n| ⩾ 2 íà ñåãìåíò ñ íà÷àëîì â v êàê íà ðèñ. 4, òî π1(A) âêëàäûâàåòñÿ

â π1(B) è π1(B) âêëàäûâàåòñÿ â π1(A).

Ðàñïðàâëåíèå (n, n) ïåòëè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî π1(B) èçîìîðôíî âêëàäûâà-

åòñÿ â π1(A). Åñëè ïåòëå ñ ìåòêàìè (n, n) ñîîòâåòñòâóåò ïîðîæäàþùèé

âòîðîãî òèïà t â ãðóïïå π1(A), òî π1(A) ÿâëÿåòñÿHNN -ðàñøèðåíèåì íåêî-

òîðîé ãðóïïû H ñ ñîîòíîøåíèåì t−1vnt = vn. Îáîçíà÷èì ÷åðåç φ : π1(A) →

〈t〉 åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì. Èçâåñòíî óñòðîéñòâî ÿäðà N ýòîãî ãîìî-

ìîðôèçìà, ñì. [6, òåîðåìà 17.1]. Èç îïèñàíèÿ ñòðóêòóðû N ÿñíî, ÷òî π1(B)

âêëàäûâàåòñÿ â N .

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâà ïîðîæäàþùèõ π1(A) è π1(B) îòëè÷àþòñÿ

òîëüêî t è u,w. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå φ èç ìíîæåñòâà ïîðîæäàþùèõ

π1(A) â ãðóïïó π1(B) ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: âñå ïîðîæäàþùèå π1(A)

êðîìå t ïåðåõîäÿò â ñâîè êîïèè, à φ(t) = uw. Òîãäà îáðàçû ñîîòíîøåíèé

ãðóïïû π1(A) ðàâíû åäèíèöå â ãðóïïå π1(B). Ïîýòîìó φ ïðîäîëæàåòñÿ äî

ãîìîìîðôèçìà ãðóïï.

Òåïåðü ìû äîêàæåì, ÷òî φ � âëîæåíèå. Ïóñòü g ∈ Kerφ. Åñëè íîð-

ìàëüíàÿ ôîðìà g íå ñîäåðæèò t, òî g äîëæåí áûòü ðàâåí 1. Ïóñòü g çàäàí
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ñâîåé íîðìàëüíîé ôîðìîé â HNN -ðàñøèðåíèè îïèñàííîì âûøå

g = g0t
ε1g1t

ε2 . . . gk−1t
εkgk 6= 1,

çäåñü k ⩾ 1, gi ∈ H è ýòà çàïèñü íå ñîäåðæèò ïîäñëîâ t−1vlnt è tvlnt−1.

Òîãäà

φ(g) = g0(uw)
ε1g1(uw)

ε2 . . . gk−1(uw)
εkgk.

Åñëè gi ∈ 〈vn〉, òî εi = εi+1. Ïîýòîìó φ(g) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

h0(uw)
l1h1(uw)

l2 . . . hs−1(uw)
lshs,

çäåñü li, i = 1, 2, . . . , s � öåëûå íåíóëåâûå ÷èñëà ÷åðåäóþùèõñÿ çíàêîâ è

s ⩾ 1. Ýòà ôîðìà çàïèñè ÿâëÿåòñÿ ïðèâåäåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ â

ãðóïïå π1(B), åñëè ñ÷èòàòü ýòó ãðóïïó ñâîáîäíûì ïðîèçâåäåíèåì ãðóïï

H è 〈u,w〉 ñ îáúåäèíåíèåì ïî öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïå vn = un. Ïî òåî-

ðåìå î íîðìàëüíîé ôîðìå äëÿ ñâîáîäíûõ ïðîèçâåäåíèé ñ îáúåäèíåííîé

ïîäãðóïïîé, ñì. [9, ãë. IV, � 2], φ(g) 6= 1. Ëåììà 5 äîêàçàíà.

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 6. Â óñëîâèÿõ ëåììû 5 ãðóïïû π1(A) è π1(B) óíèâåð-

ñàëüíî ýêâèâàëåíòíû.

ËÅÌÌÀ 7. Åñëè GBS-ãðóïïà G òàêîâà, ÷òî ∆(G) = {±1}, òî G óíè-

âåðñàëüíî ýêâèâàëåíòíà äðåâåñíîé GBS-ãðóïïå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà G èçîìîðôíà ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïå áóòûëêè Êëåéíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî ââåäåíèè óïîìèíàëîñü, ÷òî åñëè ãðóïïà G èçî-

ìîðôíà ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïå áóòûëêè Êëåéíà, òî îíà äðåâåñíàÿ.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî G è H òàêèå óíèâåðñàëüíî ýêâèâàëåíòíûå

GBS ãðóïïû, ÷òî ∆(G) = {±1} è H äðåâåñíàÿ. Ïðåäïîëîæèì åùå, ÷òî

â ãðóïïå G è, ñëåäîâàòåëüíî, â ãðóïïå H äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî m ⩾ 2

âûïîëíÿåòñÿ ∃-ïðåäëîæåíèå

∃x, y (x−1ymx = y−m) ∧ (x−2yx2 6= y).

Îáîçíà÷èì ýëåìåíòû H íà êîòîðûõ ðåàëèçóåòñÿ ýòî ïðåäëîæåíèå ÷å-
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ðåç xH , yH ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà yH ãèïåðáîëè÷åñêèé, èíà÷å −1 ∈ ∆(H) =

{1}. Öåíòðàëèçàòîðû ãèïåðáîëè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ â äðåâåñíûõ GBS ãðóï-

ïàõ ïîäðîáíî îïèñàíû (ñì. [10, Ñëåäñòâèå 12]). Èç ýòîãî îïèñàíèÿ ÿñíî,

÷òî åñëè x2H ∈ CH(ymH ), òî x2H ∈ CH(ykH) äëÿ âñåõ öåëûõ k. Ïîýòîìó â G

äëÿ âñåõ öåëûõ íåíóëåâûõ m âûïîëíÿåòñÿ ∀-ïðåäëîæåíèå

∀x, y (x−1ymx = y−m) → (x−2yx2 = y).

Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî åñëè ãðóïïà G çàäàíà ðåäóöèðîâàííûì ãðà-

ôîì ñ ìåòêàìè A, òî ðåáðî e âíå ìàêñèìàëüíîãî ïîääåðåâà ñîîòâåòñòâó-

þùåå ïîðîæäàþùåìó âòîðîãî òèïà t äëÿ êîòîðîãî ∆(t) = {−1} ÿâëÿåòñÿ

ïåòëåé ñ ìåòêàìè (1,−1) è â ãðàôå A òîëüêî îäíà âåðøèíà. Ïî ëåììå 5 (è

èñïîëüçóÿ ñêîëüæåíèÿ ïî e) ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îñòàâøèåñÿ ïåòëè èìåþò

ìåòêè (1, 1).

Äîêàæåì, ÷òî òàêèõ ðåáåð áûòü íå ìîæåò, òîãäà ãðóïïà G áóäåò èçî-

ìîðôíà ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïå áóòûëêè Êëåéíà. Ïóñòü åñòü õîòü îäíà

(1,1) ïåòëÿ. Òîãäà â ãðóïïå G âûïîëíÿåòñÿ ∃-ïðåäëîæåíèå

∃x, y, z ([x, y] = 1) ∧ (z−1xz = x−1) ∧ ([z2, y] 6= 1) ∧ (x 6= 1).

Åñëè xH , yH , zH òå ýëåìåíòû H íà êîòîðûõ ðåàëèçóåòñÿ ýòî ïðåäëîæå-

íèå, òî xH îïÿòü ãèïåðáîëè÷åñêèé è yH , z2H ∈ C(xH). Íî èç óïîìÿíóòîãî

ñëåäñòâèÿ 12 èç [10] ñëåäóåò, ÷òî ãðóïïà C(xH) àáåëåâà. Ýòî ïðîòèâîðå÷èå

çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 7.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Ñðàçó çàìåòèì, ÷òî òåîðåìà âåðíà äëÿ

ýëåìåíòàðíîé íåàáåëåâîé ãðóïïû � ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû áóòûëêè

Êëåéíà. Äàëåå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî GBS ãðóïïà G íåýëåìåíòàðíà.

Åñëè ãðóïïó G ìîæíî ïðåäñòàâèòü â óêàçàííîì âèäå, òî ïîëó÷àåì èñêî-

ìîå äåðåâî ñ ìåòêàìè è ñîîòâåòñòâóþùàÿ óíèâåðñàëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü

âûòåêàåò èç ëåììû 5 î ðàñïðàâëåíèè ïåòåëü.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî GBS ãðóïïà G = π1(A) íåýëåìåíòàðíà è

óíèâåðñàëüíî ýêâèâàëåíòíà íåêîòîðîé äðåâåñíîé GBS ãðóïïå π1(B).
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Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî ∆(G) = {1}. Èíà÷å íàéäóòñÿ ðàçëè÷íûå öåëûå

÷èñëà m 6= 0, n 6= 0, òàêèå ÷òî â ãðóïïå G âûïîëíÿåòñÿ ∃-ïðåäëîæåíèå

∃x, y (y−1xmy = xn) ∧ (xy 6= yx).

Òîãäà òàêîå ïðåäëîæåíèå äîëæíî áûòü èñòèííî íà äðåâåñíîé GBS ãðóïïå

π1(B). Èç [6, ãë. 2, óïðàæíåíèå 2.3] ñëåäóåò, ÷òî |m||x| = |n||x|. Çíà÷èò ëèáî

n = −m, ëèáî |x| = 0. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ëåììîé

7. Âî âòîðîì ñëó÷àå x � ýëëèïòè÷åñêèé ýëåìåíò. Òîãäà

∆(y) =
m

n
∈ ∆(π1(B)) = {1}.

Ýòî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó m è n.

Òàê êàê ∆(G) = {1}, òî |R(G)| < ∞. Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ñóùåñòâóåò

A ∈ R(G) òàêîé, ÷òî âñå ðåáðà âíå ìàêñèìàëüíîãî ïîääåðåâà ÿâëÿþòñÿ

ïåòëÿìè. Åñëè ýòî íå òàê, òî íàéäåòñÿ öèêë â A òàêîé, ÷òî åãî íåëüçÿ

ñêîëüæåíèÿìè ïðåâðàòèòü â ïåòëþ. Èç ýòîãî âûòåêàþò íåêîòîðûå óñëîâèÿ

îòñóòñòâèÿ äåëèìîñòè ìåòîê ýòîãî öèêëà. Ïîýòîìó â ãðóïïå G âûïîëíåíî

∃-ïðåäëîæåíèå

∃z
[
ΦT ∧ (z−1xkz = yl) ∧ (xk 6= yl)

]
,

ãäå T íåêîòîðîå ìàêñèìàëüíîå ïîääåðåâî A, x, y ñâÿçàííûå ïåðåìåííûå ΦT

ñîîòâåòñòâóþùèå íà÷àëó è êîíöó ðåáðà âíå ìàêñèìàëüíîãî ïîääåðåâà, z

ñîîòâåòñòâóåò ïîðîæäàþùåìó âòîðîãî òèïà äëÿ ýòîãî ðåáðà, à íàòóðàëü-

íûå ÷èñëà k, l âûáðàíû ìèíèìàëüíûìè (îíè ïðîïîðöèîíàëüíû, ïîýòîìó

òàêîå òðåáîâàíèå êîððåêòíî). Ýëåìåíòû π1(B), ñîîòâåòñòâóþùèå x è y,

ýëëèïòè÷åñêèå è z−1xkz = yl ∈ C(y). Èç îïèñàíèÿ öåíòðàëèçàòîðîâ ýë-

ëèïòè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ âûòåêàåò, ÷òî y êîììóòèðóåò ñ z−1xkz ïîáóêâåííî

(êàê ðåäóöèðîâàííûå ñëîâà â àëôàâèòå ñòàíäàðòíûõ ïîðîæäàþùèõ). Â

÷àñòíîñòè, yz = zy. Ïîýòîìó xk = yl; ïðîòèâîðå÷èå.

Òåïåðü âûáåðåì A ∈ R(G) òàêîé, ÷òî âñå ðåáðà âíå ìàêñèìàëüíîãî

ïîääåðåâà ÿâëÿþòñÿ ïåòëÿìè. Åñëè ìåòêè íà íåêîòîðîé ïåòëå íå ðàâíû

îäíîâðåìåííî 1 (èëè −1), òî ïî ëåììå 5 î ðàñïðàâëåíèè ïåòåëü ìû ìîæåì
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ïîñòðîèòü ãðàô ñ ìåòêàìè C òàêîé, ÷òî π1(A) ≡∀ π1(C) è ÷èñëî ðåáåð âíå

ìàêñèìàëüíîãî ïîääåðåâà C ìåíüøå, ÷åì ÷èñëî ðåáåð âíå ìàêñèìàëüíîãî

ïîääåðåâà A. Ïîýòîìó ìîæíî òåïåðü ñ÷èòàòü, ÷òî íà êàæäîé ïåòëå A ìåò-

êè îäíîâðåìåííî ðàâíû 1 (èëè −1). Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî åñëè èìååòñÿ

õîòü îäíà òàêàÿ ïåòëÿ, òî π1(A) íå ìîæåò áûòü óíèâåðñàëüíî ýêâèâàëåíò-

íà π1(B), ãäå B � äåðåâî ñ ìåòêàìè. Áóäåì äîêàçûâàòü ýòî îò ïðîòèâíîãî.

Ïóñòü òàêîå äåðåâî ñ ìåòêàìè B íàøëîñü.

Ñíà÷àëà ðàçáåðåì ñëó÷àé, êîãäà ÷èñëî âåðøèí A áîëüøå 1. Íà π1(A)

âûïîëíåíî ïðåäëîæåíèå ΦT, ãäå T ìàêñèìàëüíîå ïîääåðåâî A (îíî ïîëó÷à-

åòñÿ èçA óäàëåíèåì ïåòåëü). Íåñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî ðåøåòêà Z-ìàêñèìàëüíûõ

ïîääåðåâüåâ A ñîâïàäàåò ñ ðåøåòêîé Z-ìàêñèìàëüíûõ ïîääåðåâüåâ π1(T).

Ýòà ðåøåòêà îïèñûâàåòñÿ öåíòðàìè ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï Z-ìàêñèìàëü-

íûõ ïîääåðåâüåâ. Ýòè öåíòðû � öèêëè÷åñêèå ãðóïï ïîðîæäåííûå ñòåïå-

íÿìè âåðøèííûõ ýëåìåíòîâ [11] è âñå òàêèå ïîðîæäàþùèå ïîëíîñòüþ âû-

÷èñëÿþòñÿ èç ΦT.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ðåøåòêè Z-ìàêñèìàëüíûõ ïîääåðåâüåâ A, T è B

èçîìîðôíû. Ïóñòü òåïåðü ΦT âûïîëíÿåòñÿ â π1(B) íà ýëëèïòè÷åñêèõ ýëå-

ìåíòàõ (ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1 èç [8]) h−1
i bαi

i hi. Òàê êàê â ãðóïïå

π1(A) åñòü åùå ïîðîæäàþùèé âòîðîãî òèïà t è ýëëèïòè÷åñêèå ïîðîæäàþ-

ùèå a1 6= a2 òàêèå, ÷òî

(t−1a1t = a1) ∧ (t−1ak2t = ak2) ∧ ∧P
r=1(t

−ra2t
r 6= a2),

òî è â ãðóïïå π1(B) äîëæíû áûòü ýëåìåíòû ñ òàêèìè æå ñîîòíîøåíèÿ-

ìè (çäåñü P � äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî, íàïð., P ìîæíî âçÿòü ðàâíûì

ïðîèçâåäåíèþ âñåõ ìåòîê π1(B)). Îáîçíà÷èì òàêèå ýëåìåíòû â π1(B) ÷å-

ðåç s, h−1
1 bα1

1 h1, h
−1
2 bα2

2 h2. Òàê êàê s êîììóòèðóåò ñ (h−1
2 bα2

2 h2)
k è sr, r =

1, 2, . . . , P íå êîììóòèðóþò ñ h−1
2 bα2

2 h2, òî ýëåìåíò s íå ìîæåò áûòü ýë-

ëèïòè÷åñêèì, çíà÷èò îí ãèïåðáîëè÷åñêèé è h1sh
−1
1 ∈ Cπ1(B)(b

α1
1 ). Ïîýòîìó

α1 6= ±1, èíà÷å Cπ1(B)(b
α1
1 ) ∼= Z è s ñòàíîâèòñÿ ýëëèïòè÷åñêèì ýëåìåíòîì.

Ïîýòîìó ðåøåòêà Z-ìàêñèìàëüíûõ ïîääåðåâüåâ B ñîäåðæèò ðåøåòêó Z-

ìàêñèìàëüíûõ ïîääåðåâüåâ A â êà÷åñòâå ñîáñòâåííîé ïîäðåøåòêè, òàê êàê
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â ðåøåòêå Z-ìàêñèìàëüíûõ ïîääåðåâüåâ B åñòü åùå îäíî Z-ìàêñèìàëüíîå

ïîääåðåâî � âåðøèíà b1 ñ öåíòðîì 〈b1〉. Ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó

â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå.

Îñòàëñÿ ñëó÷àé îäíîé âåðøèíû. Åñëè ðåáðî òîæå îäíî, òî ãðóïïà G

àáåëåâà. Åñëè ðåáåð äâà è áîëüøå, òî ãðóïïà G ∼= Fn × Z, n ⩾ 2. Åñëè îíà

óíèâåðñàëüíî ýêâèâàëåíòíà π1(B), ãäå B � äåðåâî ñ ìåòêàìè, òî íàéäóòñÿ

÷èñëà m,n ∈ Z \ {0, 1,−1} òàêèå, ÷òî â ãðóïïå π1(B) (à çíà÷èò è â ãðóïïå

G) âûïîëíåíî ïðåäëîæåíèå

∃x, y(xm = yn) ∧ (xy 6= yx).

Â ãðóïïå Fn óðàâíåíèå xm = yn èìååò èçâåñòíîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé. Ýëå-

ìåíòû x è y äîëæíû áûòü ñòåïåíÿìè íåêîòîðîãî ýëåìåíòà z è, ñëåäîâàòåëü-

íî, íå ìîãóò íå êîììóòèðîâàòü. Ïðîòèâîðå÷èå. Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Ïîíÿòíî, ÷òî òåîðåìó íàäî äîêàçûâàòü

òîëüêî â îäíó ñòîðîíó.

Åñëè G è H ýëåìåíòàðíûå è íåàáåëåâû GBS ãðóïïû, òî îíè îáå èçî-

ìîðôíû ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïå áóòûëêè Êëåéíà. Â ýòîì ñëó÷àå òåîðåìà

âåðíà.

Åñëè G èçîìîðôíà ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïå áóòûëêè Êëåéíà, à H

íåýëåìåíòàðíà, òî ïî òåîðåìå 1 è ëåììå 5 î ðàñïðàâëåíèè ïåòåëü íàéäåòñÿ

äðåâåñíàÿ GBS ãðóïïà L òàêàÿ, ÷òî H âêëàäûâàåòñÿ â L è L âêëàäûâàåòñÿ

â H. Êðîìå òîãî, L óíèâåðñàëüíî ýêâèâàëåíòíà H, à çíà÷èò è G. Îäíàêî,

L è G ÿâëÿþòñÿ äðåâåñíûìè íåàáåëåâûìè ãðóïïàìè è ïî òåîðåìå 1.1 èç

[8] L âêëàäûâàåòñÿ â G è G âêëàäûâàåòñÿ â L.

Àíàëîãè÷íî òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ è â òîì ñëó÷àå, êîãäà îáå ãðóïïû

íåýëåìåíòàðíû. Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî çàìå÷àíèÿ 3. Óêàæåì øàãè àëãîðèòìà.

1. Äëÿ äàííîãî ãðàôà ñ ìåòêàìè A íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè

G = π1(A)
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ýëåìåíòàðíîé GBS ãðóïïîé. Åñëè ãðóïïà G ýëåìåíòàðíà, òî ëèáî îíà ñâî-

áîäíàÿ àáåëåâà ðàíãà 1 èëè 2 (â ýòîì ñëó÷àå îòâåò ¾äà¿ è ñîîòâåòñòâóþùèé

ãðàô ñ ìåòêàìè � òî÷êà), ëèáî G èçîìîðôíà ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïå

áóòûëêè Êëåéíà (â ýòîì ñëó÷àå îòâåò ¾äà¿ è ñîîòâåòñòâóþùèé ãðàô ñ

ìåòêàìè � ñåãìåíò ñ ìåòêàìè (2,2)). Åñëè ãðóïïà G íåýëåìåíòàðíà, òî

ïåðåõîäèì ê øàãó 2.

2. Åñëè ñóùåñòâóåò äðåâåñíàÿ GBS ãðóïïà H òàêàÿ, ÷òî G ≡∀ H, òî

∆(G) = ∆(H) = 1. Ïîýòîìó âû÷èñëÿåì ∆(G). Åñëè ∆(G) 6= {1}, òî îòâåò

¾íåò¿, èíà÷å ∆(G) = {1}.

3. Â ýòîì ñëó÷àå |R(G)| êîíå÷íî è R(G) ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî ïåðå-

÷èñëåíî. Ñîñòàâëÿåì R(G).

4. Â R(G) èùåì ãðàô ñ ìåòêàìè A1 ó êîòîðîãî âñå ðåáðà âíå ìàêñè-

ìàëüíîãî ïîääåðåâà ÿâëÿþòñÿ ïåòëÿìè. Åñëè òàêîãî íåò, òî îòâåò ¾íåò¿ ïî

òåîðåìå 1.

5. Åñëè òàêîé åñòü, òî ïðîâåðÿåì ìåòêè íà ýòèõ ïåòëÿõ. Åñëè âñòðå÷à-

þòñÿ (1, 1), (−1,−1) èëè (k, l), k 6= l, òî îòâåò ¾íåò¿ ïî òåîðåìå 1.

6. Òî ÷òî îñòàëîñü äîïóñêàåò ïî ëåììå 5 ðàñïðàâëåíèå âñåõ ïåòåëü.

Àëãîðèòì îòâå÷àåò ¾äà¿ è âûäàåò èñêîìîå äåðåâî ñ ìåòêàìè.

Çàìå÷àíèå 3 äîêàçàíî.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 4. Óêàæåì øàãè àëãîðèòìà.

1. Äëÿ A çàïóñêàåì àëãîðèòì èç çàìå÷àíèÿ 3. Åñëè îòâåò ¾íåò¿ òî è ýòîò

àëãîðèòì ãîâîðèò ¾íåò¿, åñëè îòâåò ¾äà¿, òî ïîëó÷àåì äåðåâî ñ ìåòêàìè

B.

2. Ïî àëãîðèòìó èç [8] ïðîâåðÿåì óíèâåðñàëüíóþ ýêâèâàëåíòíîñòü π1(C)

è π1(B).

Ñëåäñòâèå 4 äîêàçàíî.
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Â äàëüíåéøåì äëÿ êðàòêîñòè òåîðèåé âèäà (n,m) áóäåì íàçûâàòü ïîë-

íóþ ñ÷åòíóþ òåîðèþ, èìåþùóþ n ñ÷åòíûõ ìîäåëåé, íåêîòîðîå íåñóùå-

ñòâåííîå ðàñøèðåíèå êîòîðîé èìååò m ñ÷åòíûõ ìîäåëåé.

Âóäðîó [1] ïîñòðîèë òåîðèþ âèäà (4, ω), ãäå ω � ïåðâûé áåñêîíå÷íûé

êàðäèíàë.

Ïåðåòÿòüêèí [2] ïîñòðîèë òåîðèþ âèäà (3, ω) è ïîñòàâèë âîïðîñû î ñó-

ùåñòâîâàíèè òåîðèè âèäà (n,m), ãäå m < n < ω, è òåîðèè âèäà (ω, n), ãäå

n < ω. Â ðàáîòàõ Îìàðîâà [3] è Áàéæàíîâà è Óìáåòáàåâà [4] îòìå÷åíî, ÷òî

À.Ä.Òàéìàíîâ ïîñòàâèë âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè òåîðèè âèäà (2ω, n), ãäå

n ≤ ω.

Îìàðîâ [3] äàë ïîëîæèòåëüíûå îòâåòû íà âîïðîñû Ïåðåòÿòüêèíà. Â

÷àñòíîñòè, Îìàðîâ ïîñòðîèë òåîðèþ âèäà (n + 5, 5) äëÿ ëþáîãî n < ω.

Ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà âîïðîñ Òàéìàíîâà áûë ñôîðìóëèðîâàí â òåîðå-

ìå 3 â [3]. Îäíàêî äåòàëüíûé àíàëèç êîíñòðóêöèè èç [3], ïðîâåäåííûé â

[4], ïîêàçàë, ÷òî òåîðèÿ, ïîñòðîåííàÿ Îìàðîâûì â [3, òåîðåìà 3], èìååò ω

ñ÷åòíûõ ìîäåëåé. Ïîýòîìó, êàê îòìå÷åíî â [4], âîïðîñ Òàéìàíîâà îñòàåòñÿ

îòêðûòûì.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû äàåì óòâåðäèòåëüíûé îòâåò íà âîïðîñ Òàéìà-

íîâà. À èìåííî, ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ñóùåñòâóåò òåîðèÿ âèäà (2ω, ω) (§ 4)

è äëÿ ëþáîãî 0 < m < ω ñóùåñòâóåò òåîðèÿ âèäà (2ω,m + 2) (§ 7). Êðî-

ìå òîãî, äîïîëíÿÿ ðåçóëüòàò Îìàðîâà [3], ìû äîêàçûâàåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ

0 < n < ω è 0 < m < ω ñóùåñòâóþò òåîðèÿ âèäà (n+m+ 2,m+ 2) (§ 2) è

òåîðèÿ âèäà (ω,m+ 2) (§ 6).

Â § 1 ââîäÿòñÿ îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ. Îïåðàöèÿ ïðÿìîé ñóììû

è îïåðàöèÿ Eq-ñóììû äëÿ òåîðèé îïèñûâàþòñÿ â § 3 è 5 ñîîòâåòñòâåííî;

ýòè îïåðàöèè èñïîëüçóþòñÿ â § 4, 6�8. Â § 8 ìû äåëàåì çàêëþ÷èòåëüíûå

çàìå÷àíèÿ, ïîêàçûâàÿ, ÷òî ïîëíàÿ ñ÷åòíàÿ òåîðèÿ ìîæåò èìåòü ìíîãî ðàç-

ëè÷íûõ âèäîâ, ÷òî íå ñóùåñòâóåò òåîðèè âèäà (n,m), ãäå m ≤ 2 ≤ n è n �

êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé êàðäèíàë, à òàêæå íå ñóùåñòâóåò òåîðèè âèäà

(λ, µ), ãäå λ < µ è µ � íåñ÷åòíûé êàðäèíàë.
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1. ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÛÅ ÑÂÅÄÅÍÈß

Ââåäåì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ, îïðåäåëåíèÿ è ñîãëàøåíèÿ. Âñå íåîá-

õîäèìûå ñâåäåíèÿ ïî òåîðèè ìîäåëåé ìîæíî íàéòè â [5] è [6].

Ìîäåëè îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç M è N (âîçìîæíî, ñ èíäåêñàìè), à èõ

îñíîâíûå ìíîæåñòâà (óíèâåðñóìû) � ÷åðåç M è N ñîîòâåòñòâåííî. Èí-

òåðïðåòàöèþ ïðåäèêàòíîãî ñèìâîëà P â ìîäåëè M îáîçíà÷àåì èñïîëüçó-

åì PM èëè P (M ), íå äåëàÿ ðàçëè÷èÿ â îáîçíà÷åíèÿõ äëÿ êîíñòàíòíûõ

ñèìâîëîâ è èõ èíòåðïðåòàöèé. Åñëè T � òåîðèÿ â ÿçûêå L è L′ ⊆ L, òî

T ↾ L′ îáîçíà÷àåò îãðàíè÷åíèå òåîðèè T íà ÿçûê L′. Îáîçíà÷àåì ÷åðåç

N (X) ïîäìîäåëü ìîäåëè N , ïîðîæäåííóþ ìíîæåñòâîì X ⊆ N .

Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà X îáîçíà÷àåòñÿ |X|. Ìíîæåñòâî âñåõ ðàöèîíàëü-

íûõ ÷èñåë îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Q, à ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé f : X → Y �

÷åðåç XY .

Íàïîìíèì, ÷òî ñå÷åíèåì ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà (B,⩽)

íàçûâàåòñÿ ïàðà (C,D) íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà B òàêèõ, ÷òî

B = C ∪D è c < d äëÿ ëþáûõ c ∈ C è d ∈ D.

2. ÒÅÎÐÈß ÂÈÄÀ (n+m+ 2,m+ 2) ÄËß 0 < n < ω È

0 < m < ω

ÒÅÎÐÅÌÀ 2.1. Äëÿ ëþáûõ 0 < n < ω è 0 < m < ω ñóùåñòâóåò

ïîëíàÿ ñ÷åòíàÿ òåîðèÿ, èìåþùàÿ n +m + 2 ñ÷åòíûõ ìîäåëåé, íåêîòîðîå

íåñóùåñòâåííîå ðàñøèðåíèå êîòîðîé èìååò m+ 2 ñ÷åòíûõ ìîäåëåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì 0 < n < ω è 0 < m < ω è ðàññìîòðèì

òåîðèþ Tnm â ÿçûêå

Lnm = {⩽, A,Ri, Pk,u, cj : i < n, k < m, j < ω},

ãäå ⩽ � áèíàðíûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë, A, Ri è Pk � óíàðíûå ïðåäèêàò-

íûå ñèìâîëû, u � áèíàðíûé ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë, à cj � êîíñòàíòíûå

ñèìâîëû. Òåîðèÿ Tnm èìååò ñëåäóþùèå àêñèîìû (A1)�(A8):

(A1) Th(M ), ãäå M = (M,⩽M , AM ) � ïëîòíîå áèíàðíîå äåðåâî ñ ìíî-

æåñòâîì AM ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ. À èìåííî:
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M = [0,1]≥2 =
⋃
{[0,p]2 : p ∈ Q, 0 ≤ p ≤ 1},

[0, p] = {q ∈ Q : 0 ≤ q ≤ p},
[0,p]2 � ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé èç [0, p] â 2 = {0, 1},

AM = [0,1]2,

⩽M= {(a, b) : a, b ∈ [0,1]≥2, a ⊆ b}.

(A2) (∀x)(c0 ⩽ x) ∧ ci < ci+1, i < ω.

(A3) (∀x)[A(x) ↔
∨
i<n

Ri(x)].

(A4) (∀x)[Ri(x) → ¬Rj(x)], i < j < n.

(A5) (∀x)[¬A(x) → (∃y)(x < y ∧Ri(y))], i < n.

(A6) (∀x)(∀y)(∀z)[xu y = z ↔ (z ⩽ x∧ z ⩽ y ∧¬(∃t)(z < t ⩽ x∧ t ⩽ y))],

ò.å. x u y � íàèáîëüøàÿ íèæíÿÿ ãðàíü ýëåìåíòîâ x è y.

(A7) (∀x)[¬A(x) →
∨
i<m

Pi(x)].

(A8) (∀x)[Pi(x) → ¬Pj(x)], i < j < ω.

(A9) (∀x)(∀y)[(x < y∧¬A(x)∧¬A(y)) → (∃z)(x < z < y∧Pi(z))], i < m.

(A10) P0(ci), i < ω.

Ìîäåëü M èç (A1) î÷åâèäíûì îáðàçîì ðàñøèðÿåòñÿ äî ìîäåëè òåîðèè

Tnm. Ñëåäîâàòåëüíî, Tnm íåïðîòèâîðå÷èâà.

Ïóñòü Lnm,k = Lnm \ {cj : k ≤ j < ω}. Òåîðèÿ Tnm,k = Tnm ↾ Lnm,k

íåïðîòèâîðå÷èâà, ω-êàòåãîðè÷íà (÷åëíî÷íûé ìåòîä ïðèìåíèì äëÿ äîêà-

çàòåëüñòâà òîãî, ÷òî ëþáûå äâå ñ÷åòíûå ìîäåëè Tnm,k èçîìîðôíû) è íå

èìååò êîíå÷íûõ ìîäåëåé. Ñëåäîâàòåëüíî, Tnm,k ïîëíà. Ýòî âåðíî äëÿ ëþ-

áîãî k < ω, çíà÷èò òåîðèÿ Tnm ïîëíà.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ìîäåëè N òåîðèè Tnm,k, ëþáîé ω-

íàñûùåííîé ìîäåëè N ′ òåîðèè Tnm,k, ëþáîãî êîíå÷íîãî B ⊆ N è ëþáîãî

a ∈ N âñÿêèé èçîìîðôèçì èç N (B) â N ′ ïðîäîëæàåòñÿ äî èçîìîðôèçìà

èç N (B ∪ {a}) â N ′. Òîãäà ââèäó [5, § 39, ïðåäëîæåíèå 2] òåîðèÿ Tnm,k

äîïóñêàåò ýëèìèíàöèþ êâàíòîðîâ. Ýòî âåðíî äëÿ ëþáîãî k < ω, ïîýòîìó

òåîðèÿ Tnm äîïóñêàåò ýëèìèíàöèþ êâàíòîðîâ.

Äëÿ ìîäåëè N òåîðèè Tnm ïîëîæèì

∆(N ) = {a ∈ N : (∀i < ω)N ⊨ ci < a}.
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Çàìåòèì, ÷òî åñëè |∆(N )| > 1, òî ∆(N ) áåñêîíå÷íî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè

a, a′ ∈ ∆(N ) è a 6= a′, òî b = aua′ ∈ ∆(N ) è b < a (èëè b < a′). Òîãäà ââèäó

ïëîòíîñòè ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà < ñóùåñòâóþò áåñêîíå÷íî ìíîãî ýëåìåíòîâ

d òàêèõ, ÷òî b < d < a (èëè b < d < a′), è çíà÷èò d ∈ ∆(N ).

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ (B1)�(B3).

(B1) Ëþáàÿ ìîäåëü N òåîðèè Tnm óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó è òîëüêî îä-

íîìó óñëîâèþ èç ìíîæåñòâà {(1), (2), (3j), (4i) : j < m, i < n}, ãäå

(1) ∆(N ) = ∅;

(2) ∆(N ) áåñêîíå÷íî è íå èìååò íàèìåíüøåãî ýëåìåíòà;

(3j) ∆(N ) áåñêîíå÷íî è èìååò íàèìåíüøèé ýëåìåíò b ∈ PN
j ;

(4i) ∆(N ) = {a}, ãäå a ∈ RN
i .

(B2) Äëÿ ëþáîãî óñëîâèÿ èç {(1), (2), (3j), (4i) : j < m, i < n} ñóùå-

ñòâóåò ñ÷åòíàÿ ìîäåëü N òåîðèè Tnm, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ýòîìó óñëîâèþ.

(B3) Ëþáûå äâå ñ÷åòíûå ìîäåëè Tn, óäîâëåòâîðÿþùèå îäíîìó è òîìó

æå óñëîâèþ èç {(1), (2), (3j), (4i) : j < m, i < n}, èçîìîðôíû.

Óòâåðæäåíèå (B1) î÷åâèäíî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ (B2) âîçüìåì ñ÷åòíóþ ýëåìåíòàðíóþ

ïîäìîäåëü M ′ ìîäåëè M èç (A1) è ðàñøèðèì åå äî ìîäåëè N òåîðèè Tnm

ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàê èíòåðïðåòèðóåòñÿ ñèìâîë u, óæå áûëî ñêàçàíî.

Ñèìâîëû Ri, i < n, è Pj , j < m, èíòåðïðåòèðóþòñÿ òàê, ÷òîáû óäîâëå-

òâîðÿòü àêñèîìàì (A3)�(A5), (A7)�(A10). Êîíñòàíòû ck âûáèðàþòñÿ ïî

èíäóêöèè ïî k < ω ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â êà÷åñòâå c0 áåðåì íàèìåíüøèé

ýëåìåíò äåðåâà M ′.

×òîáû ïîëó÷èòü ìîäåëü ñ óñëîâèåì (1), â äåðåâå M ′ âûáèðàåì ìàêñè-

ìàëüíóþ öåïü B = {bk : k < ω} áåç íàèáîëüøåãî ýëåìåíòà (òàêàÿ öåïü

ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó M ′ ñ÷åòíà). Î÷åâèäíî, c0 ∈ B. Åñëè êîíñòàíòà ck

óæå âûáðàíà, òî â êà÷åñòâå ck+1 áåðåì ýëåìåíò b ∈ B òàêîé, ÷òî b > bk è

b > ck. Î÷åâèäíî, ýòî îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (1).

×òîáû ïîëó÷èòü ìîäåëü ñ óñëîâèåì (2), â äåðåâå M ′ âûáèðàåì ìàêñè-

ìàëüíóþ öåïü C. Î÷åâèäíî, c0 ∈ C. Ïîñêîëüêó C ñ÷åòíà è ïëîòíî óïîðÿ-

äî÷åíà, ñóùåñòâóåò ñå÷åíèå (D,E), â êîòîðîì D = {dj : j < ω} íå èìååò

íàèáîëüøåãî ýëåìåíòà, à E íå èìååò íàèìåíüøåãî ýëåìåíòà. Åñëè êîí-
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ñòàíòà ck óæå âûáðàíà, òî â êà÷åñòâå ck+1 áåðåì ýëåìåíò d ∈ D òàêîé, ÷òî

d > dk è d > ck.

×òîáû ïîëó÷èòü ìîäåëü ñ óñëîâèåì (3j), â äåðåâå M ′ âûáèðàåì ìàê-

ñèìàëüíóþ öåïü C, áåðåì ñå÷åíèå (D,E), â êîòîðîì D = {dk : k < ω} íå

èìååò íàèáîëüøåãî ýëåìåíòà, à E áåñêîíå÷íî è èìååò íàèáîëüøèé ýëåìåíò

b ∈ Pj , è âûáèðàåì ck+1 êàê â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå.

×òîáû ïîëó÷èòü ìîäåëü ñ óñëîâèåì (4i), â äåðåâå M ′ âûáèðàåì ìàêñè-

ìàëüíóþ öåïü C ñ íàèáîëüøèì ýëåìåíòîì a ∈ Ri, áåðåì ñå÷åíèå (D,E), â

êîòîðîì E = {a}, è âûáèðàåì ck+1 êàê â ïðåäûäóùèõ ñëó÷àÿõ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ (B3) èñïîëüçóåì ÷åëíî÷íûé ìåòîä

(çäåñü âàæíà ïëîòíîñòü ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ⩽).
Èç óòâåðæäåíèé (B1)�(B3) ñëåäóåò, ÷òî òåîðèÿ Tn èìååò n + m + 2

ñ÷åòíûõ ìîäåëè.

Âîçüìåì ìîäåëü N ⊨ Tnm, ñîäåðæàùóþ ýëåìåíò a∗ ∈ ∆(N ) ∩ AN ,

è ðàññìîòðèì íåñóùåñòâåííîå ðàñøèðåíèå T ∗
nm = Th(N , a∗) òåîðèè Tnm.

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ (C1)�(C3).

(C1) Ëþáàÿ ìîäåëü N ∗ òåîðèè T ∗
nm óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó è òîëüêî

îäíîìó èç óñëîâèé (1∗)�(3∗j ), j < m, ãäå

(1∗) ∆(N ∗) = {a∗};

(2∗) ∆(N ∗) áåñêîíå÷íî è íå èìååò íàèìåíüøåãî ýëåìåíòà;

(3∗j ) ∆(N ∗) áåñêîíå÷íî è èìååò íàèìåíüøèé ýëåìåíò b ∈ PN ∗
j .

(C2) Äëÿ ëþáîãî èç óñëîâèé (1∗)�(3∗j ), j < m, ñóùåñòâóåò ñ÷åòíàÿ ìî-

äåëü N ∗ òåîðèè T ∗
nm, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ýòîìó óñëîâèþ.

(C3) Ëþáûå äâå ñ÷åòíûå ìîäåëè T ∗
nm, óäîâëåòâîðÿþùèå îäíîìó (è òîìó

æå) èç óñëîâèé 1∗)�(3∗j ), j < m, èçîìîðôíû.

Óòâåðæäåíèå (C1) î÷åâèäíî, à (C2) è (C3) äîêàçûâàþòñÿ ïî÷òè òàê æå,

êàê (B2) è (B3).

Èç óòâåðæäåíèé (C1)�(C3) ñëåäóåò, ÷òî íåñóùåñòâåííîå ðàñøèðåíèå

T ∗
nm òåîðèè Tnm èìååò m+ 2 ñ÷åòíûõ ìîäåëè.

Òåîðåìà 2.1 äîêàçàíà.
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3. ÏÐßÌÛÅ ÑÓÌÌÛ ÒÅÎÐÈÉ

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ïðÿìîé ñóììû (ñóììû ïî ïðåäèêàòàì) èç [7,

§ 4].

Ïóñòü T i � ïîëíàÿ òåîðèÿ â ÿçûêå Li, i < α. Åñëè íåîáõîäèìî, ìåíÿåì

îáîçíà÷åíèÿ ñèìâîëîâ â ÿçûêàõ òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå Li∩Lj =

∅ äëÿ âñåõ i < j < α. Ïóñòü óíàðíûå ïðåäèêàòíûå ñèìâîëû Sj , j < α, íå

ïðèíàäëåæàò
⋃
i<α

Li, è ïóñòü M i � ìîäåëü òåîðèè T i, i < α, ãäåM i∩M j =

∅ äëÿ âñåõ i < j < α. Îïðåäåëèì ìîäåëü M â ÿçûêå

L =
⋃
i<α

Li ∪ {Sj : j < α}

ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëîæèì

M =
⋃
i<α

M i,

SM
i =M i äëÿ âñåõ i < α,

RM = RM i
äëÿ ëþáîãî ïðåäèêàòíîãî ñèìâîëà R ∈ Li, i < α.

(Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî L íå ñîäåðæèò ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ.)

Ìîäåëü M íàçûâàåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé (íàä {Sj : j < α}) ìîäåëåé M i,

i < α, è îáîçíà÷àåòñÿ
∑
i<α

M i. Ïðÿìàÿ ñóììà (ïî {Sj : j < α}) òåîðèé T i,

i < α, � ýòî òåîðèÿ ∑
i<α

T i = Th(M ),

ïðÿìûìè ñëàãàåìûìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ òåîðèè T i, i < α.

Ïîñêîëüêó T i, i < α, � ïîëíûå òåîðèè, èõ ïðÿìàÿ ñóììà íå çàâèñèò îò

âûáîðà ìîäåëåé M i, i < α.

Î÷åâèäíî, ÷òî M ⊨
∑
i<α

T i âëå÷åò M i ⊨ T i, i < α, ãäå M i = Mi ↾ Li è

Mi � ïîäìîäåëü M ñ óíèâåðñóìîì Mi = Si(M ).

Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ ìîäåëü N ⊨
∑
i<α

T i ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ äâóõ

÷àñòåé:

(i) Γ0(N ) =
∑
i<α

N i, ãäå N i ⊨ T i, i < α;

(ii) Γ1(N ) =
⋂
i<α

¬Si(N ).

Èç îïðåäåëåíèé âûòåêàåò
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ÏÐÅÄËÎÆÅÍÈÅ 3.1. (1) Åñëè α < ω, òî Γ1(N ) = ∅ äëÿ ëþáîé

ìîäåëè N ⊨
∑
i<α

T i.

(2) Åñëè α ≥ ω, òî äëÿ ëþáîãî n < ω ñóùåñòâóåò ìîäåëü N ⊨
∑
i<α

T i

òàêàÿ, ÷òî |Γ1(N )| = n.

(3) Äëÿ ëþáûõ Ni,N ′
i ⊨ T i, i < α, èìååì

∑
i<α

Ni
∼=

∑
i<α

N ′
i òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà Ni
∼= N ′

i äëÿ âñåõ i < α.

(4) Äëÿ ëþáûõ N ,N ′ ⊨
∑
i<α

T i èìååì N ∼= N ′ òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà Γ0(N ) ∼= Γ0(N ′) è |Γ1(N )| = |Γ1(N ′)|.

(5) Åñëè α = ω è òåîðèè T i, i < α, ñ÷åòíû è íå ω-êàòåãîðè÷íû, òî
∑
i<α

T i

èìååò 2ω ñ÷åòíûõ ìîäåëåé.

(6) Åñëè α = ω è òåîðèè T i, i < α, ñ÷åòíû è ω-êàòåãîðè÷íû, òî
∑
i<α

T i

èìååò ω ñ÷åòíûõ ìîäåëåé.

(7) Åñëè α < ω è òåîðèÿ T i èìååò λi ñ÷åòíûõ ìîäåëåé, i < α, òî
∑
i<α

T i

èìååò
∏
i<α

λi ñ÷åòíûõ ìîäåëåé.

4. ÒÅÎÐÈß ÂÈÄÀ (2ω, ω)

ÒÅÎÐÅÌÀ 4.1. Ñóùåñòâóåò ïîëíàÿ ñ÷åòíàÿ òåîðèÿ, èìåþùàÿ 2ω ñ÷åò-

íûõ ìîäåëåé, íåêîòîðîå íåñóùåñòâåííîå ðàñøèðåíèå êîòîðîé èìååò ω ñ÷åò-

íûõ ìîäåëåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü T � ïðÿìàÿ ñóììà òåîðèé T i, i < ω, íàä {Sj :

j < ω}, ãäå T i � òåîðèÿ âèäà (4,3) â ÿçûêå

Li = {⩽i, Ai, R0i, R1i, P0,ui, cji : j < ω},

ïîñòðîåííàÿ â òåîðåìå 2.1. Äîáàâèì ê ÿçûêó òåîðèè T áèíàðíûå ïðåäè-

êàòíûå ñèìâîëû Ui, 0 < i < ω. Ïóñòü

Tω = T ∪ {(Is)i : 0 < i < ω},

ãäå

(Is)i Ui � èçîìîðôèçì ïîäìîäåëè, ïîðîæäåííîé R10, íà ïîäìîäåëü,

ïîðîæäåííóþ R1i.
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Äëÿ ìîäåëè N òåîðèè Tω ïîëîæèì

∆i(N ) = {a ∈ N : (∀j < ω)N ⊨ cji < a}.

Äëÿ ëþáîãî J ⊆ ω ñóùåñòâóåò ñ÷åòíàÿ ìîäåëü NJ ⊨ Tω òàêàÿ, ÷òî

J = {i < ω : ∆i(NJ) = ∅},

ω \ J = {i < ω : ∆i(NJ) = {a}, NJ ⊨ R0i(a)}.

Åñëè J, J ′ ⊆ ω è J 6= J ′, òî NJ 6∼= NJ ′ . Ñëåäîâàòåëüíî, òåîðèÿ T èìååò 2ω

ñ÷åòíûõ ìîäåëåé.

Ïóñòü ìîäåëü N ⊨ Tω ñîäåðæèò ýëåìåíò a∗ ∈ ∆0(N )∩RN
10 . Äëÿ íåñó-

ùåñòâåííîãî ðàñøèðåíèÿ T ∗
ω = Th(N , a∗) òåîðèè Tω ñïðàâåäëèâû ñëåäó-

þùèå óòâåðæäåíèÿ (D1)�(D3):

(D1) Ëþáàÿ ìîäåëü N ∗ òåîðèè T ∗
ω óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó è òîëüêî îä-

íîìó óñëîâèþ èç ìíîæåñòâà {(i)n, (ii)n, (iii)n : n < ω}, ãäå

(i)n ∆0(N ∗) = {a∗}, |Γ1(N ∗)| = n;

(ii)n ∆0(N ∗) áåñêîíå÷íî, íå èìååò íàèìåíüøåãî ýëåìåíòà è |Γ1(N ∗)| =

n;

(iii)n ∆0(N ∗) áåñêîíå÷íî, èìååò íàèìåíüøèé ýëåìåíò è |Γ1(N ∗)| = n.

(D2) Äëÿ ëþáîãî óñëîâèÿ èç ìíîæåñòâà {(i)n, (ii)n, (iii)n : n < ω} ñóùå-

ñòâóåò ñ÷åòíàÿ ìîäåëü N ∗ òåîðèè T ∗
ω , óäîâëåòâîðÿþùàÿ ýòîìó óñëîâèþ.

(D3) Ëþáûå äâå ñ÷åòíûå ìîäåëè T ∗
ω , óäîâëåòâîðÿþùèå îäíîìó è òîìó

æå óñëîâèþ èç ìíîæåñòâà {(i)n, (ii)n, (iii)n : n < ω}, èçîìîðôíû.

Óòâåðæäåíèå (D1) î÷åâèäíî. Óòâåðæäåíèå (D2) äîêàçûâàåòñÿ òàê æå,

êàê (B2) â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.1.

Äîêàæåì (D3). Ïóñòü N ∗
0 è N ∗

1 � ñ÷åòíûå ìîäåëè òåîðèè T ∗
ω . Äëÿ

ëþáîãî j < ω ââèäó (Is)j , åñëè N ∗
0 è N ∗

1 óäîâëåòâîðÿþò îäíîìó è òîìó

æå óñëîâèþ èç ìíîæåñòâà {(i)n, (ii)n, (iii)n : n < ω}, òî N ∗
k óäîâëåòâîðÿåò

àíàëîãè÷íîìó óñëîâèþ, â êîòîðîì ∆0(N ∗
k ) çàìåíåíî íà ∆0(N ∗

k ), k < 2.

Èñïîëüçóÿ ÷åëíî÷íûé ìåòîä, ñòðîèì èçîìîðôèçì ìåæäó ïîäìîäåëÿìè ñ

óíèâåðñóìàìè S0(N ∗
0 ) è S0(N ∗

1 ), à çàòåì ïðîäîëæàåì åãî äî èçîìîðôèçìà
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ìåæäó ìîäåëÿìè N ∗
0 è N ∗

1 .

Èç óòâåðæäåíèé (D1)�(D3) ñëåäóåò, ÷òî íåñóùåñòâåííîå ðàñøèðåíèå T ∗
ω

òåîðèè Tω èìååò ω ñ÷åòíûõ ìîäåëåé. Òåîðåìà 4.1 äîêàçàíà.

5. Eq-ÑÓÌÌÛ ÒÅÎÐÈÉ

Â ýòîì ïàðàãðàôå äàäèì îïðåäåëåíèå Eq-ñóììû (ñóììû íàä êëàññàìè

ýêâèâàëåíòíîñòè).

Ïóñòü T i � ïîëíàÿ òåîðèÿ â ÿçûêå Li, i < α. Ïðåäïîëîæèì, E �

áèíàðíûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë, E /∈
⋃
i<α

Li. Ïóñòü M i ⊨ T i, i < α, ãäå

M i ∩M j = ∅ äëÿ ëþáûõ i < j < α. Åñëè íåêîòîðûå èç ÿçûêîâ Li ñîäåð-

æàò îäèíàêîâûå êîíñòàíòíûå ñèìâîëû, òî äëÿ êàæäîãî òàêîãî ñèìâîëà c

äîáàâëÿåì íîâûé óíàðíûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë Pc, ïîëàãàåì PM i

c = {c}

â êàæäîé ìîäåëè M i, ÿçûê êîòîðîé ñîäåðæèò c, è óäàëÿåì c èç ÿçûêà.

Îïðåäåëèì ìîäåëü M â ÿçûêå

L =
⋃
i<α

Li ∪ {E}

ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëîæèì

(i) M =
⋃
i<α

M i;

(ii) EM � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ñ êëàññàìè M i, i < α;

(iii) ïîäìîäåëü M ñ óíèâåðñóìîì M i èçîìîðôíà M i;

(iv) äëÿ ïðåäèêàòíîãî ñèìâîëà R ∈
⋃
i<α

Li, åñëè M ⊨ R(ā), òî ā �

êîðòåæ ýëåìåíòîâ èç M i äëÿ íåêîòîðîãî i < α.

(Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî L íå ñîäåðæèò ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ.)

Ìîäåëü M íàçûâàåòñÿ Eq-ñóììîé (íàä E) ìîäåëåé M i, i < α, è îáî-

çíà÷àåòñÿ Eq(M i, E, i < α), à òåîðèÿ

Eq(T i, E, i < α) = Th(M )

íàçûâàåòñÿ Eq-ñóììîé (íàä E) òåîðèé T i, i < α. Ìîäåëè M i, i < α, è

òåîðèè T i, i < α, íàçûâàþòñÿ Eq-ñëàãàåìûìè ñîîòâåòñòâóþùèõ Eq-ñóìì.
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Ïîñêîëüêó T i, i < α, � ïîëíûå òåîðèè, èõ Eq-ñóììà íå çàâèñèò îò

âûáîðà ìîäåëåé M i, i < α.

Â ñëó÷àå α = ω è T i = T äëÿ âñåõ i < α, ñîîòâåòñòâóþùàÿ Eq-ñóììà

îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Eq(T,E, ω).

Òåïåðü îïðåäåëèì óïîðÿäî÷åííóþ Eq-ñóììó Eq(T,E, ω,<E), äîáàâëÿÿ

ê ÿçûêó òåîðèè Eq(T,E, ω) áèíàðíûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë <E , à ê òåîðèè

Eq(T,E, ω) ñëåäóþùóþ àêñèîìó:

(Or) <E � ïëîòíûé ëèíåéíûé ïîðÿäîê áåç êîíöîâ íà ìíîæåñòâå E-

êëàññîâ; áîëåå ôîðìàëüíî, <E � ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê òàêîé, ÷òî

(i) (∀x)(∀y)[¬E(x, y) ↔ (x <E y ∨ y <E x)];

(ii) (∀x)(∃y)(∃z)[y <E x <E z];

(iii) (∀x)(∀y)[x <E y → (∃z)(x <E z <E y)].

Î÷åâèäíî, M ⊨ Eq(T,E, ω) èëè M ⊨ Eq(T,E, ω,<E) âëå÷åò ñîîò-

âåòñòâåííî M = Eq(M i, E, i < ω) èëè M = Eq(M i, E, i < ω,<E), ãäå

M i = Mi ↾ Li, Mi � ïîäìîäåëü M è Mi � íåêîòîðûé E-êëàññ.

ÏÐÅÄËÎÆÅÍÈÅ 5.1. Ïóñòü T � ïîëíàÿ ñ÷åòíàÿ íå ω-êàòåãîðè÷íàÿ

òåîðèÿ. Òîãäà

(1) åñëè T èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî ñ÷åòíûõ ìîäåëåé, òî Eq(T,E, ω) èìååò

ω ñ÷åòíûõ ìîäåëåé;

(2) åñëè T èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ñ÷åòíûõ ìîäåëåé, òî Eq(T,E, ω)

èìååò 2ω ñ÷åòíûõ ìîäåëåé;

(3) Eq(T,E, ω,<E) èìååò 2ω ñ÷åòíûõ ìîäåëåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {Mi : i < λ} � ìíîæåñòâî âñåõ ñ÷åòíûõ ïî-

ïàðíî íåèçîìîðôíûõ ìîäåëåé òåîðèè T . Ïîñêîëüêó T íå ω-êàòåãîðè÷íà,

λ ≥ 3. Äëÿ ñ÷åòíîé ìîäåëè M ⊨ Eq(T,E, ω) ïóñòü Γ(M ) = (mi : i < λ), ãäå

mi � ÷èñëî Eq-ñëàãàåìûõ â M , èçîìîðôíûõ Mi. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå

óòâåðæäåíèÿ.

(i) Äëÿ ëþáîãî (mi : i < λ) ∈ λ(ω ∪ {ω}), óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ∑
i<λ

mi = ω, ñóùåñòâóåò ñ÷åòíàÿ ìîäåëüM ⊨ Eq(T,E, ω) òàêàÿ, ÷òî Γ(M ) =

(mi : i < λ).

(ii) Γ(M ) ∈ λ(ω ∪ {ω}) äëÿ ëþáîé ñ÷åòíîé ìîäåëè M ⊨ Eq(T,E, ω).



Î ÷èñëå ñ÷åòíûõ ìîäåëåé ïîëíîé òåîðèè 401

(iii) Åñëè M è M ′ � ñ÷åòíûå ìîäåëè òåîðèè Eq(T,E, ω), òî

M ∼= M ′ ⇔ Γ(M ) = Γ(M ′).

Èç (i)�(iii) âûâîäèì (1) è (2).

Ïóñòü M0 è M1 � ñ÷åòíûå íåèçîìîðôíûå ìîäåëè òåîðèè T . Äëÿ ëþ-

áîãî f ∈ ω2 ïîñòðîèì ñ÷åòíóþ ìîäåëü Mf ⊨ Eq(T,E, ω,<E) ñëåäóþùèì

îáðàçîì. Âûáåðåì âîçðàñòàþùóþ (îòíîñèòåëüíî <E) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

E-êëàññîâ En, n < ω. Äëÿ ëþáîãî n < ω è ëþáîãî E-êëàññà E(0) ïîñòóïàåì

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(a) åñëè E2n ≤E E(0) ≤E E2n+1, òî Eq-ñëàãàåìîå ñ óíèâåðñóìîì E(0)

èçîìîðôíî Mf(n), à åñëè E
(0) <E E0, òî Eq-ñëàãàåìîå ñ óíèâåðñóìîì E(0)

èçîìîðôíî Mf(0);

(b) åñëè E2n+1 <E E(0) <E E2n+2, òî Eq-ñëàãàåìîå ñ óíèâåðñóìîì E(0)

èçîìîðôíî M0 èëè M1, è äëÿ ëþáûõ E-êëàññîâ E(1) è E(2), åñëè E2n+1 <E

E(1) <E E(2) <E E2n+2, òî ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñóùåñòâóþò E-êëàññû E(3)

è E(4) òàêèå, ÷òî E(1) <E E(i) <E E(2) äëÿ i ∈ {3, 4}, è Eq-ñëàãàåìîå

ñ óíèâåðñóìîì E(3) èçîìîðôíî M0, à Eq-ñëàãàåìîå ñ óíèâåðñóìîì E(4)

èçîìîðôíî M1.

Åñëè f, f ′ ∈ ω2 è f 6= f ′, òî Mf 6∼= Mf ′ . Îòñþäà ñëåäóåò (3). (Îòìå-

òèì, ÷òî (3) ìîæíî äîêàçàòü íåñêîëüêî ïðîùå, èñïîëüçóÿ òðè ìîäåëè T .

Îäíàêî èìåííî ïîñòðîåíèå, ïðåäñòàâëåííîå çäåñü, áóäåò èñïîëüçîâàíî ïðè

äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 7.1.) Ïðåäëîæåíèå 5.1 äîêàçàíî.

6. ÒÅÎÐÈß ÂÈÄÀ (ω,m+ 2) ÄËß 0 < m < ω

ÒÅÎÐÅÌÀ 6.1. Äëÿ ëþáîãî 0 < m < ω ñóùåñòâóåò ïîëíàÿ ñ÷åòíàÿ

òåîðèÿ, èìåþùàÿ ω ñ÷åòíûõ ìîäåëåé, íåêîòîðîå íåñóùåñòâåííîå ðàñøèðå-

íèå êîòîðîé èìååò m+ 2 ñ÷åòíûõ ìîäåëåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì 0 < m < ω. Ïóñòü

T = Eq(T2m, E, ω),

ãäå T2m � òåîðèÿ âèäà (2 +m+ 2,m+ 2) èç òåîðåìû 2.1. Ê ÿçûêó òåîðèè
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T äîáàâèì ÷åòûðåõìåñòíûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë U . Ïóñòü

Tωm = T ∪ {(Ωi) : i < 4},

ãäå

(Ω0) (∀x)(∀y)(∀z)(∀t)[U(x, y, z, t) → (E(x, z) ∧ E(y, t) ∧ ¬E(x, y))];

(Ω1) (∀x)(∀y)(∀z)(∀t)[(U(x, y, z, t) ∧ E(z, z′) ∧ E(t, t′)) → U(x, y, z′, t′)];

(Ω2) (∀z)(∀t)[¬E(z, t) → (∃x)(∃y)U(x, y, z, t)];

(Ω3) äëÿ ëþáûõ z, t òàêèõ, ÷òî ¬E(z, t), ìíîæåñòâî

Fzt = {(x, y) : U(x, y, z, t)}

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ïîäìîäåëè, ïîðîæäåííîé {x : R1(x)∧E(x, z)}, íà

ïîäìîäåëü, ïîðîæäåííóþ {y : R1(y) ∧ E(y, t)}.

Òåîðèÿ T2m èìååò íåèçîìîðôíûå ñ÷åòíûå ìîäåëè M0 è M1 òàêèå, ÷òî

(â îáîçíà÷åíèÿõ, ïðèíÿòûõ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.1)

∆(M0) = ∅, ∆(M1) = {a},

ãäå a ∈ RM1
0 . Ïîñêîëüêó íàøè ìîäåëè ñ÷åòíû è ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê ⩽

ïëîòåí, ÷åëíî÷íûì ìåòîäîì äîêàçûâàåì, ÷òî ïîäìîäåëü M0, ïîðîæäåííàÿ

ìíîæåñòâîì RM0
1 , èçîìîðôíà ïîäìîäåëè M1, ïîðîæäåííîé ìíîæåñòâîì

RM1
1 .

Òàêèì îáðàçîì, òåîðèÿ Tωm èìååò ñ÷åòíûå ìîäåëè, â êîòîðûõ êàæäîå

Eq-ñëàãàåìîå èçîìîðôíî M0 èëè M1, ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì ñëàãàåìûõ

êàæäîãî òèïà (ïðè óñëîâèè, ÷òî ÷èñëî âñåõ Eq-ñëàãàåìûõ ðàâíî ω).

Ðàññóæäàÿ êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ (1) ïðåäëîæåíèÿ 5.1,

ïîëó÷àåì, ÷òî Tωm èìååò ω ñ÷åòíûõ ìîäåëåé.

Âîçüìåì ìîäåëü N ⊨ Tωm, íåêîòîðîå Eq-ñëàãàåìîå êîòîðîé ñîäåð-

æèò ýëåìåíò a∗ ∈ ∆(M ) ∩ AM , è ðàññìîòðèì íåñóùåñòâåííîå ðàñøèðå-

íèå T ∗
ωm = Th(N , a∗) òåîðèè Tωm. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ

(E1)�(E3).

(E1) Ëþáàÿ ìîäåëü N ∗ ⊨ T ∗
ωm óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó è òîëüêî îäíîìó
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èç óñëîâèé (1∗)�(3∗j ), j < m, ãäå

(1∗) ∆(N ∗
0 ) = {a∗} äëÿ ëþáîãî Eq-ñëàãàåìîãî N ∗

0 ìîäåëè N ∗;

(2∗) äëÿ ëþáîãî Eq-ñëàãàåìîãî N ∗
0 ìîäåëè N ∗ ìíîæåñòâî ∆(N ∗

0 ) áåñ-

êîíå÷íî è íå èìååò íàèìåíüøåãî ýëåìåíòà;

(3∗j ) äëÿ ëþáîãî Eq-ñëàãàåìîãî N ∗
0 ìîäåëè N ∗ ìíîæåñòâî ∆(N ∗

0 ) áåñ-

êîíå÷íî è èìååò íàèìåíüøèé ýëåìåíò, ïðèíàäëåæàùèé P
N ∗

0
j ;

(E2) Äëÿ ëþáîãî èç óñëîâèé (1∗)�(3∗j ), j < m, ñóùåñòâóåò ñ÷åòíàÿ ìî-

äåëü N ∗ òåîðèè T ∗
ωm, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ýòîìó óñëîâèþ.

(E3) Ëþáûå äâå ñ÷åòíûå ìîäåëè T ∗
ωm, óäîâëåòâîðÿþùèå îäíîìó (è òîìó

æå) èç óñëîâèé (1∗)�(3∗j ), j < m, èçîìîðôíû.

(E1)�(E3) äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî ñîîòâåòñòâóþùèì óòâåðæäåíèÿì

â äîêàçàòåëüñòâàõ òåîðåì 2.1 è 4.1, ñ èñïîëüçîâàíèåì â äàííîì ñëó÷àå

àêñèîì (Ωi), i < 4.

Èç óòâåðæäåíèé (E1)�(E3) ñëåäóåò, ÷òî íåñóùåñòâåííîå ðàñøèðåíèå

T ∗
ωm òåîðèè Tωm èìååò m+2 ñ÷åòíûõ ìîäåëåé. Òåîðåìà 6.1 äîêàçàíà.

7. ÒÅÎÐÈß ÂÈÄÀ (2ω,m+ 2) ÄËß 0 < m < ω

ÒÅÎÐÅÌÀ 7.1. Äëÿ ëþáîãî 0 < m < ω ñóùåñòâóåò ïîëíàÿ ñ÷åòíàÿ

òåîðèÿ, èìåþùàÿ 2ω ñ÷åòíûõ ìîäåëåé, íåêîòîðîå íåñóùåñòâåííîå ðàñøè-

ðåíèå êîòîðîé èìååò m+ 2 ñ÷åòíûõ ìîäåëåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì 0 < m < ω. Ïóñòü

T = Eq(T2m, E, ω,<E),

ãäå T2m � òåîðèÿ âèäà (2 +m+ 2,m+ 2) èç òåîðåìû 2.1. Ê ÿçûêó òåîðèè

T äîáàâèì ÷åòûðåõìåñòíûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë U . Ïóñòü

T2ωm = T ∪ {(Ωi) : i < 4},

ãäå (Ωi), i < 4, � àêñèîìû èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 6.1.

Äàëåå äåéñòâóåì êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 6.1, ñ òåì ëèøü îò-

ëè÷èåì, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî òåîðèÿ T2ωm èìååò 2ω ñ÷åòíûõ
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ìîäåëåé, ðàññóæäàåì êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ (3) ïðåäëîæå-

íèÿ 5.1. Òåîðåìà 7.1 äîêàçàíà.

8. ÇÀÊËÞ×ÈÒÅËÜÍÛÅ ÇÀÌÅ×ÀÍÈß

ÏÐÅÄËÎÆÅÍÈÅ 8.1. Äëÿ ëþáîãî 0 < n < ω ñóùåñòâóåò ïîëíàÿ

ñ÷åòíàÿ òåîðèÿ T , êîòîðàÿ èìååò 2ω ñ÷åòíûõ ìîäåëåé è òàêîâà, ÷òî

(1) T èìååò íåñóùåñòâåííîå ðàñøèðåíèå, èìåþùåå ω ñ÷åòíûõ ìîäåëåé.

(2) äëÿ ëþáîãî m ≤ n T èìååò íåñóùåñòâåííîå ðàñøèðåíèå, èìåþùåå

3m+24n−m ñ÷åòíûõ ìîäåëåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü T � ïðÿìàÿ ñóììà òåîðèé Ti, i < n + 2, ãäå

Ti, i < n, � òåîðèè âèäà (4, 3), Tn � òåîðèÿ âèäà (2ω, 3), à Tn+1 � òåîðèÿ

âèäà (3, ω), ïîñòðîåííàÿ â [2]. Ïî ïðåäëîæåíèþ 3.1(7) T èìååò 2ω ñ÷åòíûõ

ìîäåëåé.

(1) Â Tn è â Tn+1 âûáèðàåì êîíñòàíòó, êîòîðàÿ äàåò äëÿ Tn è Tn+1 íåñó-

ùåñòâåííûå ðàñøèðåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî ñ òðåìÿ ñ÷åòíûìè ìîäåëÿìè è ñ ω

ñ÷åòíûìè ìîäåëÿìè. Ïî ïðåäëîæåíèþ 3.1(7) ïîëó÷åííîå íåñóùåñòâåííîå

ðàñøèðåíèå T èìååò ω ñ÷åòíûõ ìîäåëåé.

(2) Â m òåîðèÿõ Ti, i < m, è â òåîðèè Tn âûáèðàåì êîíñòàíòó òàê,

÷òîáû êàæäàÿ èç êîíñòàíò äàâàëà äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé òåîðèè íåñóùå-

ñòâåííîå ðàñøèðåíèå ñ òðåìÿ ñ÷åòíûìè ìîäåëÿìè. Ââèäó ïðåäëîæåíèÿ

3.1(7) ïîëó÷åííîå íåñóùåñòâåííîå ðàñøèðåíèå T èìååò 3m+24n−m ñ÷åòíûõ

ìîäåëåé.

Ïðåäëîæåíèå 8.1 äîêàçàíî.

ÏÐÅÄËÎÆÅÍÈÅ 8.2. Òåîðèÿ âèäà (n,m), ãäå m ≤ 2 ≤ n è n �

êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé êàðäèíàë, íå ñóùåñòâóåò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî íåñóùåñòâåííîå

ðàñøèðåíèå ïîëíîé ñ÷åòíîé íå ω-êàòåãîðè÷íîé òåîðèè òàêæå íå ω-êàòå-

ãîðè÷íî, è ÷òî íå ñóùåñòâóåò ïîëíîé ñ÷åòíîé òåîðèè, èìåþùåé ðîâíî äâå

ñ÷åòíûå ìîäåëè.

ÏÐÅÄËÎÆÅÍÈÅ 8.3. Íå ñóùåñòâóåò òåîðèè âèäà (λ, µ), ãäå λ < µ è

µ � íåñ÷åòíûé êàðäèíàë.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ÷òî òàêàÿ òåîðèÿ T ñóùå-

ñòâóåò. Ïóñòü T ∗ � åå íåñóùåñòâåííîå ðàñøèðåíèå, èìåþùåå µ ñ÷åòíûõ

ìîäåëåé. Êàæäàÿ ñ÷åòíàÿ ìîäåëü T ∗ èìååò âèä (M , ā), ãäå M � ñ÷åòíàÿ

ìîäåëü T è ā � êîíå÷íûé êîðòåæ ýëåìåíòîâ èç M . Ñ÷åòíàÿ ìîäåëü èìå-

åò ëèøü ñ÷åòíîå ÷èñëî êîíå÷íûõ êîðòåæåé ýëåìåíòîâ, òåîðèÿ T èìååò λ

ñ÷åòíûõ ìîäåëåé, è çíà÷èò òåîðèÿ T ∗ èìååò íå áîëåå λ · ω < µ ñ÷åòíûõ

ìîäåëåé, ïðîòèâîðå÷èå.
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Î ÍÎÂÎÌ ÂÀÐÈÀÍÒÅ
ÎÐÒÎÃÎÍÀËÜÍÎÑÒÈ 1-ÒÈÏÎÂ

Â ÑËÀÁÎ O-ÌÈÍÈÌÀËÜÍÛÕ ÒÅÎÐÈßÕ

Àííîòàöèÿ: Ââîäèòñÿ íîâûé âàðèàíò îðòîãîíàëüíîñòè íåàëãåáðàè÷åñêèõ 1-òèïîâ

â ñëàáî î-ìèíèìàëüíûõ òåîðèÿõ: ïî÷òè âïîëíå îðòîãîíàëüíîñòü. Óñòàíàâëèâàåò-

ñÿ, ÷òî îòíîøåíèå íå ïî÷òè âïîëíå îðòîãîíàëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýê-

âèâàëåíòíîñòè. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèé òîãî, ÷òî ñëàáî î-

ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ êîíå÷íîãî ðàíãà âûïóêëîñòè ñ 1 < I(T, ω) < 2ω èìååò â

òî÷íîñòè 3m6l ñ÷åòíûõ ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ ìîäåëåé äëÿ íåêîòîðûõ íåîòðè-

öàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë m, l < ω â òåðìèíàõ ââåäåííîãî âàðèàíòà îðòîãîíàëüíî-

ñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñëàáàÿ o-ìèíèìàëüíîñòü, îðòîãîíàëüíîñòü, ãèïîòåçà Âîîòà,

ñ÷åòíàÿ ìîäåëü, ðàíã âûïóêëîñòè.

1. ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÛÅ ÑÂÅÄÅÍÈß

Ïóñòü L � ñ÷åòíûé ÿçûê ïåðâîãî ïîðÿäêà. Íà ïðîòÿæåíèè âñåé ñòàòüè ìû

ðàññìàòðèâàåì L-ñòðóêòóðû è ïðåäïîëàãàåì, ÷òî L ñîäåðæèò áèíàðíûé

ñèìâîë îòíîøåíèÿ <, êîòîðûé èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ëèíåéíûé ïîðÿäîê

â ýòèõ ñòðóêòóðàõ. Îòêðûòûé èíòåðâàë â òàêîé ñòðóêòóðå M � ýòî ïà-

ðàìåòðè÷åñêè îïðåäåëèìîå ïîäìíîæåñòâî M âèäà I = {c ∈ M : M |= a <

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãðàíòà ÊÍ ÌÎÍ ÐÊ (� AP19674850) è ãîñóäàðñòâåííîãî
çàäàíèÿ Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè èì. Ñ. Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ (ïðîåêò FWNF-2022-0012).
1 Êàçàõñòàíñêî-Áðèòàíñêèé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò. Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè è ìàòåìà-
òè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, Àëìà-Àòà, Êàçàõñòàí; b.kulpeshov@kbtu.kz. 2 Èíñòèòóò ìà-
òåìàòèêè èì. Ñ. Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê, Ðîññèÿ; sudoplat@math.nsc.ru.



Îðòîãîíàëüíîñòü 1-òèïîâ â ñëàáî o-ìèíèìàëüíûõ òåîðèÿõ 407

c < b} äëÿ íåêîòîðûõ a, b ∈M ∪ {−∞,∞} òàêèõ, ÷òî a < b. Àíàëîãè÷íûì

îáðàçîì ìû ìîæåì îïðåäåëèòü çàìêíóòûå, ïîëóîòêðûòûå, ïîëóçàìêíó-

òûå è ò.ä. èíòåðâàëû â M . Ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà a ∈M òàêæå ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåíà êàê èíòåðâàë [a, a]. Òàêèì îáðàçîì, ïîä èíòåðâàëîì â M

ìû ïîíèìàåì ëþáîé èç âûøåóïîìÿíóòûõ èíòåðâàëîâ â M . Ïîäìíîæåñòâî

A ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîé ñòðóêòóðû M íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè èç

a < c < b äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A è ëþáîãî c ∈M ñëåäóåò c ∈ A.

Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ñâÿçàíà ñ ïîíÿòèåì ñëàáîé o-ìèíèìàëüíîñòè, âïåð-

âûå èçó÷åííûì Ìàêôåðñîíîì, Ìàðêåðîì è Ñòåéíõîðíîì â [1]. Ñëàáî o-

ìèíèìàëüíàÿ ñòðóêòóðà � ýòî ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííàÿ ñòðóêòóðà M =

〈M,=, <, . . .〉 òàêàÿ, ÷òî ëþáîå îïðåäåëèìîå (ñ ïàðàìåòðàìè) ïîäìíîæå-

ñòâî ñòðóêòóðû M ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà âûïóêëûõ

ìíîæåñòâ â M . Íàïîìíèì, ÷òî òàêàÿ ñòðóêòóðà M o-ìèíèìàëüíà, åñ-

ëè ëþáîå îïðåäåëèìîå (ñ ïàðàìåòðàìè) ïîäìíîæåñòâî M ÿâëÿåòñÿ îáú-

åäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà èíòåðâàëîâ è òî÷åê â M . Òåîðèÿ T íàçûâà-

åòñÿ o-ìèíèìàëüíîé (ñëàáî o-ìèíèìàëüíîé), åñëè êàæäàÿ ìîäåëü ýòîé

òåîðèè o-ìèíèìàëüíà (ñëàáî o-ìèíèìàëüíà). Òàêèì îáðàçîì, ñëàáàÿ o-

ìèíèìàëüíîñòü îáîáùàåò ïîíÿòèå o-ìèíèìàëüíîñòè. Âåùåñòâåííî çàìêíó-

òûå ïîëÿ ñ ñîáñòâåííûì âûïóêëûì êîëüöîì íîðìèðîâàíèÿ äàþò âàæíûé

ïðèìåð ñëàáî o-ìèíèìàëüíûõ (íå o-ìèíèìàëüíûõ) ñòðóêòóð.

Ïóñòü A è B � ïðîèçâîëüíûå ïîäìíîæåñòâà ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîé

ñòðóêòóðû M . Òîãäà âûðàæåíèå A < B îçíà÷àåò, ÷òî a < b âñÿêèé ðàç,

êîãäà a ∈ A è b ∈ B. Çàïèñüþ A < b (b < A ñîîòâåòñòâåííî) ìû îáîçíà-

÷àåì, ÷òî A < {b} ({b} < A). ×åðåç A+ (è A− ñîîòâåòñòâåííî) îáîçíà÷àåì

ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ b ∈M ñ óñëîâèåì A < b (b < A). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

òèïà p ÷åðåç p(M) îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî ðåàëèçàöèé òèïà p â M . Åñëè

B ⊆ M è E � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà B, òî B/E îáîçíà÷àåò ìíî-

æåñòâî ïðåäñòàâèòåëåé E-êëàññîâ, ëåæàùèõ â B. Åñëè f � ôóíêöèÿ íà

M , òî Dom(f) îáîçíà÷àåò îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ f , à Range(f) � åå îáëàñòü

çíà÷åíèé.

Â äàëüíåéøåì, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ìû ðàññìàòðèâàåì ïðî-

èçâîëüíóþ ïîëíóþ òåîðèþ T , ãäå M � äîñòàòî÷íî íàñûùåííàÿ ìîäåëü
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òåîðèè T .

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïóñòü T � ñëàáî o-ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ, M |= T ,

A ⊆ M , è p, q ∈ S1(A) � íåàëãåáðàè÷åñêèå òèïû. Ãîâîðÿò, ÷òî òèï p íå

ñëàáî îðòîãîíàëåí òèïó q (è ïèøóò p 6⊥w q), åñëè ñóùåñòâóþò LA-ôîðìóëà

H(x, y), α ∈ p(M) è β1, β2 ∈ q(M) òàêèå, ÷òî β1 ∈ H(M,α) è β2 6∈ H(M,α).

Äðóãèìè ñëîâàìè, òèï p ñëàáî îðòîãîíàëåí òèïó q (ïèøóò p ⊥w q), åñëè

p(x) ∪ q(y) èìååò åäèíñòâåííîå ïðîäîëæåíèå äî ïîëíîãî 2-òèïà íàä A.

ËÅÌÌÀ 1.2 [2, ñëåäñòâèå 34 (iii)]. Ïóñòü T � ñëàáî o-ìèíèìàëüíàÿ

òåîðèÿ, M |= T è A ⊆M . Òîãäà îòíîøåíèå íå ñëàáîé îðòîãîíàëüíîñòè 6⊥w

ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè íà S1(A).

Îïðåäåëåíèå 1.3 [3]. Ïóñòü T � ñëàáî o-ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ,M |= T ,

A ⊆M , è p, q ∈ S1(A) � íåàëãåáðàè÷åñêèå òèïû. Ãîâîðÿò, ÷òî òèï p âïîëíå

îðòîãîíàëåí òèïó q (p 6⊥q q), åñëè íå ñóùåñòâóåò A-îïðåäåëèìîé áèåêöèè

f : p(M) → q(M). Ãîâîðÿò, ÷òî ñëàáî o-ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ âïîëíå o-

ìèíèìàëüíà, åñëè ïîíÿòèÿ ñëàáîé îðòîãîíàëüíîñòè è âïîëíå îðòîãîíàëü-

íîñòè äëÿ 1-òèïîâ ñîâïàäàþò.

Î÷åâèäíî, ëþáàÿ o-ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ âïîëíå o-ìèíèìàëüíà.

Îïðåäåëåíèå 1.4 [4]. Ïóñòü T � ñëàáî o-ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ,M |= T

è A ⊆ M . Ðàíã âûïóêëîñòè ìíîæåñòâà A (RC(A)) çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

(1) RC(A) = −1, åñëè A = ∅,

(2) RC(A) = 0, åñëè A êîíå÷íî è íåïóñòî,

(3) RC(A) ≥ 1, åñëè A áåñêîíå÷íî,

(4) RC(A) ≥ α + 1, åñëè ñóùåñòâóþò ïàðàìåòðè÷åñêè îïðåäåëèìîå îò-

íîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè E(x, y) è bi ∈ A, i ∈ ω, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäó-

þùèì óñëîâèÿì:

äëÿ ëþáûõ i, j ∈ ω èìååì M |= ¬E(bi, bj) âñÿêèé ðàç, êîãäà i 6= j,

äëÿ êàæäîãî i ∈ ω RC(E(M, bi)) ≥ α è E(M, bi) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì

ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà A.

(5) RC(A) ≥ δ, åñëè RC(A) ≥ α äëÿ âñåõ α < δ (δ � ïðåäåëüíûé

îðäèíàë).
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Äëÿ îðäèíàëà α ïîëàãàåì RC(A) = α, åñëè RC(A) ≥ α è RC(A) 6≥ α+1.

Åñëè RC(A) = α äëÿ íåêîòîðîãî α, òî ãîâîðèì, ÷òî RC(A) îïðåäåëåí.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (ò.å. åñëè RC(A) ≥ α äëÿ âñåõ îðäèíàëîâ α) ïîëàãàåì

RC(A) = ∞.

Ðàíã âûïóêëîñòè ôîðìóëû ϕ(x, ā), ãäå ā ∈ M , îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðàíã

âûïóêëîñòè ìíîæåñòâà ϕ(M, ā), ò.å. RC(ϕ(x, ā)) := RC(ϕ(M, ā)). Ðàíã âû-

ïóêëîñòè 1-òèïà p îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðàíã âûïóêëîñòè ìíîæåñòâà p(M),

ò.å. RC(p) := RC(p(M)).

Ìàéåð [5] ïîäòâåðäèëà ãèïîòåçó Âîîòà äëÿ o-ìèíèìàëüíûõ òåîðèé. À

èìåííî:

ÒÅÎÐÅÌÀ 1.5 [5]. Ïóñòü T � o-ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ â ñ÷åòíîì ÿçû-

êå. Òîãäà ëèáî T èìååò 2ω ñ÷åòíûõ ìîäåëåé, ëèáî T èìååò 3m6l ñ÷åòíûõ

ìîäåëåé äëÿ íåêîòîðûõ íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë m, l < ω.

Ãèïîòåçà Âîîòà äëÿ âïîëíå o-ìèíèìàëüíûõ òåîðèé áûëà ïîäòâåðæäå-

íà â [6], ãäå, ñðåäè ïðî÷åãî, áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ñ÷åòíûé ñïåêòð òà-

êèõ òåîðèé ñîâïàäàåò ñî ñ÷åòíûì ñïåêòðîì o-ìèíèìàëüíûõ òåîðèé. Åñòå-

ñòâåííî çàäàòü ñëåäóþùèé âîïðîñ: äëÿ êàêèõ òåîðèé â êëàññå ñëàáî o-

ìèíèìàëüíûõ òåîðèé èõ ñ÷åòíûé ñïåêòð áóäåò ñîâïàäàòü ñî ñ÷åòíûì ñïåê-

òðîì o-ìèíèìàëüíûõ òåîðèé?

Â § 2 ìû ââîäèì äâà íîâûõ âàðèàíòà îðòîãîíàëüíîñòè äëÿ íåàëãåá-

ðàè÷åñêèõ 1-òèïîâ � êâàçè âïîëíå îðòîãîíàëüíîñòü è ïî÷òè âïîëíå îð-

òîãîíàëüíîñòü � è äîêàçûâàåì, ÷òî îòíîøåíèå íå ïî÷òè âïîëíå îðòî-

ãîíàëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè íà ñîîòâåòñòâóþùåì

ìíîæåñòâå òèïîâ. Â § 3 ìû ïðåäñòàâëÿåì êðèòåðèé òîãî, ÷òî ñëàáî o-

ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ êîíå÷íîãî ðàíãà âûïóêëîñòè ñ 1 < I(T, ω) < 2ω èìååò

3m6l ñ÷åòíûõ ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ ìîäåëåé äëÿ íåêîòîðûõ íåîòðèöà-

òåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë m, l < ω â òåðìèíàõ ïî÷òè âïîëíå o-ìèíèìàëüíîñòè.

2. ÂÀÐÈÀÍÒÛ ÎÐÒÎÃÎÍÀËÜÍÎÑÒÈ

Íàïîìíèì íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ, ïåðâîíà÷àëüíî ââåäåííûå â [1]. Ïóñòü

Y ⊂ Mn+1 � ∅-îïðåäåëèìîå ìíîæåñòâî, π : Mn+1 → Mn � ïðîåêöèÿ,
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îòáðàñûâàþùàÿ ïîñëåäíþþ êîîðäèíàòó, è Z := π(Y ). Äëÿ êàæäîãî ā ∈ Z

ïóñòü Yā := {y : (ā, y) ∈ Y }. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî ā ∈ Z ìíî-

æåñòâî Yā âûïóêëî è îãðàíè÷åíî ñâåðõó, íî íå èìååò âåðõíåé ãðàíè â M .

Ïóñòü ∼ � ∅-îïðåäåëèìîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà Mn, çàäàííîå

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ā ∼ b̄ äëÿ âñåõ ā, b̄ ∈Mn \ Z, ā 6∼ b̄ äëÿ ëþáûõ ā ∈ Z è b̄ ∈Mn \ Z,

è ā ∼ b̄⇔ supYā = supYb̄ åñëè ā, b̄ ∈ Z.

Ïîëîæèì Z := Z/ ∼, è äëÿ êàæäîãî êîðòåæà ā ∈ Z îáîçíà÷èì ÷åðåç [ā]

∼-êëàññ ā. Ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííûé ∅-îïðåäåëèìûé ëèíåéíûé ïîðÿäîê

íà M ∪ Z, çàäàííûé ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü ā ∈ Z è c ∈ M . Òîãäà

[ā] < c i� w < c äëÿ âñåõ w ∈ Yā. Ìû òàêæå çàäàåì, ÷òî c < [ā] i� ¬([ā] < c),

ò.å. ñóùåñòâóåò w ∈ Yā òàêîå, ÷òî c ≤ w. Åñëè ā, b̄ ∈ Z è ā 6∼ b̄, òî ñóùåñòâóåò

íåêîòîðîå x ∈M òàêîå, ÷òî [ā] < x < [b̄] èëè [b̄] < x < [ā], è, ñëåäîâàòåëüíî,

< èíäóöèðóåò ëèíåéíûé ïîðÿäîê íà M ∪ Z. Íàçîâåì òàêîå ìíîæåñòâî Z

ñîðòîì (â ýòîì ñëó÷àå ∅-îïðåäåëèìûì ñîðòîì) âM , ãäåM � äåäåêèíäîâî

ïîïîëíåíèå ñòðóêòóðû M , ðàññìàòðèâàÿ Z êàê åñòåñòâåííî âëîæåííîå â

M . Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü ñîðò â M , ðàññìàòðèâàÿ íèæíèå ãðàíè

âìåñòî âåðõíèõ.

Ïóñòü A,D ⊆ M , ìíîæåñòâî D áåñêîíå÷íî, Z ⊆ M � A-îïðåäåëèìûé

ñîðò, è f : D → Z � A-îïðåäåëèìàÿ ôóíêöèÿ. Ãîâîðÿò, ÷òî f ëîêàëüíî âîç-

ðàñòàåò (ëîêàëüíî óáûâàåò, ëîêàëüíî ïîñòîÿííà) íà D, åñëè äëÿ ëþáîãî

a ∈ D ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íûé îòêðûòûé èíòåðâàë J ⊆ D, ñîäåðæàùèé

{a}, òàêîé, ÷òî f ñòðîãî âîçðàñòàåò (ñòðîãî óáûâàåò, ïîñòîÿííà) íà J . Òàê-

æå ãîâîðÿò, ÷òî f ëîêàëüíî ìîíîòîííà íà D, åñëè îíà ëîêàëüíî âîçðàñòàåò

èëè ëîêàëüíî óáûâàåò íà D. Ïóñòü E � A-îïðåäåëèìîå îòíîøåíèå ýêâè-

âàëåíòíîñòè íà D. Ãîâîðÿò, ÷òî f ñòðîãî âîçðàñòàåò (óáûâàåò) íà D/E,

åñëè f(a) < f(b) (f(a) > f(b)) äëÿ ëþáûõ a, b ∈ D ñ a < b è ¬E(a, b).

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò î ïîâåäåíèè îïðåäåëèìîé ôóíê-

öèè íà ìíîæåñòâå ðåàëèçàöèé íåàëãåáðàè÷åñêîãî 1-òèïà.

ÒÅÎÐÅÌÀ 2.1 [7]. Ïóñòü T � ñëàáî o-ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ, M |= T ,
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A ⊆M , è p ∈ S1(A) � íåàëãåáðàè÷åñêèé òèï. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâó-

åò A-îïðåäåëèìàÿ ôóíêöèÿ f â A-îïðåäåëèìûé ñîðò òàêàÿ, ÷òî p(M) ⊆

Dom(f) è f íå ïîñòîÿííà íà p(M). Òîãäà ñóùåñòâóåò A-îïðåäåëèìîå îòíî-

øåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè E(x, y), ðàçáèâàþùåå p(M) íà áåñêîíå÷íî ìíîãî

âûïóêëûõ êëàññîâ, òàê ÷òî f ñòðîãî ìîíîòîííà íà p(M)/E.

Íàïîìíèì òàêæå ïîíÿòèå (p, q)-ñåêàòîðà, ââåäåííîå â [8]. Ïóñòü A ⊆M ,

p, q ∈ S1(A) � íåàëãåáðàè÷åñêèå òèïû è p 6⊥w q. Ãîâîðÿò, ÷òî LA-ôîðìóëà

ϕ(x, y) ÿâëÿåòñÿ (p, q)-ñåêàòîðîì, åñëè ñóùåñòâóåò a ∈ p(M) òàêîé, ÷òî

ϕ(a,M) ∩ q(M) 6= ∅, ¬ϕ(a,M) ∩ q(M) 6= ∅, ϕ(a,M) ∩ q(M) âûïóêëî è

[ϕ(a,M) ∩ q(M)]− = [q(M)]−. Åñëè ϕ1(x, y) è ϕ2(x, y) � (p, q)-ñåêàòîðû, òî

ãîâîðÿò, ÷òî ϕ1(x, y) íå áîëüøå, ÷åì ϕ2(x, y), ïðè óñëîâèè, ÷òî ñóùåñòâóåò

a ∈ p(M) òàêîé, ÷òî ϕ1(a,M) ∩ q(M) ⊆ ϕ2(a,M) ∩ q(M). Ãîâîðÿò, ÷òî

(p, q)-ñåêàòîðû ϕ1(x, y) è ϕ2(x, y) ýêâèâàëåíòíû (ϕ1(x, y) ∼ ϕ2(x, y)), åñëè

ϕ1(a,M) ∩ q(M) = ϕ2(a,M) ∩ q(M) äëÿ íåêîòîðîãî (ëþáîãî) a ∈ p(M).

Î÷åâèäíî, åñëè p, q ∈ S1(A) � íåàëãåáðàè÷åñêèå òèïû è p 6⊥w q, òî

ñóùåñòâóåò (p, q)-ñåêàòîð è ìíîæåñòâî âñåõ (p, q)-ñåêàòîðîâ ðàçáèâàåòñÿ íà

ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè îòíîñèòåëüíî

∼. ßñíî òàêæå, ÷òî äëÿ ëþáîãî (p, q)-ñåêàòîðà ϕ(x, y) ôóíêöèÿ f(x) :=

supϕ(x,M) íå ïîñòîÿííà íà p(M).

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ïóñòü T � o-ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ,M |= T , A ⊆M ,

è p, q ∈ S1(A) � íåàëãåáðàè÷åñêèå òèïû. Ãîâîðÿò, ÷òî òèï p íå ïî÷òè

âïîëíå îðòîãîíàëåí òèïó q (è ïèøóò p 6⊥aq q), åñëè ñóùåñòâóþò (p, q)-

ñåêàòîð U(x, y) è A-îïðåäåëèìîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè Eq(x, y), ðàç-

áèâàþùåå q(M) íà áåñêîíå÷íî ìíîãî âûïóêëûõ êëàññîâ, òàê ÷òî äëÿ ëþ-

áîãî a ∈ p(M) ñóùåñòâóåò b ∈ q(M) òàêîé, ÷òî supU(a,M) = supEq(b,M).

Ãîâîðÿò, ÷òî T ïî÷òè âïîëíå o-ìèíèìàëüíà, åñëè ïîíÿòèå ñëàáîé îðòî-

ãîíàëüíîñòè äëÿ 1-òèïîâ ñîâïàäàåò ñ ïîíÿòèåì ïî÷òè âïîëíå îðòîãîíàëü-

íîñòè.

Î÷åâèäíî, åñëè òèï p íå âïîëíå îðòîãîíàëåí òèïó q, ò.å. ñóùåñòâóåò A-

îïðåäåëèìàÿ áèåêöèÿ f : p(M) → q(M), òî p íå ïî÷òè âïîëíå îðòîãîíàëåí

q, ò.å. âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå:

Ôàêò 2.3. Ëþáàÿ âïîëíå o-ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè âïîëíå
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o-ìèíèìàëüíîé.

ËÅÌÌÀ 2.4. Ïóñòü T � ñëàáî o-ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ,M |= T , A ⊆M ,

p, q ∈ S1(A) � íåàëãåáðàè÷åñêèå òèïû, è p 6⊥w q. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùå-

ñòâóþò (p, q)-ñåêàòîð U(x, y) è A-îïðåäåëèìîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

Eq(x, y), ðàçáèâàþùåå q(M) íà áåñêîíå÷íî ìíîãî áåñêîíå÷íûõ âûïóêëûõ

êëàññîâ, òàê ÷òî äëÿ ëþáîãî a ∈ p(M) ñóùåñòâóþò b1, b2 ∈ q(M) òàêèå, ÷òî

M |= b1 < b2 ∧ Eq(b1, b2) ∧ U(a, b1) ∧ ¬U(a, b2).

Òîãäà òèï p íå ïî÷òè âïîëíå îðòîãîíàëåí òèïó q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:

U ′(x, y) := ∃t1∃t2[Eq(t1, t2) ∧ t1 < t2 ∧ U(x, t1) ∧ ¬U(x, t2) ∧ y ≤ t2].

Íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òî U ′(x, y) ÿâëÿåòñÿ (p, q)-ñåêàòîð, óäîâëåòâîðÿþ-

ùèé óñëîâèþ íå ïî÷òè âïîëíå îðòîãîíàëüíîñòè òèïà p òèïó q.

ËÅÌÌÀ 2.5. Ïóñòü T � ñëàáî o-ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ,M |= T , A ⊆M ,

p, q ∈ S1(A) � íåàëãåáðàè÷åñêèå òèïû, è p 6⊥w q. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

ýêâèâàëåíòíû:

(1) ñóùåñòâóþò (p, q)-ñåêàòîð U(x, y) è A-îïðåäåëèìîå îòíîøåíèå ýêâè-

âàëåíòíîñòè Eq(x, y), ðàçáèâàþùåå q(M) íà áåñêîíå÷íî ìíîãî âûïóêëûõ

êëàññîâ, òàê ÷òî äëÿ ëþáîãî a ∈ p(M) ñóùåñòâóåò b ∈ q(M) òàêîé, ÷òî

supU(a,M) = supEq(b,M);

(2) ñóùåñòâóþò (p, q)-ñåêàòîð U(x, y) è A-îïðåäåëèìîå îòíîøåíèå ýêâè-

âàëåíòíîñòè Eq(x, y), ðàçáèâàþùåå q(M) íà áåñêîíå÷íî ìíîãî âûïóêëûõ

êëàññîâ, òàê ÷òî äëÿ ëþáîãî a ∈ p(M) ñóùåñòâóåò b ∈ q(M) òàêîé, ÷òî

supU(a,M) = inf Eq(b,M).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (1), òî ðàññìîòðèì ñëå-

äóþùóþ ôîðìóëó:

U ′(x, y) := U(x, y)∧∃t[U(x, t)∧∀t′(t < t′∧¬Eq(t, t
′) → ¬U(x, t′))∧¬Eq(y, t)].

Íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òî U ′(x, y)� (p, q)-ñåêàòîð, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëî-
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âèþ (2).

Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (2), òî ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:

U ′(x, y) := ∃t[¬U(x, t) ∧ ∀t′(t′ < t ∧ ¬Eq(t
′, t) → U(x, t′)) ∧ y ≤ t].

Íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òî U ′(x, y) ÿâëÿåòñÿ (p, q)-ñåêàòîðîì, óäîâëåòâîðÿ-

þùèì óñëîâèþ (1).

Ïðèìåð 2.6 [1]. Ïóñòü M = 〈M ;<,P 1
1 , P

1
2 , f

1〉 � ëèíåéíî óïîðÿäî-

÷åííàÿ ñòðóêòóðà òàêàÿ, ÷òî M ÿâëÿåòñÿ íåïåðåñåêàþùèìñÿ îáúåäèíåíè-

åì èíòåðïðåòàöèé óíàðíûõ ïðåäèêàòîâ P1 è P2, ïðè÷åì P1(M) < P2(M).

Îòîæäåñòâèì èíòåðïðåòàöèþ P2 ñ ìíîæåñòâîì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q,

óïîðÿäî÷åííûì îáû÷íûì îáðàçîì, è îòîæäåñòâèì èíòåðïðåòàöèþ P1 ñ

Q × Q, óïîðÿäî÷åííûì ëåêñèêîãðàôè÷åñêè. Ñèìâîë f èíòåðïðåòèðóåòñÿ

÷àñòè÷íîé óíàðíîé ôóíêöèåé ñ Dom(f) = P1(M) è Range (f) = P2(M) è

çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì f((n,m)) = n äëÿ âñåõ (n,m) ∈ Q×Q.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî Th(M) äîïóñêàåò ýëèìèíàöèþ êâàíòîðîâ, îò-

êóäà íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òî Th(M) � ñ÷åòíî êàòåãîðè÷íàÿ ñëàáî o-

ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ. Th(M) èìååò ðîâíî äâà 1-òèïà íàä ∅: p1(x) :=

{P1(x)} è p2(x) := {P2(x)}. Áîëåå òîãî, f îòîáðàæàåò p1(M) íà p2(M),

íî f íå ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé. Ñëåäîâàòåëüíî, p1 6⊥w p2, íî p1 ⊥q p2, ò.å.

Th(M) íå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå o-ìèíèìàëüíîé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, RC(p2) = 1,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî åäèíñòâåííîå A-îïðåäåëèìîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíò-

íîñòè, ðàçáèâàþùåå p2(M) íà áåñêîíå÷íî ìíîãî âûïóêëûõ êëàññîâ, �

ýòî òðèâèàëüíîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè Ep2(x, y) := x = y. Ñëåäî-

âàòåëüíî, óñëîâèå íå ïî÷òè âïîëíå îðòîãîíàëüíîñòè äëÿ (p1, p2)-ñåêàòîðà

U(x, y) := y ≤ f(x) âûïîëíåíî. Òàêèì îáðàçîì, p1 6⊥aq p2. Çàìåòèì òàêæå,

÷òî äëÿ ëþáûõ A ⊆ M è q ∈ S1(A) ëèáî q ⊇ p1, ëèáî q ⊇ p2. Ñëåäîâà-

òåëüíî, äëÿ ëþáûõ q1, q2 ∈ S1(A) ñ q1 ⊇ p1 èìååì q1 6⊥w q2 ⇔ q2 ⊇ p2, f

îòîáðàæàåò q1(M ′) íà q2(M ′) äëÿ íåêîòîðîãî M ′ � M , è f íå ÿâëÿåòñÿ

áèåêöèåé. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáûõ q1, q2 ∈ S1(A) ëèáî q1 ⊥w q2, ëèáî

q1 6⊥aq q2. Òàêèì îáðàçîì, Th(M) ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè âïîëíå o-ìèíèìàëüíîé.

Ïîñëåäíèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåòA-îïðåäåëèìîå îòîá-
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ðàæåíèå p(M) íà q(M) äëÿ íåàëãåáðàè÷åñêèõ òèïîâ p, q ∈ S1(A), òî òèï p

íå ïî÷òè âïîëíå îðòîãîíàëåí òèïó q.

Ïðèìåð 2.7. Ïóñòü M = 〈M ;<,P 1
1 , P

1
2 , E

2, R2〉 � ëèíåéíî óïîðÿäî-

÷åííàÿ ñòðóêòóðà òàêàÿ, ÷òîM ÿâëÿåòñÿ íåïåðåñåêàþùèìñÿ îáúåäèíåíèåì

èíòåðïðåòàöèé ïðåäèêàòîâ P1 è P2, ïðè÷åì P1(M) < P2(M). Îòîæäåñòâèì

èíòåðïðåòàöèþ P2 ñ ìíîæåñòâîì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q, óïîðÿäî÷åííûì

îáû÷íûì îáðàçîì, è îòîæäåñòâèì èíòåðïðåòàöèþ P1 ñ Q×Q, óïîðÿäî÷åí-

íûì ëåêñèêîãðàôè÷åñêè. Áèíàðíûé ñèìâîë îòíîøåíèÿ E çàäàåòñÿ ñëåäó-

þùèì îáðàçîì: äëÿ ëþáûõ (a1, b1), (a2, b2) ∈ P1(M) E((a1, b1), (a2, b2)) ⇔

a1 = a2. Áèíàðíûé ñèìâîë îòíîøåíèÿ R èíòåðïðåòèðóåòñÿ òàê: äëÿ ëþáûõ

(a1, a2) ∈ P1(M) è b ∈ P2(M) R((a1, a2), b) ⇔ b < a1 +
√
2.

Íåòðóäíî òàêæå óñòàíîâèòü, ÷òî Th(M) ÿâëÿåòñÿ ñëàáî o-ìèíèìàëüíîé

òåîðèåé. Îòíîøåíèå E(x, y) ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè, ðàç-

áèâàþùèì P1(M) íà áåñêîíå÷íî ìíîãî áåñêîíå÷íûõ âûïóêëûõ êëàññîâ.

Ïóñòü p(x) := {P1}, q(x) := {P2}. Î÷åâèäíî, p, q ∈ S1(∅), p 6⊥w q, íî

p ⊥aq q, ò.å. Th(M) íå ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè âïîëíå o-ìèíèìàëüíîé.

ËÅÌÌÀ 2.8. Ïóñòü T � ñëàáî o-ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ,M |= T , A ⊆M ,

p, q ∈ S1(A) � íåàëãåáðàè÷åñêèå òèïû, è p 6⊥aq q. Åñëè RC(q) = 1, òî

ñóùåñòâóåò A-îïðåäåëèìîå îòîáðàæåíèå f : p(M) → q(M).

Äîêàçàòåëüñòâî. ÏîñêîëüêóRC(q) = 1, åäèíñòâåííûìA-îïðåäåëèìûì

îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè, ðàçáèâàþùèì q(M) íà áåñêîíå÷íî ìíîãî

âûïóêëûõ êëàññîâ, ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

Eq(x, y) := x = y.

Ââèäó óñëîâèÿ íå ïî÷òè âïîëíå îðòîãîíàëüíîñòè, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáî-

ãî ýëåìåíòà a ∈ p(M) ìíîæåñòâî U(a,M) èìååò ïðàâûé êîíåö, îòêóäà çà-

êëþ÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò A-îïðåäåëèìîå îòîáðàæåíèå p(M) íà q(M).

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 2.9. Ëþáàÿ ïî÷òè âïîëíå o-ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ ðàíãà

âûïóêëîñòè 1 ÿâëÿåòñÿ âïîëíå o-ìèíèìàëüíîé.

Îïðåäåëåíèå 2.10. Ïóñòü T � ñëàáî o-ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ, M |= T ,

A ⊆M , è p, q ∈ S1(A) � íåàëãåáðàè÷åñêèå òèïû. Ãîâîðÿò, ÷òî òèï p íå êâà-
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çè âïîëíå îðòîãîíàëåí òèïó q (p 6⊥qq q), åñëè ñóùåñòâóåò A-îïðåäåëèìàÿ

ôóíêöèÿ f , îòîáðàæàþùàÿ p(M) íà q(M) èëè q(M) íà p(M).

Ãîâîðÿò, ÷òî T êâàçè âïîëíå o-ìèíèìàëüíà, åñëè ïîíÿòèå ñëàáîé îðòî-

ãîíàëüíîñòè äëÿ 1-òèïîâ ñîâïàäàåò ñ ïîíÿòèåì êâàçè âïîëíå îðòîãîíàëü-

íîñòè.

Ôàêò 2.11.Ëþáàÿ âïîëíå o-ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ ÿâëÿåòñÿ êâàçè âïîëíå

o-ìèíèìàëüíîé.

Ïðèìåð 2.12. Ïóñòü M = 〈M ;<,P 1
1 , P

1
2 , P

1
3 , f

1, g1〉 � ëèíåéíî óïîðÿ-

äî÷åííàÿ ñòðóêòóðà òàêàÿ, ÷òî M ÿâëÿåòñÿ íåïåðåñåêàþùèìñÿ îáúåäèíå-

íèåì èíòåðïðåòàöèé óíàðíûõ ïðåäèêàòîâ P1, P2 è P3, ïðè÷åì P1(M) <

P2(M) < P3(M). Îòîæäåñòâèì èíòåðïðåòàöèþ P2 ñ ìíîæåñòâîì ðàöèî-

íàëüíûõ ÷èñåë Q, óïîðÿäî÷åííûì îáû÷íûì îáðàçîì, à èíòåðïðåòàöèè P1

è P3 ñ Q × Q, óïîðÿäî÷åííûì ëåêñèêîãðàôè÷åñêè. Ñèìâîëû f è g èí-

òåðïðåòèðóþòñÿ ÷àñòè÷íûìè óíàðíûìè ôóíêöèÿìè ñ Dom(f) = P1(M),

Range (f) = P2(M) è Dom(g) = P3(M), Range (g) = P2(M) è çàäàþòñÿ

ðàâåíñòâàìè f((n,m)) = n è g((n,m)) = n äëÿ âñåõ (n,m) ∈ Q×Q.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî Th(M) ÿâëÿåòñÿ ñëàáî o-ìèíèìàëüíîé òåîðèåé.

Ïóñòü p1(x) := {P1}, p2(x) := {P2} è p3(x) := {P3}. Î÷åâèäíî, p1, p2, p3 ∈

S1(∅), p1 6⊥qq p2, p2 6⊥qq p3, íî p1 ⊥qq p3, ò.å. Th(M) íå ÿâëÿåòñÿ êâàçè

âïîëíå o-ìèíèìàëüíîé.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:

U(x, y) := P1(x) ∧ P3(y) ∧ ∃z[P2(z) ∧ f(x) = z ∧ g(y) < z].

Íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òî U(x, y) ÿâëÿåòñÿ (p1, p3)-ñåêàòîðîì, ò.å. p1 6⊥aq

p3, ïîñêîëüêó U(x, y) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2) â ëåììå 2.5. Òàêèì îáðà-

çîì, Th(M) ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè âïîëíå o-ìèíèìàëüíîé.

Ïîñëåäíèé ïðèìåð ïðåäîñòàâëÿåò ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

ÏÐÅÄËÎÆÅÍÈÅ 2.13. Ïóñòü T � ñëàáî o-ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ,M |=

T è A ⊆ M . Òîãäà îòíîøåíèå íå êâàçè âïîëíå îðòîãîíàëüíîñòè ( 6⊥qq) íå

ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè íà S1(A).

ÏÐÅÄËÎÆÅÍÈÅ 2.14. Ïóñòü T � ñëàáî o-ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ,M |=
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T è A ⊆ M . Òîãäà îòíîøåíèå íå ïî÷òè âïîëíå îðòîãîíàëüíîñòè ( 6⊥aq)

ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè íà S1(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðåôëåêñèâíîñòü. Ïîêàæåì, ÷òî p 6⊥aq p âûïîëíÿåòñÿ

äëÿ ëþáîãî p ∈ S1(A). Äåéñòâèòåëüíî, òîæäåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ f(x) = x

ÿâëÿåòñÿ A-îïðåäåëèìîé ôóíêöèåé, îòîáðàæàþùåé p(M) íà ñåáÿ. Òîãäà

U(x, y) := y ≤ f(x) ÿâëÿåòñÿ (p, p)-ñåêàòîðîì, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ

íå ïî÷òè âïîëíå îðòîãîíàëüíîñòè.

Ñèììåòðè÷íîñòü. Ïóñòü p1 6⊥aq p2. Ïîêàæåì, ÷òî p2 6⊥aq p1. Ïóñòü

U(x, y) � (p1, p2)-ñåêàòîð è Ep2(x, y) � A-îïðåäåëèìîå îòíîøåíèå ýêâè-

âàëåíòíîñòè, ðàçáèâàþùåå p2(M) íà áåñêîíå÷íî ìíîãî âûïóêëûõ êëàñ-

ñîâ, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ íå ïî÷òè âïîëíå îðòîãîíàëüíîñòè òèïà p1

òèïó p2; ò.å. äëÿ ëþáîãî a ∈ p(M) ñóùåñòâóåò b ∈ p2(M) òàêîé, ÷òî

supU(a,M) = supEp2(b,M).

Ðàññìîòðèì f(x) := supU(x,M). Ïîñêîëüêó f íå ïîñòîÿííà íà p1(M),

îíà äîëæíà áûòü ëîêàëüíî ïîñòîÿííîé èëè ëîêàëüíî ìîíîòîííîé íà p1(M).

Åñëè f ñòðîãî âîçðàñòàåò íà p1(M), òî ðàññìîòðèì ôîðìóëó

D(x, y) := ∀u[U(u, x) → y < u].

Íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òîD(x, y) ÿâëÿåòñÿ (p2, p1)-ñåêàòîðîì è a� ïðàâûì

êîíöîì ìíîæåñòâà D(b,M), ò.å. a ∈ dcl(A∪{b}), ÷òî âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå

A-îïðåäåëèìîãî îòîáðàæåíèÿ p2(M) íà p1(M), ò.å. p2 6⊥aq p1.

Åñëè f ñòðîãî óáûâàåò íà p1(M), òî ðàññìîòðèì ôîðìóëó

D(x, y) := ∃u[U(u, x) ∧ y ≤ u].

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì óáåæäàåìñÿ, ÷òî D(x, y) ÿâëÿåòñÿ (p2, p1)-ðàñùåï-

ëÿþùåé ôîðìóëîé è a òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì êîíöîì ìíîæåñòâàD(b,M).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî f íå ñòðîãî ìîíîòîííà íà p1(M). Òîãäà, ââè-

äó òåîðåìû 2.1, ñóùåñòâóåò A-îïðåäåëèìîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

E∗(x, y), ðàçáèâàþùåå p1(M) íà áåñêîíå÷íî ìíîãî áåñêîíå÷íûõ âûïóêëûõ

êëàññîâ, òàê ÷òî f ñòðîãî ìîíîòîííà íà p1(M)/E∗.
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Åñëè f ñòðîãî âîçðàñòàåò íà p1(M)/E∗, òî ðàññìîòðèì ôîðìóëó

D(x, y) := ∀u[U(u, x) → y < u ∧ ¬E∗(y, u)].

Òîãäà D(x, y) ÿâëÿåòñÿ (p2, p1)-ñåêàòîðîì, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ (2)

â ëåììå 2.5.

Åñëè f ñòðîãî óáûâàåò íà p1(M)/E∗, òî ðàññìîòðèì ôîðìóëó

D(x, y) := ∃u[U(u, x) ∧ (E∗(y, u) ∨ y ≤ u)].

Òîãäà D(x, y) ÿâëÿåòñÿ (p2, p1)-ñåêàòîðîì, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ (1)

â ëåììå 2.5.

Òðàíçèòèâíîñòü. Ïóñòü p1 6⊥aq p2 è p2 6⊥aq p3. Ïîêàæåì, ÷òî p1 6⊥aq p3.

Ïîñêîëüêó p1 6⊥aq p2 è p2 6⊥aq p3, ñóùåñòâóþò (p1, p2)-ñåêàòîð U12(x, y),

(p2, p3)-ñåêàòîð U23(x, y) è A-îïðåäåëèìûå îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè

Ep2(x, y) è Ep3(x, y), ðàçáèâàþùèå p2(M) è p3(M) ñîîòâåòñòâåííî íà áåñ-

êîíå÷íî ìíîãî âûïóêëûõ êëàññîâ è óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòâåòñòâóþùèì

óñëîâèÿì íå ïî÷òè âïîëíå îðòîãîíàëüíîñòè.

Ñëó÷àé 1. Ep2(x, y) � òðèâèàëüíîå îòíîøåíèå.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî a ∈ p1(M) ìíîæåñòâî U12(a,M) èìååò ïðàâûé êîíåö,

ëåæàùèé â p2(M); ò.å. ñóùåñòâóåò A-îïðåäåëèìîå îòîáðàæåíèå p1(M) íà

p2(M). Ïóñòü f(x) := supU12(x,M). Òîãäà ôîðìóëà

U13(x, y) := ∃t[f(x) = t ∧ U23(t, y)]

ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, èñêîìûì (p1, p3)-ñåêàòîðîì.

Ñëó÷àé 2. Ep2(x, y) � íåòðèâèàëüíîå îòíîøåíèå.

Ïóñòü f23(x) := supU23(x,M). Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ôóíêöèè f23 íà

p2(M).

Ïîäñëó÷àé 2a. f23 ïîñòîÿííà íà êàæäîì Ep2-êëàññå è f23 ñòðîãî ìîíî-

òîííà íà p2(M)/Ep2 .
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Åñëè f23 ñòðîãî âîçðàñòàåò íà p2(M)/Ep2 , òî ðàññìîòðèì ôîðìóëó

U13(x, y) := ∃t[U12(x, t) ∧ U23(t, y)].

Åñëè f23 ñòðîãî óáûâàåò íà p2(M)/Ep2 , òî ðàññìîòðèì ôîðìóëó

U13(x, y) := ∃t[U12(x, t) ∧ ∃u(∀t′[t′ ≤ t→ U23(t
′, u)] ∧ [Ep3(y, u) ∨ y ≤ u])].

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ ôîðìóëà U13(x, y) ÿâëÿåòñÿ

èñêîìûì (p1, p3)-ñåêàòîðîì.

Ïîäñëó÷àé 2b. f23 íå ïîñòîÿííà íà êàæäîì Ep2-êëàññå, èëè f23 íå ñòðîãî

ìîíîòîííà íà p2(M)/Ep2 .

Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò A-îïðåäåëèìîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

E∗(x, y), ðàçáèâàþùåå p2(M) íà áåñêîíå÷íî ìíîãî áåñêîíå÷íûõ âûïóêëûõ

êëàññîâ, òàê ÷òî Ep2(b,M) ⊆ E∗(b,M) äëÿ ëþáîãî b ∈ p2(M) è f23 ñòðîãî

ìîíîòîííà íà p2(M)/E∗.

Ðàññìîòðèì ôîðìóëó

E′
p3(x, y)

:= ∃z1∃z2[E∗(z1, z2) ∧ U23(z1, x) ∧ U23(z2, y) ∧ (¬U23(z1, y) ∨ ¬U23(z2, x))].

Íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òî E′
p3(x, y) ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè,

ðàçáèâàþùèì p3(M) íà áåñêîíå÷íî ìíîãî áåñêîíå÷íûõ âûïóêëûõ êëàññîâ,

è Ep3(c,M) ⊆ E′
p3(c,M) äëÿ ëþáîãî c ∈ p3(M).

Åñëè f23 ñòðîãî âîçðàñòàåò íà p2(M)/E∗, òî ðàññìîòðèì ôîðìóëó

U13(x, y) := ∃t1∃t2[U12(x, t1) ∧ ∀t(t1 < t ∧ ¬Ep2(t1, t) → ¬U12(x, t))

∧E∗(t1, t2) ∧ ∃u(U23(t2, u) ∧ [E′
p3(y, u) ∨ y ≤ u])].

Åñëè f23 ñòðîãî óáûâàåò íà p2(M)/E∗, òî ðàññìîòðèì

U13(x, y) := ∃t1∃t2[U12(x, t1) ∧ ∀t(t1 < t ∧ ¬Ep2(t1, t) → ¬U12(x, t))

∧E∗(t1, t2) ∧ ∃u(∀t′[t′ ≤ t2 → U23(t
′, u)] ∧ [E′

p3(y, u) ∨ y ≤ u])].
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Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî â ëþáîì ñëó÷àå äàííàÿ ôîðìóëà U13(x, y) ÿâ-

ëÿåòñÿ èñêîìûì (p1, p3)-ñåêàòîðîì.

3. ×ÈÑËÎ Ñ×ÅÒÍÛÕ ÌÎÄÅËÅÉ

Îïðåäåëåíèå 3.1 [2]. Ïóñòü M � ñëàáî o-ìèíèìàëüíàÿ ñòðóêòóðà,

A ⊆ M , è p ∈ S1(A) � íåàëãåáðàè÷åñêèé òèï. Ãîâîðÿò, ÷òî p êâàçèðàöèî-

íàëüíûé ñïðàâà (ñëåâà), åñëè ñóùåñòâóåò âûïóêëàÿ LA-ôîðìóëà Up(x) ∈ p

òàêàÿ, ÷òî Up(N)+ = p(N)+ (Up(N)− = p(N)−) äëÿ ëþáîé äîñòàòî÷íî

íàñûùåííîé ìîäåëè N �M . Íåèçîëèðîâàííûé 1-òèï íàçûâàåòñÿ êâàçèðà-

öèîíàëüíûì, åñëè îí êâàçèðàöèîíàëåí ñïðàâà èëè êâàçèðàöèîíàëåí ñëåâà.

Íå êâàçèðàöèîíàëüíûé íåèçîëèðîâàííûé 1-òèï íàçûâàåòñÿ èððàöèîíàëü-

íûì.

Î÷åâèäíî, 1-òèï, ÿâëÿþùèéñÿ îäíîâðåìåííî êâàçèðàöèîíàëüíûì ñïðà-

âà è êâàçèðàöèîíàëüíûì ñëåâà, ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííûì.

ÏÐÅÄËÎÆÅÍÈÅ 3.2 [2]. Ïóñòü T � ñëàáî o-ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ,

M |= T , A ⊆M , p, q ∈ S1(A) � íåàëãåáðàè÷åñêèå òèïû è p 6⊥w q. Òîãäà

(1) p èððàöèîíàëåí ⇔ q èððàöèîíàëåí,

(2) p êâàçèðàöèîíàëåí ⇔ q êâàçèðàöèîíàëåí.

ÏÐÅÄËÎÆÅÍÈÅ 3.3 [9]. Ïóñòü T � ñëàáî o-ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ êî-

íå÷íîãî ðàíãà âûïóêëîñòè, èìåþùàÿ ìåíåå 2ω ñ÷åòíûõ ìîäåëåé, M |= T ,

è p ∈ S1(∅) � íåèçîëèðîâàííûé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî E(x, y) � íàèáîëüøåå

∅-îïðåäåëèìîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, ðàçáèâàþùåå p(M) íà áåñêî-

íå÷íî ìíîãî âûïóêëûõ êëàññîâ. Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäå-

íèÿ.

1. Åñëè p èððàöèîíàëåí, òî äëÿ êàæäîé èç øåñòè îïöèé íèæå ñóùåñòâó-

åò ñ÷åòíàÿ ìîäåëü M1 òåîðèè T , â êîòîðîé îíà â òî÷íîñòè ðåàëèçóåòñÿ:

1.1. p(M1) = ∅;

1.2. |p(M1)/E| = 1;

1.3. p(M1)/E ïîðÿäêîâî èçîìîðôíî (0, 1) ∩Q;

1.4. p(M1)/E ïîðÿäêîâî èçîìîðôíî [0, 1) ∩Q;

1.5. p(M1)/E ïîðÿäêîâî èçîìîðôíî (0, 1] ∩Q;
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1.6. p(M1)/E ïîðÿäêîâî èçîìîðôíî [0, 1] ∩Q.

2. Åñëè p êâàçèðàöèîíàëåí ñïðàâà (ñëåâà), òî äëÿ êàæäîé èç òðåõ îïöèé

íèæå ñóùåñòâóåò ñ÷åòíàÿ ìîäåëüM1 òåîðèè T , â êîòîðîé îíà ðåàëèçîâàíà

â òî÷íîñòè:

2.1. p(M1) = ∅;

2.2. p(M1)/E ïîðÿäêîâî èçîìîðôíî (0, 1) ∩Q;

2.3. p(M1)/E ïîðÿäêîâî èçîìîðôíî [0, 1) ∩Q ((0, 1] ∩Q).

ËÅÌÌÀ 3.4. Ïóñòü T � ñëàáî o-ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ êîíå÷íîãî ðàíãà

âûïóêëîñòè, M |= T , p1, p2 ∈ S1(∅) � íåàëãåáðàè÷åñêèå òèïû, E1(x, y) è

E2(x, y) � íàèáîëüøèå ∅-îïðåäåëèìûå îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè, ðàç-

áèâàþùèå p1(M) è p2(M) ñîîòâåòñòâåííî íà áåñêîíå÷íî ìíîãî âûïóêëûõ

êëàññîâ, è p1 6⊥aq p2. Òîãäà ñóùåñòâóåò (p1, p2)-ñåêàòîð U(x, y) òàêîé, ÷òî

äëÿ ëþáîãî a ∈ p1(M) ñóùåñòâóåò b ∈ p2(M) òàêîå, ÷òî supU(a′,M) =

supE2(b,M) äëÿ âñåõ a′ ∈ E1(a,M).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó òèïû p1 è p2 íå ïî÷òè âïîëíå îðòîãî-

íàëüíû, ñóùåñòâóþò (p1, p2)-ñåêàòîð U12(x, y) è ∅-îïðåäåëèìîå îòíîøåíèå

ýêâèâàëåíòíîñòè E′
2(x, y), ðàçáèâàþùåå p2(M) íà áåñêîíå÷íî ìíîãî âûïóê-

ëûõ êëàññîâ, òàê ÷òî äëÿ ëþáîãî a ∈ p1(M) ñóùåñòâóåò b ∈ p2(M) òàêîé,

÷òî supU12(a,M) = supE′
2(b,M).

Ïóñòü f(x) := supU12(x,M). ßñíî, ÷òî f íå ïîñòîÿííà íà p1(M). Ïî-

ñêîëüêó E1(x, y) � íàèáîëüøåå ∅-îïðåäåëèìîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíî-

ñòè, ðàçáèâàþùåå p1(M) íà áåñêîíå÷íî ìíîãî âûïóêëûõ êëàññîâ, f ñòðîãî

ìîíîòîííà íà p1(M)/E1.

Ñëó÷àé 1. f ïîñòîÿííà íà êàæäîì E1-êëàññå.

Òåïåðü óòâåðæäàåì, ÷òî E′
2(b,M) = E2(b,M) äëÿ ëþáîãî b ∈ p2(M). Â

ñàìîì äåëå, åñëè ýòî íå òàê, òî ðàññìîòðèì ôîðìóëó

E′
1(x, y) := ∃t1∃t2[E2(t1, t2)∧U12(x, t1)∧U12(y, t2)∧(¬U12(x, t2)∨¬U12(y, t1))].

Î÷åâèäíî, E′
1(x, y) ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè íà p1(M),

è E1(a,M) ⊂ E′
1(a,M) äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ p1(M), ò.å. ìû ïðèõîäèì ê

ïðîòèâîðå÷èþ.
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Â ýòîì ñëó÷àå U12(x, y) ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì (p1, p2)-ñåêàòîðîì.

Ñëó÷àé 2. f íå ïîñòîÿííà íà êàæäîì E1-êëàññå.

Òîãäà f ëèáî ëîêàëüíî ïîñòîÿííà, ëèáî ëîêàëüíî ìîíîòîííà íà êàæäîì

E1-êëàññå. Ðàññìîòðèì ôîðìóëó

E′′
2 (x, y) := ∃t1∃t2[E1(t1, t2)∧U12(t1, x)∧U12(t2, y)∧(¬U12(t2, x)∨¬U12(t1, y))].

Î÷åâèäíî, E′′
2 (x, y) ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè íà p2(M), è

E′
2(b,M) ⊂ E′′

2 (b,M) äëÿ ëþáîãî b ∈ p2(M). Ïîñêîëüêó E2(x, y) � íàèáîëü-

øåå, E′′
2 (b,M) ⊂ E2(b,M) äëÿ ëþáîãî b ∈ p2(M).

Åñëè f ñòðîãî âîçðàñòàåò íà p1(M)/E1, òî ðàññìîòðèì ôîðìóëó

U(x, y) := ∃x1[E1(x, x1) ∧ ∃u(U12(x1, u) ∧ [E2(u, y) ∨ y ≤ u])].

Åñëè f ñòðîãî óáûâàåò íà p1(M)/E1, òî ðàññìîòðèì

U(x, y) := ∃x1[E1(x, x1) ∧ ∃u(∀x′[x′ ≤ x1 → U12(x
′, u)] ∧ [E2(u, y) ∨ y ≤ u])].

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî â ëþáîì ñëó÷àå U(x, y) ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì

(p1, p2)-ñåêàòîðîì.

Ïðèìåð 3.5. Âåðíåìñÿ ê ïðèìåðó 2.7. Îáîãàòèì ñòðóêòóðó M :=

〈M ;<,P 1
1 , P

1
2 , E

2, R2〉 ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì êîíñòàíò, ïîëîæèâM ′ = 〈M ;<

,P 1
1 , P

1
2 , E

2, R2, ci〉i∈ω, ãäå êîíñòàíòû ci èíòåðïðåòèðóþò áåñêîíå÷íóþ ñòðî-

ãî âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íà P1(M) òàêóþ, ÷òî lim
ci→∞

= ∞P1(M)

è ¬E(ci, cj) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáûõ i 6= j.

Â äàííûé ìîìåíò ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà ôîðìóë:

p(x) := {ci < x | i ∈ ω} ∪ {P1(x)},

q(x) := {∀t[R(ci, t) → t < x | i ∈ ω} ∪ {P2(x)}.

Íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òî p è q ïðèíàäëåæàò S1(∅) è ÿâëÿþòñÿ êâàçè-

ðàöèîíàëüíûìè ñïðàâà, ïðè÷åì p 6⊥w q, íî p ⊥aq q. Ñëåäîâàòåëüíî, Th(M ′)

òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè âïîëíå o-ìèíèìàëüíîé.
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Ïóñòü f(x) := supR(x,M). ßñíî, ÷òî f ëîêàëüíî ïîñòîÿííà íà P1(M)

è f ñòðîãî âîçðàñòàåò íà P1(M)/E. Òàêæå èìååì RC(p) = 2 è RC(q) = 1.

Óòâåðæäàåì, ÷òî Th(M ′) èìååò ðîâíî ÷åòûðå ñ÷åòíûå ïîïàðíî íåèçî-

ìîðôíûå ìîäåëè, òàê ÷òî èìåþòñÿ ÷åòûðå ñëó÷àÿ: â ïåðâîì ñëó÷àå p è q íå

ðåàëèçóþòñÿ; âî âòîðîì ñëó÷àå p(M)/E è q(M) èìåþò ïîðÿäêîâûå òèïû

(0, 1)∩Q (íàñûùåííûé ñëó÷àé); â òðåòüåì ñëó÷àå p(M)/E èìååò ïîðÿäêî-

âûé òèï [0, 1) ∩ Q, à q(M) èìååò ïîðÿäêîâûé òèï (0, 1) ∩ Q; â ÷åòâåðòîì

ñëó÷àå p(M)/E èìååò ïîðÿäêîâûé òèï (0, 1)∩Q, à q(M) èìååò ïîðÿäêîâûé

òèï [0, 1) ∩Q.

ÒÅÎÐÅÌÀ 3.6. Ïóñòü T � ñëàáî o-ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ êîíå÷íîãî

ðàíãà âûïóêëîñòè, èìåþùàÿ ìåíåå 2ω ñ÷åòíûõ ìîäåëåé, è ïóñòü Γ1 =

{p1, p2, . . . , pm} è Γ2 = {q1, q2, . . . , ql} � ìàêñèìàëüíûå ïîïàðíî ñëàáî îðòî-

ãîíàëüíûå ñåìåéñòâà êâàçèðàöèîíàëüíûõ è èððàöèîíàëüíûõ 1-òèïîâ íàä

∅ ñîîòâåòñòâåííî äëÿ íåêîòîðûõ m, l < ω. Òîãäà T èìååò â òî÷íîñòè 3m6l

ñ÷åòíûõ ìîäåëåé ⇔ T ïî÷òè âïîëíå o-ìèíèìàëüíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

Γi
1 := {pis | pi 6⊥w pis, s ∈ ω},Γj

2 := {qjk | qj 6⊥w qjk, k ∈ ω}

äëÿ âñåõ 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ l, ïðè÷åì |Γi
1| = κi è |Γj

2| = λj . Îáîçíà÷èì

÷åðåç ni è tj ÷èñëà îïöèé äëÿ ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ ñ÷åòíûõ ìîäåëåé

T , îïðåäåëÿåìûõ ñåìåéñòâàìè òèïîâ Γi
1 è Γj

2 ñîîòâåòñòâåííî, ò.å. âêëàä

êàæäîãî èç ýòèõ ñåìåéñòâ â ñ÷åòíûé ñïåêòð òåîðèè T . Òîãäà T èìååò ðîâíî
m∏
i=1

ni ∗
l∏

j=1
tj ñ÷åòíûõ ìîäåëåé, ãäå

m∏
i=1

ni = n1 ∗ n2 ∗ . . . ∗ nm,
l∏

j=1

tj = t1 ∗ t2 ∗ . . . ∗ tl.

(⇐) Ïóñòü T � ïî÷òè âïîëíå o-ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ. Ìû äîêàæåì,

÷òî T èìååò â òî÷íîñòè 3m6l ñ÷åòíûõ ìîäåëåé. Ïóñòü M � ñ÷åòíàÿ íà-

ñûùåííàÿ ìîäåëü T . Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå 1 ≤ i ≤ m. Åñëè κi = 1, òî

èìååì ni = 3 ââèäó ïðåäëîæåíèÿ 3.3. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî κi > 1.
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Òîãäà ñóùåñòâóåò pis ∈ Γi
1 òàêîé, ÷òî pi 6⊥w pis. Â ñèëó ïî÷òè âïîëíå o-

ìèíèìàëüíîñòè T èìååì pi 6⊥aq pis. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò (pi, p
i
s)-

ñåêàòîð U(x, y) òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî a ∈ p1(M) è ëþáîãî a′ ∈ E1(a,M)

èìååì supU(a′,M) = supE2(b,M) äëÿ íåêîòîðîãî b ∈ pis(M), ãäå E1(x, y)

è E2(x, y) � íàèáîëüøèå ∅-îïðåäåëèìûå îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè, ðàç-

áèâàþùèå pi(M) è pis(M) ñîîòâåòñòâåííî íà áåñêîíå÷íî ìíîãî âûïóêëûõ

êëàññîâ; áîëåå òîãî, ôóíêöèÿ f(x) := supU(x,M) ñòðîãî ìîíîòîííà íà

pi(M)/E1.

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî pi êâàçèðàöèîíàëåí ñïðàâà (ñëå-

âà). Åñëè f ñòðîãî âîçðàñòàåò íà pi(M)/E1, òî pis òàêæå êâàçèðàöèîíàëåí

ñïðàâà (ñëåâà), è äëÿ ëþáîé ñ÷åòíîé ìîäåëèM1 |= T ìíîæåñòâà pi(M1)/E1

è pis(M1)/E2 èìåþò ðàâíûå ïîðÿäêîâûå òèïû. Åñëè f ñòðîãî óáûâàåò íà

pi(M)/E1, òî pis êâàçèðàöèîíàëåí ñëåâà (ñïðàâà), è äëÿ ëþáîé ñ÷åòíîé

ìîäåëè M1 |= T ìíîæåñòâà pi(M1)/E1 è pis(M1)/E2 èìåþò ðàâíûå ïî-

ðÿäêîâûå òèïû âñÿêèé ðàç, êîãäà pi(M1) = ∅ èëè pi(M1)/E1 ïîðÿäêîâî

èçîìîðôíî (0, 1) ∩Q. Òàêæå óòâåðæäàåì, ÷òî

pi(M1)/E1 ïîðÿäêîâî èçîìîðôíî [0, 1) ∩Q

⇔ pis(M1)/E2 ïîðÿäêîâî èçîìîðôíî (0, 1] ∩Q.

Òàêèì îáðàçîì, ni = 3 äëÿ ñëó÷àÿ κi > 1.

Äàëåå ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå 1 ≤ j ≤ l. Åñëè λj = 1, òî tj = 6

ââèäó ïðåäëîæåíèÿ 3.3. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî λj > 1. Ýòîò ñëó÷àé

ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ñ êâàçèðàöèîíàëüíûìè òèïàìè, è ìû

òàêæå ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî tj = 6.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì I(T, ω) = 3m6l.

(⇒) Ïóñòü T èìååò â òî÷íîñòè 3m6l ñ÷åòíûõ ìîäåëåé. Ïðåäïîëîæèì

ïðîòèâíîå, ÷òî T íå ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè âïîëíå o-ìèíèìàëüíîé. Òîãäà ñóùå-

ñòâóþò íåèçîëèðîâàííûå p′, p′′ ∈ S1(∅) òàêèå, ÷òî p′ 6⊥w p′′, íî p′ ⊥aq p′′.

Ñëó÷àé 1. p′ êâàçèðàöèîíàëåí.

Òîãäà p′′ òàêæå êâàçèðàöèîíàëåí. Ïîñêîëüêó p′ ⊥aq p′′, äëÿ ëþáûõ

(p′, p′′)-ñåêàòîðà U(x, y) è∅-îïðåäåëèìîãî îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòèE(x, y),
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ðàçáèâàþùåãî p′′(M) íà áåñêîíå÷íî ìíîãî âûïóêëûõ êëàññîâ, ñóùåñòâóåò

a ∈ p′(M) òàêîé, ÷òî supU(a,M) 6= supE(b,M) äëÿ ëþáîãî b ∈ p′′(M).

Ïóñòü E′(x, y) è E′′(x, y) � íàèáîëüøèå ∅-îïðåäåëèìûå îòíîøåíèÿ ýê-

âèâàëåíòíîñòè, ðàçáèâàþùèå p′(M) è p′′(M) ñîîòâåòñòâåííî íà áåñêîíå÷-

íî ìíîãî âûïóêëûõ êëàññîâ. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé (p′, p′′)-ñåêàòîð

U(x, y). Òîãäà ñóùåñòâóåò a ∈ p′(M) òàêîé, ÷òî supU(a,M) 6= supE′′(b,M)

äëÿ ëþáîãî b ∈ p′′(M). Ïóñòü f(x) := supU(x,M). Òîãäà f ñòðîãî ìîíî-

òîííà íà p′(M)/E′. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî f ñòðîãî

âîçðàñòàåò íà p′(M)/E′, è ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:

U0(x, y) := ∃x1[E′(x, x1) ∧ ∃u(U(x1, u) ∧ [E′′(u, y) ∨ y ≤ u])].

ßñíî, ÷òî U0(x, y) òàêæå ÿâëÿåòñÿ (p′, p′′)-ñåêàòîðîì, ïðè÷åì äëÿ ëþáûõ

a ∈ p′(M), a′ ∈ E′(a,M) è b ∈ p′′(M) èìååì supU0(a
′,M) 6= supE′′(b,M),

è f0(x) := supU0(x,M) òàêæå ñòðîãî âîçðàñòàåò íà p′(M)/E′.

Åñëè p′ êâàçèðàöèîíàëåí ñïðàâà, òî p′′ òàêæå êâàçèðàöèîíàëåí ñïðàâà,

ïîñêîëüêó f0 ñòðîãî âîçðàñòàåò íà p′(M)/E′. Ñëåäîâàòåëüíî, âîçìîæíû-

ìè ìíîæåñòâàìè ðåàëèçàöèé ýòèõ òèïîâ ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ïîðÿäêîâûå

òèïû: ∅, [0, 1) ∩Q, (0, 1) ∩Q.

Î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó p′ è p′′ íå ñëàáî îðòîãîíàëüíû, p′(M1) = ∅ ⇔

p′′(M1) = ∅ äëÿ ëþáîé ñ÷åòíîé ìîäåëè M1 |= T . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíî-

æåñòâî p′(M1)/E
′ ïîðÿäêîâî èçîìîðôíî [0, 1) ∩ Q äëÿ íåêîòîðîé ñ÷åò-

íîé ìîäåëè M1 |= T . Ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî p′′(M1)/E
′′ íå ìîæåò

áûòü ïîðÿäêîâî èçîìîðôíî [0, 1) ∩ Q. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ýòî íå òàê, òî

âîçüìåì a ∈ p′(M1), ëåæàùèé â êðàéíåì ëåâîì E′-êëàññå, è ðàññìîòðèì

U0(a,M1). ßñíî, ÷òî ñóùåñòâóåò b ∈ p′′(M1), ëåæàùèé â êðàéíåì ëåâîì

E′′-êëàññå, äëÿ êîòîðîãî M |= U0(a, b) âûïîëíÿåòñÿ. Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî

inf U0(M1, b) = inf E′(a,M1).

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:

U ′′(x, y) := ∃t[U0(t, x)∧∀t′(t′ < t∧¬E′(t′, t) → ¬U0(t
′, x))∧(E′(t, y)∨y ≤ t)].
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Òîãäà U ′′(x, y) ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, (p′′, p′)-ñåêàòîðîì è

supU ′′(b,M1) = supE′(a,M1),

ò.å. p′′ 6⊥aq p′, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñäåëàííîìó âûøå ïðåäïîëîæåíèþ. Òàêèì

îáðàçîì, åñëè p′(M1)/E
′ ïîðÿäêîâî èçîìîðôíî [0, 1) ∩ Q, òî p′′(M1)/E

′′

äîëæíî áûòü ïîðÿäêîâî èçîìîðôíî (0, 1) ∩ Q. Ââèäó ñèììåòðèè íå ïî-

÷òè âïîëíå îðòîãîíàëüíîñòè çàêëþ÷àåì, ÷òî åñëè p′′(M1)/E
′′ ïîðÿäêîâî

èçîìîðôíî [0, 1) ∩ Q, òî p′(M1)/E
′ äîëæíî áûòü ïîðÿäêîâî èçîìîðôíî

(0, 1) ∩ Q. Â ñëó÷àå ñ÷åòíîé íàñûùåííîé ìîäåëè M êàê p′(M)/E′, òàê è

p′′(M)/E′′ ïîðÿäêîâî èçîìîðôíû (0, 1)∩Q. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íåêîòîðîãî

1 ≤ i ≤ m ïîëó÷àåì ni ≥ 4, îòêóäà I(T, ω) 6= 3m6l. Ïðîòèâîðå÷èå. Òàêæå

åñëè èìååòñÿ n íå ñëàáî îðòîãîíàëüíûõ êâàçèðàöèîíàëüíûõ 1-òèïîâ íàä

∅, êîòîðûå ïîïàðíî ïî÷òè âïîëíå îðòîãîíàëüíû äëÿ íåêîòîðîãî n ≥ 2, òî

ìû âèäèì, ÷òî ni = n+ 2 (ñð. [10, Ïðèìåð 5.5]).

Ñëó÷àé 2. p′ èððàöèîíàëåí.

Òîãäà p′′ òàêæå èððàöèîíàëåí. Ýòîò ñëó÷àé ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷-

íî ñëó÷àþ 1, è ìû ïîëó÷àåì tj ≥ 12 äëÿ íåêîòîðîãî 1 ≤ j ≤ l. Ïðîòè-

âîðå÷èå. Òàêæå åñëè èìååòñÿ n íå ñëàáî îðòîãîíàëüíûõ èððàöèîíàëüíûõ

1-òèïîâ íàä ∅, êîòîðûå ïîïàðíî ïî÷òè âïîëíå îðòîãîíàëüíû äëÿ íåêîòî-

ðîãî n ≥ 2, òî ìû âèäèì, ÷òî tj = 4n + 2 + 2C2
n, ãäå C

2
n � áèíîìèàëüíûé

êîýôôèöèåíò (ñð. [10, Ïðèìåð 5.7]).

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 3.7. Ïóñòü T � ñëàáî o-ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ êîíå÷íî-

ãî ðàíãà âûïóêëîñòè, èìåþùàÿ ìåíåå 2ω ñ÷åòíûõ ìîäåëåé, è ïóñòü Γ1 =

{p1, p2, . . . , pm} è Γ2 = {q1, q2, . . . , ql} � ìàêñèìàëüíûå ïîïàðíî ñëàáî îðòî-

ãîíàëüíûå ñåìåéñòâà êâàçèðàöèîíàëüíûõ è èððàöèîíàëüíûõ 1-òèïîâ íàä

∅ ñîîòâåòñòâåííî äëÿ íåêîòîðûõm, l < ω. Òîãäà I(T, ω) = ω ⇔ ñóùåñòâóåò

p ∈ Γ1 ∪ Γ2, êîòîðûé íå ñëàáî îðòîãîíàëåí ñ÷åòíîìó ÷èñëó ïîïàðíî ïî÷òè

âïîëíå îðòîãîíàëüíûõ íåàëãåáðàè÷åñêèõ òèïîâ íàä ∅.
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ÃÈÏÎÒÅÇÀ ÃÅËÜÔÀÍÄÀ � ÊÈÐÈËËÎÂÀ
ÊÀÊ ÔÎÐÌÓËÀ ÏÅÐÂÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ

Àííîòàöèÿ: Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ äàííîé (ïðèâåäåííîé) ñèñòåìû êîðíåé Σ (ñì.

[20, 11.1]) è ëþáîãî àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîãî ïîëÿ k õàðàêòåðèñòèêè íóëü ñïðà-

âåäëèâîñòü ãèïîòåçû Ãåëüôàíäà � Êèðèëëîâà äëÿ êîíå÷íîìåðíîé àëãåáðû Ëè

gk,Σ � åäèíñòâåííîé ïîëóïðîñòîé àëãåáðû Ëè íàä k ñ ñèñòåìîé êîðíåé Σ � ýê-

âèâàëåíòíà äîêàçóåìîñòè îïðåäåëåííîãî ïðåäëîæåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà íà ÿçûêå

êîëåö L (0, 1,+, ∗,−) â òåîðèè ACF0 àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûõ ïîëåé õàðàêòåðè-

ñòèêè íóëü.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå, ãèïîòåçà Ãåëüôàíäà � Êèðèë-

ëîâà, êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà Ëè.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Õîðîøî èçâåñòíû ñâÿçè ìåæäó àëãåáðîé è ëîãèêîé [1, 2].

Â ïðèëîæåíèÿõ ê àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè ïðèìåíåíèå ëîãè÷åñêèõ

ìåòîäîâ íà÷àëîñü ñ ðàáîòû À.Òàðñêîãî îá èññëåäîâàíèè ðàçðåøèìîñòè

â òåîðèè àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûõ ïîëåé ïðè ïîìîùè ýëèìèíàöèè êâàí-

òîðîâ è äîñòèãëî çíà÷èòåëüíûõ óñïåõîâ â ïîñëåäóþùèå ãîäû ïðè ïîìîùè

áîëåå òîíêèõ ìåòîäîâ òåîðèè ìîäåëåé òàêèõ êàê ðàáîòà Àêñà, Êî÷åíà è

Åðøîâà î ãèïîòåçå Àðòèíà èëè çíàìåíèòîå äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû Ìîð-

äåëëà � Ëåíãà Ãðóøîâñêèì (ñì. [3]�[6]).

∗Ðàáîòà ïîääåðæàíà FAPESP, ãðàíò � 2018/18146-5. 1 Instituto de Matematica e
Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, Brasil; hugomar@ime.usp.br. 2 Centro de
Matematica, Computacao e Cognicao, Universidade Federal do ABC Santo Andre, Brasil;
jfschwarz.0791@gmail.com.
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Çàôèêñèðóåì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ è äîïóùåíèÿ. Âñå êîëüöà è ïîëÿ

áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê àëãåáðû íàä íåêîòîðûì îñíîâíûì ïîëåì k.

Îäíîé èç îñíîâíûõ ïðîáëåì â àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè ÿâëÿåòñÿ çàäà-

÷à áèðàöèîíàëüíîé êëàññèôèêàöèè ìíîãîîáðàçèé [7]. Â ñëó÷àå, êîãäà ïîëå

k àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî è ìû ðàáîòàåì â êàòåãîðèè àôôèííûõ íåïðèâî-

äèìûõ ìíîãîîáðàçèé, çàäà÷à îòíîñèòåëüíî ïðîñòà: åñëè äàíû äâå êîíå÷íî

ïîðîæäåííûå îáëàñòè A, B è ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîãîîáðàçèÿ X = SpecA,

Y = SpecB, òî îíè áèðàöèîíàëüíî ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà FracA = FracB. Â îáùåì ñëó÷àå äâà ìíîãîîáðàçèÿ áèðàöèîíàëüíî

ýêâèâàëåíòíû, åñëè èõ ïîëÿ ôóíêöèé èçîìîðôíû [7]. Àêòóàëüíîå ââåäåíèå

â ýòó òåìó ìîæíî íàéòè â [8].

Èññëåäîâàíèå áèðàöèîíàëüíîé ãåîìåòðèè íåêîììóòàòèâíûõ îáúåêòîâ

íà÷àëîñü â 1966 ã. Â ñâîåì äîêëàäå íà Ìåæäóíàðîäíîì êîíãðåññå ìàòåìà-

òèêîâ â Ìîñêâå â 1966 ã. À. À. Êèðèëëîâ ïðåäëîæèë êëàññèôèöèðîâàòü

ñ òî÷íîñòüþ äî áèðàöèîíàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè îáåðòûâàþùèå àëãåáðû

U(g) êîíå÷íîìåðíûõ àëãåáð Ëè g äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà k � àëãåáðàè÷åñêè

çàìêíóòîå ïîëå íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íóæíî íàéòè

êàíîíè÷åñêèå êîëüöà ñ äåëåíèåì òàêèå, ÷òî êàæäîå òåëî âèäà FracU(g)

èçîìîðôíî îäíîìó èç íèõ. Íàïîìíèì, ÷òî íå ëþáóþ íåêîììóòàòèâíóþ

îáëàñòü ìîæíî âëîæèòü â òåëî (ýòî áûëî ïîêàçàíî À.È.Ìàëüöåâûì), íî

îáåðòûâàþùèå àëãåáðû ÿâëÿþòñÿ îáëàñòÿìè Îðå, ïîýòîìó äëÿ íèõ òåëî

÷àñòíûõ ìîæåò áûòü îòíîñèòåëüíî ëåãêî ïîñòðîåíî, ñì. [9, ãë. 4].

Ýòà èäåÿ ïîëíîñòüþ âûçðåëà â íîâàòîðñêîé ðàáîòå [10] (â òîé æå ðàáî-

òå áûëî ââåäåíî íûíå øèðîêî èñïîëüçóþùååñÿ ïîíÿòèå ðàçìåðíîñòè Ãåëü-

ôàíäà � Êèðèëëîâà, ñì. [11, ãë. 8], à òàêæå òàêîé âàæíûé èíâàðèàíò, êàê

ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè Ãåëüôàíäà � Êèðèëëîâà), ãäå áûëà ñôîðìóëè-

ðîâàíà ãèïîòåçà, èçâåñòíàÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ êàê ãèïîòåçà Ãåëüôàíäà �-

Êèðèëëîâà. Ïðåæäå ÷åì ïðèâåñòè åå ôîðìóëèðîâêó, íàïîìíèì íåêîòîðûå

îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1. Àëãåáðîé Âåéëÿ ðàíãà n íàçûâàåòñÿ àëãåáðà An(k),

ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòàìè x1, . . . , xn è y1, . . . , yn ñ îïðåäåëÿþùèìè ñîîò-

íîøåíèÿìè [xi, xj ] = [yi, yj ] = 0, [yi, xj ] = δij , i, j = 1, . . . , n. Îáîçíà÷èì
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÷åðåç An,s(k) àëãåáðó An(k(t1, . . . , ts)) äëÿ n ≥ 1, s ≥ 0. Äëÿ óïðîùåíèÿ

îáîçíà÷åíèé ïóñòü A0,s(k) = k(t1, . . . , ts). Êàê õîðîøî èçâåñòíî, íàä ïîëåì

õàðàêòåðèñòèêè íóëü àëãåáðû Âåéëÿ � ýòî êîíå÷íî ïîðîæäåííûå ïðîñòûå

í�åòåðîâû îáëàñòè [11]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Dn,s(k), Dn(k) òåëà ÷àñòíûõ ñîîò-

âåòñòâåííî äëÿ An,s(k), An(k). Ýòè êîëüöà ñ äåëåíèåì íàçûâàþòñÿ òåëàìè

Âåéëÿ.

Ãèïîòåçà (Ãåëüôàíä � Êèðèëëîâ). Ðàññìîòðèì îáåðòûâàþùóþ àëãåá-

ðó U(g) êîíå÷íîìåðíîé àëãåáðàè÷åñêîé àëãåáðû Ëè g íàä àëãåáðàè÷åñêè

çàìêíóòûì ïîëåì k õàðàêòåðèñòèêè íóëü. Òîãäà åãî òåëî ÷àñòíûõ FracU(g)

èçîìîðôíî îäíîìó èç òåë Dn,s(k) äëÿ íåêîòîðûõ n, s ≥ 0.

Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîé ãèïîòåçû áûëà óñòàíîâëåíà â [10] äëÿ gln è sln,

à òàêæå äëÿ íèëüïîòåíòíûõ àëãåáð Ëè. Ïîçäíåå â [12�14] ýòîò ôàêò áûë

îáîáùåí íà ðàçðåøèìûå àëãåáðû Ëè. Äðóãèå ñëó÷àè áûëè ðàññìîòðåíû â

[15�17] è, ñ íåêîòîðûìè ìîäèôèêàöèÿìè, � â [18] è [19]. Ãèïîòåçà Ãåëü-

ôàíäà � Êèðèëëîâà îêàçàëà çíà÷èòåëüíîå âëèÿíèå íà ðàçâèòèå òåîðèè

àëãåáð Ëè (ñì. [20, ïðîáëåìà 3]), à îòíîñèòåëüíî íåäàâíî q-àíàëîã ýòîé ãè-

ïîòåçû èññëåäîâàëñÿ â òåîðèè êâàíòîâûõ ãðóïï [21, ïï. I.2.11 è II.10.4]. Îíà

òàêæå ñòàëà êàíîíè÷åñêèì ïðèìåðîì äëÿ èçó÷åíèÿ òåë ÷àñòíûõ ðàçëè÷-

íûõ îáëàñòåé Îðå, ñì. [22]�[24]. Îäíàêî â êîíå÷íîì èòîãå áûëî ïîêàçàíî,

÷òî ãèïîòåçà â îáùåì ñëó÷àå íåâåðíà [25]. Äëÿ ïðîñòûõ àëãåáð Ëè òèïà A

ñïðàâåäëèâîñòü ãèïîòåçû áûëà äîêàçàíà â óïîìÿíóòîé ðàáîòå Ãåëüôàíäà

è Êèðèëëîâà. Âïîñëåäñòâèè â ðàáîòå Ïðåìåòà [26] ïðè ïîìîùè ìåòîäîâ

ðåäóêöèè ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ãèïîòåçà Ãåëüôàíäà �

Êèðèëëîâà íåâåðíà äëÿ òèïîâ B,D,E, F . Îòíîñèòåëüíî òèïîâ C,G íà äàí-

íûé ìîìåíò âîïðîñ îñòàåòñÿ îòêðûòûì.

Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû äîêàçàòü ñëåäóþùåå íåîæè-

äàííîå íàáëþäåíèå: äëÿ äàííîé (ïðèâåäåííîé) ñèñòåìû êîðíåé Σ (ñì. [20,

11.1]) è ëþáîãî àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîãî ïîëÿ k õàðàêòåðèñòèêè íóëü

ñïðàâåäëèâîñòü ãèïîòåçû Ãåëüôàíäà � Êèðèëëîâà äëÿ êîíå÷íîìåðíîé àë-

ãåáðû Ëè gk,Σ � åäèíñòâåííîé ïîëóïðîñòîé àëãåáðû Ëè íàä k ñ ñèñòåìîé

êîðíåé Σ � ýêâèâàëåíòíà äîêàçóåìîñòè îïðåäåëåííîãî ïðåäëîæåíèÿ ïåð-
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âîãî ïîðÿäêà íà ÿçûêå êîëåö L (0, 1,+, ∗,−) â òåîðèè ACF0 àëãåáðàè÷åñêè

çàìêíóòûõ ïîëåé õàðàêòåðèñòèêè íóëü (ñì. [3]).

ÒÅÎÐÅÌÀ 1. Äëÿ äàííîé ñèñòåìû êîðíåé Σ ñóùåñòâóåò ïðåäëîæåíèå

ïåðâîãî ïîðÿäêà ϕΣ íà ÿçûêå êîëåö L (1, 0,+, ∗,−) òàêîå, ÷òî ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) äëÿ íåêîòîðîãî àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîãî ïîëÿ k íóëåâîé õàðàêòå-

ðèñòèêè ãèïîòåçà Ãåëüôàíäà � Êèðèëëîâà âûïîëíÿåòñÿ äëÿ gk,Σ,

(2) äëÿ ëþáîãî àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîãî ïîëÿ k íóëåâîé õàðàêòåðè-

ñòèêè ãèïîòåçà Ãåëüôàíäà � Êèðèëëîâà âûïîëíÿåòñÿ äëÿ gk,Σ,

(3) ACF0 ` ϕΣ.

Áîëåå òîãî, ϕΣ åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñòðîèòñÿ êàê ýêçèñòåíöèàëüíîå çà-

ìûêàíèå áóëåâûõ êîìáèíàöèé àòîìàðíûõ ôîðìóë íà ÿçûêå êîëåö.

Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó ACF0 äîïóñêàåò ýëèìèíàöèþ êâàíòîðîâ, êàæ-

äîå ïðåäëîæåíèå íà ÿçûêå êîëåö ýêâèâàëåíòíî áóëåâîé êîìáèíàöèè àòî-

ìàðíûõ ïðåäëîæåíèé.

Òåîðåìà 1 ÿâëÿåòñÿ íåîæèäàííîé â òîì ñìûñëå, ÷òî íåò àïðèîðíîé

ïðè÷èíû äëÿ òîãî, ÷òîáû ãèïîòåçà Ãåëüôàíäà � Êèðèëëîâà ìîãëà áûòü

âûðàæåíà ôîðìóëîé ïåðâîãî ïîðÿäêà. Â ïîñëåäóþùåì A îáîçíà÷àåò ïîëå

àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë.

×òîáû ïîëó÷èòü ëó÷øåå ïîíèìàíèå î ïðèðîäå íàøåãî ðåçóëüòàòà, íà-

ïîìíèì îòäåëüíûå ìîìåíòû òåîðèè êîëåö. Ïóñòü R = L (1, 0,+, ∗,−) �

ÿçûê ïåðâîãî ïîðÿäêà â ñèãíàòóðå êîëåö, è ïóñòü R2 � ñîîòâåòñòâóþùèé

ÿçûê âòîðîãî ïîðÿäêà.

Äëÿ äàííîãî êîëüöà E îïðåäåëèì ðàäèêàë Äæåêîáñîíà, êîòîðûé ìû

îáîçíà÷èì ÷åðåç JE , êàê ïðåäèêàò: JE(r) îçíà÷àåò r ∈ JE äëÿ äàííîãî

r ∈ E. Ïðèâåäåííîå íèæå îáñóæäåíèå ðàäèêàëà Äæåêîáñîíà ìîæíî íàéòè

â êëàññè÷åñêèõ ìîíîãðàôèÿõ, íàïð., [9].

Ïåðâûì ñïîñîáîì JE ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ïåðåñå÷åíèå àííóëÿòîðîâ

âñåõ íåïðèâîäèìûõ ëåâûõ E-ìîäóëåé. Åñëè ïðèíÿòü òàêîå îïðåäåëåíèå,

÷òî ìû âûíóæäåíû ðàáîòàòü â ZFC: íàéäåòñÿ ôîðìóëà ïåðâîãî ïîðÿäêà

ϕ(x) íà ÿçûêå ZFC ñ åäèíñòâåííîé ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé x òàêàÿ, ÷òî
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JE(r) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ZFC ` ϕ(r), r ∈ E.

Äðóãîå îïðåäåëåíèå ðàäèêàëà Äæåêîáñîíà JE � êàê ïåðåñå÷åíèå âñåõ

ëåâûõ ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ êîëüöà E. Â ýòîì ñëó÷àå íàéäåòñÿ ôîðìóëà

ϕ2(x) ∈ R2 ñ åäèíñòâåííîé ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé x òàêàÿ, ÷òî JE(r) òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà

E |= ϕ2(r), r ∈ E,

â ïîëíîé ñåìàíòèêå âòîðîãî ïîðÿäêà.

Íàêîíåö, èìååòñÿ åùå îäíà ýêâèâàëåíòíàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ðàäèêàëà:

r ∈ JE òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî s ∈ E ýëåìåíò 1− sr îáðà-

òèì ñëåâà â E. Ýòî ñâîéñòâî, î÷åâèäíî, ìîæåò áûòü âûðàæåíî ôîðìóëîé

ïåðâîãî ïîðÿäêà íà ÿçûêå R.

Ïóñòü Σ � ñèñòåìà êîðíåé è k � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå õàðàê-

òåðèñòèêè íóëü. Îïðåäåëèì ïðåäèêàò G K (k,Σ), êîòîðûé îçíà÷àåò, ÷òî

ãèïîòåçà Ãåëüôàíäà�Êèðèëëîâà âåðíà äëÿ gk,Σ. Èñõîäíîå îïðåäåëåíèå èñ-

ïîëüçóåò ÿçûê ZFC.

Äàæå åñëè äëÿ êàæäîãî k ìû ñóìååì íàéòè ôîðìóëó θk,Σ íà ÿçûêå R

òàêóþ, ÷òî G K (k,Σ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà k |= θk,Σ, òî ýòî óæå

áóäåò çàìå÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò.

Îäíàêî ìû ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ôîðìóëà ïåðâîãî ïîðÿäêà θΣ íà

ÿçûêå R òàêàÿ, ÷òî G K (k,Σ) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî k òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà A |= θΣ. Ïîñêîëüêó AFC0 ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé òåîðèåé, ýòî óñëîâèå

âûïîëíåíî, åñëè è òîëüêî åñëè AFC0 ` θΣ.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå òîãî èëè èíîãî óòâåðæäåíèÿ â âèäå

ïðåäëîæåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà â ACF0 ÿâëÿåòñÿ î÷åíü âàæíûì âîïðîñîì.

Îäíèì èç îñíîâíûõ ïðèëîæåíèé ýòîé èäåè ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèï Ëåôøåöà â

àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè: ïîñêîëüêó ACF0 ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé òåîðèåé [3],

òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êàêîãî-ëèáî óòâåðæäåíèÿ äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ íàä àë-

ãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì k íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè äîñòàòî÷íî äî-

êàçàòü åãî äëÿ k = C, ãäå ïðèìåíèìû òðàíñöåíäåíòíûå ìåòîäû. Ãèïîòåçà
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Ãåëüôàíäà � Êèðèëëîâà, î÷åâèäíî, îòíîñèòñÿ ê îáëàñòè íåêîììóòàòèâíîé

àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè, íî â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè íàøåãî ðåçóëüòà-

òà îòìåòèì, ÷òî ñïðàâåäëèâîñòü ãèïîòåçû Ãåëüôàíäà � Êèðèëëîâà äëÿ

ïðîñòûõ àëãåáð Ëè òèïà C èëè G (ãäå îíà âñå åùå îòêðûòà) íàä ëþáûì

àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè ýêâèâàëåíòíà

åå ñïðàâåäëèâîñòè íàä C, ãäå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëîæíûå ìåòîäû òåî-

ðèè ãðóïï Ëè è äðóãèå àíàëèòè÷åñêèå è ãåîìåòðè÷åñêèå ïîäõîäû. Çäåñü,

îäíàêî, íåîáõîäèìî ñîáëþäàòü îñòîðîæíîñòü, ïîñêîëüêó íå êàæäûé ãåî-

ìåòðè÷åñêèé àñïåêò ìîæåò áûòü âûðàæåí â ëîãèêå ïåðâîãî ïîðÿäêà (ñð.

[27]). Îáùåå îùóùåíèå, ÷òî ïðèíöèï Ëåôøåöà ñïðàâåäëèâ äëÿ ëþáîãî äî-

ñòàòî÷íî ïðîñòîãî óòâåðæäåíèÿ â àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè, áûëî ôîð-

ìàëèçîâàíî â [28].

1 ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ ÎÑÍÎÂÍÎÉ ÒÅÎÐÅÌÛ

Íàø ìåòîä î÷åíü ïðîñò. Ïðåìåò [26, òåîðåìà 2] äîêàçàë ñëåäóþùåå: åñëè

ãèïîòåçà Ãåëüôàíäà � Êèðèëëîâà âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ïîëóïðîñòîé àëãåáðû

Ëè gk,Σ â õàðàêòåðèñòèêå 0, òî åå ìîäóëüíàÿ âåðñèÿ òàêæå âûïîëíÿåòñÿ

â õàðàêòåðèñòèêå p äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ p. Âíèìàòåëüíî àíàëèçèðóÿ

åãî äîêàçàòåëüñòâî (ñì. òåîðåìó 2 íèæå), ìû ïîëó÷àåì ôîðìóëó ïåðâîãî

ïîðÿäêà ϕk,Σ íà ÿçûêå R òàêóþ, ÷òî ãèïîòåçà Ãåëüôàíäà � Êèðèëëîâà

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ gk,Σ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà k |= ϕk,Σ. Çàòåì ìû

ïîêàçûâàåì, ÷òî ôîðìóëà ϕΣ â òåîðåìå 1 ìîæåò áûòü âûáðàíà êàê ϕA,Σ,

ãäå A � ïîëå àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë.

Ïóñòü Tdeg îáîçíà÷àåò ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè Ãåëüôàíäà � Êè-

ðèëëîâà àëãåáðû íàä k (ñì. [10, 29]); trdeg áóäåò îáîçíà÷àòü îáû÷íóþ ñòå-

ïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè êîììóòàòèâíûõ ïîëåé. Íàä ïîëåì k õàðàêòåðè-

ñòèêè 0 TdegDn,l(k) = 2n+ l, êàê âû÷èñëåíî â [10, Thm. 2].

Çàìå÷àíèå. Ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè Ãåëüôàíäà � Êèðèëëîâà íå

ñëåäóåò ïóòàòü ñ áîëåå ïðèâû÷íîé ðàçìåðíîñòüþ Ãåëüôàíäà � Êèðèëëîâà

(ñì., íàïðèìåð, [11, ãë. 8]). Îíè íå ñîâïàäàþò: êàê ïîêàçàíî â [30], ïîëÿ

Âåéëÿ ñîäåðæàò â êà÷åñòâå ïîäàëãåáð íåêîììóòàòèâíûå ñâîáîäíûå àëãåá-
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ðû, ïîýòîìó èõ ðàçìåðíîñòè Ãåëüôàíäà � Êèðèëëîâà áåñêîíå÷íû, â òî

âðåìÿ êàê ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè Ãåëüôàíäà � Êèðèëëîâà äëÿ ïîëÿ

Âåéëÿ êîíå÷íà.

Íàïîìíèì íåêîòîðûå ôàêòû î êîíå÷íîìåðíûõ ïîëóïðîñòûõ àëãåáðàõ

Ëè è èõ îáåðòûâàþùèõ àëãåáðàõ. Ïóñòü Σ� ñèñòåìà êîðíåé ñ ôèêñèðîâàí-

íûì áàçèñîì ∆ ïðîñòûõ êîðíåé; ãðóïïà Âåéëÿ áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç

W . Ðàññìîòðèì êîëüöî Ëè gZ,Σ, ïîñòðîåííîå ñ ïîìîùüþ áàçèñà Øåâàëëå

äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé êîìïëåêñíîé àëãåáðû Ëè (ñì. [31, ï. 25.2]).

Äëÿ ëþáîãî àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîãî ïîëÿ k õàðàêòåðèñòèêè 0 èìååì

gk,Σ = gZ,Σ⊗Zk è àíàëîãè÷íî U(gk,Σ) = U(gZ,Σ)⊗Zk (ñì. [31, ï. 25.5] èëè [32,

ãë. 1, 2.9]). Òàêæå ÿñíî, ÷òî åñëè k ⊂ k′, òî U(gZ,Σ) ⊂ U(gk,Σ) ⊂ U(gk′,Σ).

Îïðåäåëèì K = {U(gk,Σ) | char k = 0, k̄ = k}, UZ = U(gZ,Σ). Ñòðîãî

ãîâîðÿ, K ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì êëàññîì, à íå ìíîæåñòâîì, íî ìû ìîæåì

íå áåñïîêîèòüñÿ îá ýòîì ìåëêîì îñíîâàòåëüíîì âîïðîñå.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [33, ãë. 5]).

ÏÐÅÄËÎÆÅÍÈÅ 2. Âñå êîëüöà âK , à òàêæå UZ ÿâëÿþòñÿ í�åòåðîâûìè

(ñëåäîâàòåëüíî, Îðå) îáëàñòÿìè öåëîñòíîñòè.

ÏÐÅÄËÎÆÅÍÈÅ 3. Äëÿ àëãåáðû U(gk,Σ) âåðíî ñëåäóþùåå:

(1) Z(FracU(gk,Σ)) ∼= FracZ(U(gk,Σ)),

(2) Tdeg FracU(gk,Σ) = dimk gk,Σ,

(3) Z(U(gk,Σ)) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíîé àëãåáðîé k[x1, . . . , xK ], ãäå

x1, . . . , xK ∈ UZ.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) äîêàçàíî â [20, ï. 4.3.2]; (2) ñîäåðæèòñÿ â [29,

òåîðåìà 1.1]; (3) ìîæíî íàéòè â [20, ï. 7.4.6].

Ñëåäóþùàÿ ëåììà î÷åâèäíà, íî âåñüìà âàæíà äëÿ äàëüíåéøåãî èçëî-

æåíèÿ.

ËÅÌÌÀ 4. Ïóñòü k � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå íóëåâîé õàðàê-

òåðèñòèêè è U(gk,Σ) ∈ K . Åñëè FracU(gk,Σ) ∼= Dn,l(k), òî

FracZ(U(gk,Σ)) ∼= k(x1, . . . , xl).
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Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó

Z(Dn,l(k)) = k(x1, . . . , xl),

(ñì. [10, òåîðåìà 2]) è ââèäó èçîìîðôèçìà â ïðåäëîæåíèè 3(1). 2

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ øèðîêèì îáîáùåíèåì ëåììû 1.2.3

èç [34] è ïðåäñòàâëÿåò ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.

ÏÐÅÄËÎÆÅÍÈÅ 5. Ïóñòü A � îáëàñòü Îðå íàä k ïðîèçâîëüíîé

õàðàêòåðèñòèêè ñ TdegA = 2n + l. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ýëå-

ìåíòû x1, . . . , xn, y1, . . . , yn, z1, . . . , zl èç FracA òàêèå, ÷òî [xi, yj ] = δi,j è

âñå îñòàëüíûå êîììóòàòîðû ìåæäó ýòèìè ýëåìåíòàìè ðàâíû íóëþ. Ïóñòü

B � ïîäàëãåáðà â FracA, ïîðîæäåííàÿ ýòèìè ýëåìåíòàìè. Åñëè FracB =

FracA, òî B ∼= An,l(k) è FracA ∼= Dn,l(k).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Âåéëÿ îáðàçóþ-

ùèìè è ñîîòíîøåíèÿìè, ïîëó÷àåì ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì θ : An,l(k)

→ B ñ ÿäðîì I. Ïî [29, Thm. 1.1, Prop. 3.1] èìååì 2n+ l = GKdimAn,l(k) ≥

GKdimB ≥ TdegB ≥ Tdeg FracB = 2n + l. Ïðåäïîëîæèì I 6= {0}. Òîãäà

GKdimB < GKdimAn,l(k) (ñì. [11, Cor. 8.3.6]), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåí-

ñòâàì. Ñëåäîâàòåëüíî, θ � èñêîìûé èçîìîðôèçì.

ÏÐÅÄËÎÆÅÍÈÅ 6. Ïóñòü U(gk,Σ) � àëãåáðà èç K è x1, . . . , xn �

áàçèñ gk,Σ, ñîäåðæàùèéñÿ â gZ,Σ. Â ýòîì ñëó÷àå

FracU(gk,Σ) ∼= Dm,l(k)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò w1, . . . , wm, wm+1, . . . , w2m â FracU(gk,Σ)

òàêèå, ÷òî [wi, wj ] = [wm+i, wm+j ] = 0, [wi, wm+j ] = δij , i, j = 1, . . . ,m, è

ìíîãî÷ëåíû pi, qi îò ïåðåìåííûõ wi ñ êîýôôèöèåíòàìè â Z(U(gk,Σ)) òàêèå,

÷òî qixi = pi, i = 1, . . . , n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü î÷åâèäíà; åäèíñòâåííûé ìîìåíò, çà-

ñëóæèâàþùèé âíèìàíèÿ, êàñàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîâ pi, qi. Îíè ñóùåñòâóþò, ïî-

ñêîëüêó ïîäàëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ âíóòðè FracU(gk,Σ) ýëåìåíòàìè w1, . . . ,

wm, wm+1, . . . , w2m, èìååò â êà÷åñòâå áàçèñà ìîíîìû, â êîòîðûõ ýòè ïåðå-
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ìåííûå âõîäÿò ñ íåîòðèöàòåëüíûìè öåëûìè ïîêàçàòåëÿìè. Äîñòàòî÷íîñòü

ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 5.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ â íåêîòîðîì ðîäå àíàëîãîì òåîðåìû

Ãèëüáåðòà î íóëÿõ (Nullstellensatz); åãî äîêàçàòåëüñòâî áëèçêî ñëåäóåò [26,

òåîðåìà 2.1].

ÒÅÎÐÅÌÀ 7. Ïóñòü U(gk,Σ) ∈ K . Òîãäà äëÿ N � 0 ñóùåñòâóåò ëî-

êàëüíî çàìêíóòîå ïîäìíîãîîáðàçèå Xk â kN , çàäàííîå ìíîãî÷ëåíàìè ñ öå-

ëûìè êîýôôèöèåíòàìè è òàêîå, ÷òî ãèïîòåçà Ãåëüôàíäà � Êèðèëëîâà âû-

ïîëíÿåòñÿ äëÿ U(gk,Σ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Xk 6= ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì FracU(gk,Σ) ∼= Dm,l(k). Ïî ïðåäëîæå-

íèþ 6 ìîæíî íàéòè ýëåìåíòû x1, . . . , xn ∈ gZ,Σ, îáðàçóþùèå áàçèñ gk,Σ,

ýëåìåíòû w1, . . . , wm, wm+1, . . . , w2m â FracU(gk,Σ) òàêèå, ÷òî

[wi, wj ] = [wm+i, wm+j ] = 0, [wi, wm+j ] = δij , i, j = 1, . . . ,m, (†)

è ìíîãî÷ëåíû pi, qi îò ïåðåìåííûõ wi ñ êîýôôèöèåíòàìè â Z(Ak) òàêèå,

÷òî

qixi = pi, i = 1, . . . , n. (‡)

Íàïîìíèì, ÷òî Z(U(gk,Σ)) = k[ϕ1, . . . ϕl], ϕi ∈ U(gZ,Σ). Ôèëüòðàöèÿ

PBW àëãåáðû U(gk,Σ) îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Fk = {Fi,k}i≥0 â ñîîòâåòñòâèè ñ

ïðåäëîæåíèåì 2.

Èñïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî U(gk,Σ) ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ Îðå, ìû ìîæåì

íàéòè ai, bj ∈ Fd(i),k, i = 1, . . . , 2m, ãäå d(i) ∈ N � íåêîòîðûå èíäåêñû, äëÿ

êîòîðûõ wi = b−1
i ai. Àíàëîãè÷íî íàéäåì ai,j , bi,j ∈ Fd(i,j),k, i, j = 1, . . . , n,

òàêèå ÷òî

bi,jai = ai,jbj , i, j = 1, . . . , 2m. (1)

Çàòåì ââåäåì ci,j , di,j ∈ Fd(i,j),k, ïîëàãàÿ

ci,jbi,jbi = di,jbj,ibj , i, j = 1, . . . , 2m. (2)
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Ñëåäîâàòåëüíî, ââèäó (†) èìååì

ci,jai,jaj = di,jaj,iai, i, j = 1, . . . ,m èëè i, j = m, . . . , 2m, (3)

ci,m+jai,m+jam+j = δi,jci,m+jbi,m+jbi + di,m+jam+j,iai, i, j = 1, . . . ,m. (4)

Åñëè m ≥ 3 è ñóùåñòâóåò m-íàáîð i = (i(1), . . . , i(m)) èíäåêñîâ ñ 1 ≤

i(1) ≤ . . . ≤ i(m) ≤ 2m, ìîæíî èíäóêòèâíî íàéòè ýëåìåíòû ai(1)...i(k), bi(1)...i(k)

â Fd(i),k, ãäå 3 ≤ k ≤ m, òàêèå ÷òî

bi(1)...i(k)ai(1)...i(k−1)ai(k−1) = ai(1)...i(k)bi(k). (5)

Ïîëîæèì bi =
m∏

k=1

bi(1)...i(m−k+1) è ai = ai(1)...i(m)ai(m). Ðàññìîòðèì m-

íàáîðû i òàêèå, êàê âûøå, äëÿ êîòîðûõ

m∑
ℓ=1

i(ℓ) ≤M,

ãäå

M = max{deg pi, deg qi | i = 1, . . . , n}.

Îáîçíà÷èì èõ {i(1), . . . , i(r)}. Òîãäà

pk =
r∑

j=1

λj,kb
−1
i(j)ai(j), qk =

r∑
j=1

µj,kb
−1
i(j)ai(j).

Çàïèøåì

λj,k =
∑

λj,k(n1, . . . , nl)ϕ
n1
1 . . . ϕnl

l ,

µj,k =
∑

µj,k(n1, . . . , nl)ϕ
n1
1 . . . ϕnl

l ,

ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî êîíå÷íîìó ìíîæåñòâó íàáîðîâ (n1, . . . , nl) ∈

Nl è λj,k(n1, . . . , nl), µj,k(n1, . . . , nl) ∈ k.

Ñóùåñòâóþò 0 6= ei(j);k, fi(j);k ∈ Fd(i(j);k),k òàêèå, ÷òî

ai(j)xkfi(j);k = bi(j)ei(j);k, j = 1, . . . , r, k = 1, . . . n, (6)
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è òîãäà pk = qkxk âëå÷åò

r∑
j=1

λj,kb
−1
i(j)ai(j) =

r∑
j=1

µj,kei(j);kf
−1
i(j);k, k = 1, . . . , n.

Òåïåðü ââåäåì ai(j)(0) = ai(j), bi(j)(0) = bi(j), ei(j);k(0) = ei(j);k è fi(j);k(0) =

fi(j);k, è èíäóêòèâíî äëÿ êàæäîãî 0 < s < j ≤ r îïðåäåëèì ai(j)(s), bi(j)(s),

ei(j);k(s) è fi(j);k(s) â Fd(i(j),k,s),k òàêèå, ÷òî

bi(j)(s)bi(s)(s− 1) = ai(j)(s)bi(j)(s− 1), (7)

fi(j);k(s− 1)ei(j);k(s) = fi(s);k(s− 1)fi(j);k(s). (8)

Íàêîíåö, âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå àëãåáðàè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå:

r∑
j=1

λj,k

r−j∏
ℓ=1

bi(r−ℓ+1)(r − ℓ)

j∏
ℓ=1

ai(j−ℓ+1)(j − ℓ))
r∏

ℓ=1

fi(ℓ);k(ℓ− 1)

=
r∏

ℓ=1

bi(r−ℓ+1)(r − ℓ)
r∑

j=1

µj,k

j∏
ℓ=1

ei(ℓ);k(ℓ− 1)
r∏

ℓ=j+1

fi(ℓ);k(ℓ− 1). (9)

Èç âûøåèçëîæåííîãî ñëåäóåò, ÷òî ó íàñ åñòü ýëåìåíòû

ai, bi, ai,j , bi,j , ci,j , di,j , ai(1)...i(s), bi(i)...i(s), ai(j)(ℓ), bi(j)(ℓ), ei(j);k(ℓ), fi(j);k(ℓ),

ãäå i, j, k, s, i(j), ℓ ïðîáåãàþò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ è ïðèíàäëåæàò

FM,k äëÿ M � 0, à òàêæå äâå êîíå÷íûå ñîâîêóïíîñòè ýëåìåíòîâ èç k:

λj,k(a1, . . . , al), µj,k(a1, . . . , al), êîòîðûå ñâÿçàíû àëãåáðàè÷åñêèìè óðàâíå-

íèÿìè (1)�(9). Ýòè äàííûå ìîãóò áûòü ïàðàìåòðèçîâàíû ëîêàëüíî çàìêíó-

òûì ïîäìíîæåñòâîì, çàäàâàåìûì ñîâìåñòíûì îáðàùåíèåì â íóëü ìíîãî-

÷ëåíîâ {f1, . . . , fr} è íåíóëåâûìè çíà÷åíèÿìè íåêîòîðûõ g ∈ {g1, . . . , gs}

â kN , äîñòàòî÷íî áîëüøîì àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå, ïðè÷åì âñå ìíîãî-

÷ëåíû èìåþò öåëûå êîýôôèöèåíòû. Îáîçíà÷èì ýòî ìíîãîîáðàçèå ÷åðåç

Xk. Òîãäà âûïîëíåíèå ãèïîòåçû Ãåëüôàíäà � Êèðèëëîâà äëÿ U(gk,Σ) âëå-

÷åò Xk 6= ∅. Ïðîöåññ îáðàòèì, ñëåäîâàòåëüíî, ìû èìååì ýêâèâàëåíòíîñòü
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ìåæäó Xk 6= ∅ è ãèïîòåçîé Ãåëüôàíäà � Êèðèëëîâà äëÿ U(gk,Σ).

ÒÅÎÐÅÌÀ 8. Â îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäûäóùåé òåîðåìû ïóñòü ψk,Σ :=(∧
fi = 0

)
∧
(∨

gj 6= 0
)
, è îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕk,Σ åå ýêçèñòåíöèàëüíîå çà-

ìûêàíèå. Òîãäà ãèïîòåçà Ãåëüôàíäà � Êèðèëëîâà âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà k |= ϕk,Σ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Xk 6= ∅ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ýëå-

ìåíò λ ∈ k òàêîé, ÷òî
(∧

fi(λ) = 0
)
∧
(∨

gj(λ) 6= 0
)
. Ýòî, î÷åâèäíî, ýêâè-

âàëåíòíî k |= ϕk,Σ.

Êàê ìû óâèäèì, ϕA,Σ è åñòü èñêîìàÿ ôîðìóëà äëÿ òåîðåìû 1.

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 9. Åñëè ãèïîòåçà Ãåëüôàíäà � Êèðèëëîâà âåðíà äëÿ

íåêîòîðîé U(gk,Σ) ∈ K , ãäå k � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå íóëåâîé

õàðàêòåðèñòèêè, òî îíà âûïîëíÿåòñÿ äëÿ U(gA,Σ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 8 (ñ èñïîëüçîâàíèåì òåõ æå îáîçíà÷å-

íèé) Xk 6= ∅. Ñëåäîâàòåëüíî, Xk(A) 6= ∅, ïîñêîëüêó X çàäàåòñÿ ìíîãî-

÷ëåíàìè ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïðîöåññ, îïèñàííûé â äîêàçàòåëüñòâå

òåîðåìû 7, îáðàòèì, è ñîîòíîøåíèå (9) â íåì îòíîñèòñÿ ê îñíîâíîìó ïîëþ;

ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ýëåìåíòû â (†), (‡) ïðèíàäëå-

æàò FracU(gA,Σ). Ïîñêîëüêó ýëåìåíòû x1, . . . , xn òàêæå ïðèíàäëåæàò gZ,Σ

è ïî îïðåäåëåíèþ ÿâëÿþòñÿ áàçèñîì ýòîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà, ìû

ìîæåì ïðèìåíèòü ïðåäëîæåíèå 6 è çàêëþ÷èòü, ÷òî ãèïîòåçà Ãåëüôàíäà �

Êèðèëëîâà âåðíà äëÿ U(gA,Σ).

ÏÐÅÄËÎÆÅÍÈÅ 10. Åñëè ãèïîòåçà Ãåëüôàíäà � Êèðèëëîâà âåðíà

äëÿ U(gA,Σ), òî îíà âåðíà äëÿ âñåõ U(gk,Σ), ãäå k � ëþáîå àëãåáðàè÷åñêè

çàìêíóòîå ïîëå íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ãèïîòåçà Ãåëüôàíäà � Êèðèëëîâà âåðíà äëÿ

U(gA,Σ) è ìû íàøëè ýëåìåíòû xi â U(gA,Σ) è wi â FracU(gA,Σ) òàêèå, êàê

â ïðåäëîæåíèè 6, òî ýòè ýëåìåíòû òàêæå ëåæàò â U(gk,Σ) è FracU(gk,Σ)

ñîîòâåòñòâåííî. Ïðèìåíÿÿ ïðåäëîæåíèå 6 â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè, çàêëþ-

÷àåì, ÷òî ãèïîòåçà Ãåëüôàíäà � Êèðèëëîâà âåðíà äëÿ U(gk,Σ).

ÒÅÎÐÅÌÀ 11. Ãèïîòåçà Ãåëüôàíäà � Êèðèëëîâà âåðíà äëÿ U(gA,Σ)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ACF0 ` ϕΣ, ãäå ϕΣ � ôîðìóëà íà ÿçûêå êîëåö
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R, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ýêçèñòåíöèàëüíûì çàìûêàíèåì áóëåâîé êîìáèíàöèè

àòîìàðíûõ ôîðìóë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 7 ñóùåñòâóåò ëî-

êàëüíî çàìêíóòîå ïîäìíîãîîáðàçèå XA íåêîòîðîãî AN òàêîå, ÷òî ãèïîòåçà

Ãåëüôàíäà � Êèðèëëîâà Âåðíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà XA 6= ∅. Íà-

ïîìíèì, ÷òî XA çàäàåòñÿ ñîâìåñòíûì îáðàùåíèåì â íóëü ìíîãî÷ëåíîâ

{f1, . . . , fr} è íåíóëåâûìè çíà÷åíèÿìè íåêîòîðûõ g ∈ {g1, . . . , gs} â AN .

Ïóñòü ψΣ =
(∧

fi = 0
)
∧
(∨

gj 6= 0
)
è îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕΣ ýêçèñòåí-

öèàëüíîå çàìûêàíèå ψΣ. Î÷åâèäíî, XA 6= ∅ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

A |= ϕ. Ïîñêîëüêó òåîðèÿ àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûõ ïîëåé ôèêñèðîâàííîé

õàðàêòåðèñòèêè ïîëíà ([3]), ýòî èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ACF0 ` ϕ.

Òåïåðü ìû ãîòîâû çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Óñëîâèå (1)

âëå÷åò (2) ïî ñëåäñòâèþ 9 è ïðåäëîæåíèþ 10. Èç (2) ñëåäóåò (1) òðèâè-

àëüíî. Ïóñòü ϕΣ � ôîðìóëà èç òåîðåìû 11. Òîãäà ïî ïðåäëîæåíèþ 10 è

òåîðåìå 11 óñëîâèÿ (2) è (3) ýêâèâàëåíòíû.

Áëàãîäàðíîñòè. Æ. Øâàðö áëàãîäàðèò Ì. Ñóàðèñà è Ñ. Õîôôìàííà

Ïàíó÷÷è.
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ÓÄÊ 512.56

Ì. Â. Øâèäåôñêè

ÏÈÑÜÌÎ Â ÐÅÄÀÊÖÈÞ

Àííîòàöèÿ: Çàìåòêà ñîäåðæèò íåîáõîäèìûå äîïîëíåíèÿ è èñïðàâëåíèÿ ê ñòà-

òüå àâòîðà �Äóàëüíîñòü Ñòîóíà äëÿ äèñòðèáóòèâíûõ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ

ìíîæåñòâ�, Àëãåáðà ëîãèêà 62, No. 5, 637�664 (2023). Â ÷àñòíîñòè, óòî÷íÿåòñÿ

îïðåäåëåíèå òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ñ áàçîé, èñïðàâëÿþòñÿ äîêàçàòåëü-

ñòâà òåîðåìû 3.4 è óòâåðæäåíèÿ 5.3, à òàêæå ïðèâîäèòñÿ èñïðàâëåííàÿ òàáëèöà

êàòåãîðèé ïî÷òè ñîáðàííûõ ïðîñòðàíñòâ ñ áàçîé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Äèñòðèáóòèâíûå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà, äó-

àëüíîñòü Ñòîóíà, ïî÷òè ñîáðàííûå ïðîñòðàíñòâà, ñïåêòðàëüíûå ïðîñòðàí-

ñòâà, êàòåãîðèè.

1 ÒÎÏÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÅ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ Ñ ÁÀÇÎÉ

Â [1] îïðåäåëåíèå òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ñ áàçîé (ñì. [1, îïðåäåëå-

íèå 3.2]) ñëåäóåò ÷èòàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå 1. Òðîéêà X = 〈X,T ,B〉 íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì

ïðîñòðàíñòâîì ñ áàçîé, èëè ïðîñòî ïðîñòðàíñòâîì ñ áàçîé, åñëè âûïîë-

íåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(i) 〈X,T 〉 ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì T0-ïðîñòðàíñòâîì è B îáðàçóåò

áàçó òîïîëîãèè T ,

(ii) ∅ ∈ B òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà X ÿâëÿåòñÿ ñîáðàííûì è ÷àñòè÷-

íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî 〈B;⊆〉 íàïðàâëåíî âíèç,

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè
èì. Ñ. Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ (ïðîåêò FWNF-2022-0012) è ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêî-
ãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò No. 22-21-00104/). Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíè-
âåðñèòåò è Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Ñ. Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê, Ðîññèÿ;
m.schwidefsky@g.nsu.ru.
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(iii) X ∈ B òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà X êîìïàêòíî è ÷àñòè÷íî óïî-

ðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî 〈B;⊆〉 íàïðàâëåíî ââåðõ.

Â ýòîì ñëó÷àå ìû ïèøåì T (X) äëÿ T è B(X) äëÿ B.

Ìû ãîâîðèì, ÷òî X ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì ñ íà-

ïðàâëåííîé ââåðõ áàçîé (íàïðàâëåííîé âíèç áàçîé), åñëè ÷àñòè÷íî óïîðÿ-

äî÷åííîå ìíîæåñòâî 〈B;⊆〉 íàïðàâëåíî ââåðõ (íàïðàâëåíî âíèç); X ÿâëÿ-

åòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ñ 1-áàçîé (0-áàçîé), åñëè 〈B;⊆〉 èìååò íàèáîëüøèé

ýëåìåíò (íàèìåíüøèé ýëåìåíò). Êðîìå òîãî, X ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì

ñ ìóëüòèïëèêàòèâíîé áàçîé, åñëè B çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî êîíå÷íûõ

íåïóñòûõ ïåðåñå÷åíèé; X ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ñ àääèòèâíîé áàçîé,

åñëè B çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî êîíå÷íûõ íåïóñòûõ îáúåäèíåíèé.

ßñíî, ÷òî åñëè X ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì ñ ìóëüòè-

ïëèêàòèâíîé (àääèòèâíîé) áàçîé, èëè ïðîñòðàíñòâîì ñ 0-áàçîé (1-áàçîé),

òî X ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ñ íàïðàâëåííîé âíèç (íàïðàâëåííîé ââåðõ)

áàçîé.

Äîêàçàòåëüñòâî íåêîòîðûõ ðåçóëüòàòîâ èç ðàçäåëîâ 5 è 6 â [1] íåÿâ-

íî èñïîëüçóåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíî

íåïîñðåäñòâåííî.

ËÅÌÌÀ 2. Ïóñòü P = 〈P ;≤, φ〉 � c-äèñòðèáóòèâíîå ÷àñòè÷íî óïîðÿ-

äî÷åííîå ìíîæåñòâî è SpecP = 〈SpecP,T ,B〉 � åãî ñïåêòð, ãäå B =

{Va | a ∈ P}.

(i) Ìíîæåñòâî Va ñ a ∈ P ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì â 〈B;⊆〉

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì â P; â

ýòîì ñëó÷àå Va = ∅.

(ii) Ìíîæåñòâî Va ñ a ∈ P ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì ýëåìåíòîì â 〈B;⊆〉

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì ýëåìåíòîì â P; â ýòîì

ñëó÷àå Va = SpecP.

(iii) SpecP ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì ñ áàçîé.

2 ÔÓÍÊÒÎÐ P

ËÅÌÌÀ 3. Ïóñòü X � ïî÷òè ñîáðàííîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ
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áàçîé.

(i) X ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ñ 0-áàçîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∅ ∈ B(X).

(ii) X ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ñ 1-áàçîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

X ∈ B(X).

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) ßñíî, ÷òî X ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ñ 0-áàçîé

âñÿêèé ðàç, êîãäà ∅ ∈ B(X). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî B(X) ñîäåðæèò íàèìåíü-

øèé ýëåìåíò U ; òîãäà B(X) íàïðàâëåíî âíèç îòíîñèòåëüíî ⊆. Åñëè U 6= ∅,

òî ïåðåñå÷åíèå äâóõ íåïóñòûõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ â X íåïóñòî, è ñëåäî-

âàòåëüíî X ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì. Áîëåå òîãî,

òàê êàê X ÿâëÿåòñÿ T0-ïðîñòðàíñòâîì, U ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò,

ñêàæåì, U = {a}. Òîãäà a ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì ýëåìåíòîì â 〈X;≤〉, ò.å.

X ñîáðàííî. Ïî îïðåäåëåíèþ 1(ii), ∅ ∈ B(X); òàêèì îáðàçîì U = ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî (ii) àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó (i).

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 4. Ïóñòü X � ïî÷òè ñîáðàííîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðî-

ñòðàíñòâî ñ áàçîé.

(i) X ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ñ 0-áàçîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà X

ÿâëÿåòñÿ ñîáðàííûì ïðîñòðàíñòâîì ñ íàïðàâëåííîé âíèç áàçîé.

(ii) X ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ñ 1-áàçîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà X

ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ïðîñòðàíñòâîì ñ íàïðàâëåííîé ââåðõ áàçîé.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.4 â [1] ñëåäóåò ÷èòàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

ÒÅÎÐÅÌÀ 5 [1, òåîðåìà 3.4]. Ïóñòü X = 〈X,T (X),B〉 � ïî÷òè ñî-

áðàííîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà îòîáðàæåíèå

fX : X → SpecB, fX : x 7→ {V ∈ B | x /∈ V }

ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì. Áîëåå òîãî, f−1
X (VA) = A äëÿ âñåõ A ∈ B, è

ñëåäîâàòåëüíî fX ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ

ñ áàçîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ è ëåììå 3.1, B = 〈B;⊆, φB〉

ÿâëÿåòñÿ äèñòðèáóòèâíûì c-÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì, è ñëå-

äîâàòåëüíî SpecB 6= ∅ ïî òåîðåìå 1.5. Äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé ìû
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ïèøåì T âìåñòî T (SpecB). Íàïîìíèì, ÷òî ïîðÿäîê ñïåöèàëèçàöèè â

SpecB ñîâïàäàåò ñ îòíîøåíèåì ⊇ îáðàòíîãî âêëþ÷åíèÿ.

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 6 [1, óòâåðæäåíèå 3.1]. Äëÿ êàæäîãî x ∈ X, fX(x) 6=

∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ýëåìåíò x ∈ X. Åñëè ∅ ∈ B, òî ∅ ∈

fX(x), îòêóäà fX(x) 6= ∅. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∅ /∈ B. Ïî îïðåäåëåíèþ 1 ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî X íå ÿâëÿåòñÿ ñîáðàííûì ëèáî åãî áàçà B íå

íàïðàâëåíà âíèç îòíîñèòåëüíî ⊆.

Åñëè ïðîñòðàíñòâî X íå ÿâëÿåòñÿ ñîáðàííûì, òî ìíîæåñòâî X ÿâëÿåò-

ñÿ íåïðèâîäèìûì ââèäó òîãî, ÷òî X ïî÷òè ñîáðàííîå, íî X íå ñîäåðæèò

íàèáîëüøåãî ýëåìåíòà îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà ñïåöèàëèçàöèè. Ýòî îçíà÷à-

åò, ÷òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò y ∈ X òàêîé, ÷òî y ≰ x. Ïîñêîëüêó B ÿâëÿåòñÿ

áàçîé òîïîëîãèè T (X), èìååì y ∈ U è x /∈ U äëÿ íåêîòîðîãî U ∈ B. Â

ýòîì ñëó÷àå U ∈ fX(x) 6= ∅.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî B íå ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëåííûì âíèç ìíîæå-

ñòâîì îòíîñèòåëüíî ⊆. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò îòêðûòûå ìíîæåñòâà

U0, U1 ∈ B òàêèå, ÷òî U0∩U1 = ∅. Ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ, ÷òî ∅ /∈ B,

çàêëþ÷àåì, ÷òî ìíîæåñòâà U0 è U1 îáà íåïóñòû. Òîãäà x /∈ Ui äëÿ íåêîòî-

ðîãî i < 2; òî åñòü Ui ∈ fX(x) 6= ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî óòâåð-

æäåíèÿ 3.2 èç [1].

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 7 [1, óòâåðæäåíèå 3.2]. Îòîáðàæåíèå fX îïðåäåëåíî

êîððåêòíî.

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 8 [1, óòâåðæäåíèå 3.3]. Îòîáðàæåíèå fX ÿâëÿåòñÿ

âçàèìíî îäíîçíà÷íûì è ñþðúåêòèâíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ïðîñòîé

èäåàë I â B. Ïóñòü U =
⋃
V ∈I

V ; òîãäà U ∈ T (X) è ìíîæåñòâî F = X\U

ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì â X. Èìååì F 6= ∅, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

ìû ïîëó÷èëè áû, ÷òî V ∈ I äëÿ âñåõ V ∈ B, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íàøå-

ìó ïðåäïîëîæåíèþ î òîì, ÷òî èäåàë I ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì. Ìû ïîêàçû-

âàåì, ÷òî F ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì ìíîæåñòâîì. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü
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U0 ∩ F 6= ∅ è U1 ∩ F 6= ∅ äëÿ íåêîòîðûõ U0, U1 ∈ T (X). Òàê êàê B

îáðàçóåò áàçó äëÿ T (X), ñóùåñòâóþò V0, V1 ∈ B òàêèå, ÷òî V0 ∩ F 6= ∅,

V1 ∩ F = ∅, è Vi ⊆ Ui äëÿ âñåõ i < 2. Òàêèì îáðàçîì, V0, V1 ⊈ U , îòêó-

äà V0, V1 /∈ I. Ââèäó ïðîñòîòû I ýòî îçíà÷àåò, ÷òî V /∈ I äëÿ íåêîòîðîãî

ìíîæåñòâà V ∈ B òàêîãî, ÷òî V ⊆ V0 ∩ V1. Èìååì V ⊈ U , òàê êàê â ïðî-

òèâíîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷èëè áû, ÷òî V ∈ U = φB(I) = I. Ñëåäîâàòåëüíî,

U0 ∩ U1 ∩ F ⊇ V0 ∩ V1 ∩ F ⊇ V ∩ F 6= ∅, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî F ÿâëÿåòñÿ

íåïðèâîäèìûì ìíîæåñòâîì.

Åñëè F = X, òî U = ∅, è ñëåäîâàòåëüíî íåðàâåíñòâî I 6= ∅ âëå÷åò

I = {∅}. Ïîýòîìó ∅ ∈ B è ïðîñòðàíñòâî X ñîáðàííîå ïî îïðåäåëåíèþ 1(ii).

Òàêèì îáðàçîì, F = ↓x äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ X; â ÷àñòíîñòè, x ÿâëÿåòñÿ íàè-

áîëüøèì ýëåìåíòîì X îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà ñïåöèàëèçàöèè. Òîãäà èìååì

I = {∅} = fX(x).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî F ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì íåïðèâîäèìûì çàìêíóòûì

ìíîæåñòâîì â X. Ââèäó ïî÷òè ñîáðàííîñòè X ñóùåñòâóåò x ∈ X òàêîé, ÷òî

F = ↓x. Ìû äîêàçûâàåì, ÷òî fX(x) = I â ýòîì ñëó÷àå. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà V ∈ B óñëîâèå V /∈ fX(x) ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ

x ∈ V , êîòîðîå âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà V ∩F 6= ∅. Ïîñëåä-

íåå ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ V ⊈ U , êîòîðîå â ñâîþ î÷åðåäü ýêâèâàëåíòíî

V /∈ φB(I) = I. Ñëåäîâàòåëüíî, fX(x) = I è fX ñþðúåêòèâíî.

Êðîìå òîãî, ïóñòü x ≰ y â X. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x ∈ U è y /∈ U äëÿ

íåêîòîðîãî U ∈ B, òî åñòü U ∈ fX(y)\fX(x). Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå

fX âçàèìíî îäíîçíà÷íî.

Äàëåå äîêàçàòåëüñòâî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.4 èç [1].

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 5.3 â [1] äîëæíî áûòü òàêèì.

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 9 [1, óòâåðæäåíèå 5.3]. Ôóíêòîð P îïðåäåëåí êîð-

ðåêòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî [1, ëåììå 3.1], P îïðåäåëåí êîððåêòíî íà

îáúåêòàõ. Äëÿ êàæäîãî AS-ìîðôèçìà f : X0 → X1 è êàæäîãî U ∈ B(X1)

èìååì P(f)(U) = f−1(U) ∈ B(X0) ïî [1, îïð. 4.2]. Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî

P(f) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì îòîáðàæåíèåì. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü I � ïðîñòîé

èäåàë äèñòðèáóòèâíîãî c-÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà P(X0); èìå-



448 Ì. Â. Øâèäåôñêè

åì

J = P(f)−1(I) =
{
U ∈ B(X1) | P(f)(U) ∈ I

}
=

{
U ∈ B(X1) | f−1(U) ∈ I

}
.

Òîãäà äëÿ êàæäîãî V ∈ B(X1) èìååì V ∈ φB(X1)(J) òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà V ⊆
⋃{

U ∈ B(X1) | f−1(U) ∈ I
}
, ÷òî âëå÷åò

f−1(V ) ⊆f−1
(⋃{

U ∈ B(X1) | f−1(U) ∈ I
})

=
⋃{

f−1(U) | U ∈ B(X1), f
−1(U) ∈ I

}
⊆

⋃{
U ′ ∈ B(X0) | U ′ ∈ I

}
,

ò.å. f−1(V ) ∈ φB(X0)(I) = I. Ñëåäîâàòåëüíî, V ∈ J è J = φB(X1)(J) ÿâ-

ëÿåòñÿ èäåàëîì äèñòðèáóòèâíîãî c-÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà

P(X0).

Äàëåå ìû äîêàçûâàåì, ÷òî P(f)−1(I) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì èäåàëîì.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè P(f)−1(I) = B(X1) òî, ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî X1 =⋃
U∈B(X1)

U , ïîëó÷àåì X0 = f−1(X1) =
⋃

U∈B(X1)

f−1(U) ⊆
⋃
V ∈I

V . Òàê êàê I

ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì èäåàëîì â P(X0), ñóùåñòâóåò V ′ ∈ B(X0) òàêîé, ÷òî

V ′ /∈ I. Òîãäà V ′ ⊆ X0 ⊆
⋃
V ∈I

V , îòêóäà V ′ ∈ φB(X0)(I) = I, ÷òî íåâîçìîæíî.

Ýòî ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî P(f)−1(I) 6= B(X1).

Ìû äîêàçûâàåì, ÷òî P(f)−1(I) 6= ∅. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1 : ∅ ∈ B(X1). Â ýòîì ñëó÷àå ∅ ∈ P(f)−1(I), òàê êàê f−1(∅) =

∅ ∈ I.

Ñëó÷àé 2 : ∅ /∈ B(X1). Â ýòîì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâî X1 ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè

ñîáðàííûì, íî íå ñîáðàííûì ëèáî áàçà B(X1) íå íàïðàâëåíà âíèç, êàê

ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ 1(ii).

Âî âòîðîì ñëó÷àå ìû âèäèì, ÷òî ñóùåñòâóþò äâà íåïóñòûõ îòêðûòûõ

ìíîæåñòâà V0, V1 ∈ B(X1) òàêèõ, ÷òî V0 ∩ V1 = ∅. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ, ñëå-

äîâàòåëüíî, X1 íå èìååò íàèáîëüøåãî ýëåìåíòà îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà ñïå-

öèàëèçàöèè ≤X1 . Âîçìîæíû äâà ïîäñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 2a. Ïóñòü I = {∅}. Â ýòîì ñëó÷àå X0 ÿâëÿåòñÿ ñîáðàííûì ïðî-

ñòðàíñòâîì ïî îïðåäåëåíèþ 1(ii). Áîëåå òîãî, F = B(X0)\I ÿâëÿåòñÿ ñîá-

ñòâåííûì ôèëüòðîì. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåñå÷åíèå äâóõ íåïóñòûõ îòêðû-
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òûõ áàçèñíûõ ìíîæåñòâ â X0 íå ïóñòî, à çíà÷èò, íå ïóñòî è ïåðåñå÷åíèå

äâóõ íåïóñòûõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ â X0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî X0 ÿâëÿåòñÿ

çàìêíóòûì íåïðèâîäèìûì ìíîæåñòâîì. Òàê êàê X0 ÿâëÿåòñÿ ñîáðàííûì

ïðîñòðàíñòâîì, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî X0 ñîäåðæèò íàèáîëüøèé ýëåìåíò >.

Åñëè f−1(U) /∈ I, òî f−1(U) 6= ∅ äëÿ âñåõ U ∈ B(X1). Ñëåäîâàòåëüíî,

> ∈
⋂

U∈B(X1)

f−1(U) = f−1
( ⋂
U∈B(X1)

U
)
.

Òîãäà f(>) ∈
⋂

U∈B(X1)

U è f(>) äîëæåí áûòü íàèáîëüøèì ýëåìåíòîì â X1

îòíîñèòåëüíî ≤X1 , ÷åì îí íå ÿâëÿåòñÿ. Ýòî ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî

f−1(U) = ∅ ∈ I äëÿ íåêîòîðîãî U ∈ B(X1), òàê ÷òî P(f)−1(I) 6= ∅ â ýòîì

ñëó÷àå, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ñëó÷àé 2b. Ïóñòü I 6= {∅}. Òàê êàê I ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì èäåàëîì

â P(X0), ñóùåñòâóåò V ′ ∈ B(X0) òàêîé, ÷òî ∅ 6= V ′ ∈ I. Òîãäà ìíîæåñòâî

W = X0\V ′ ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì â X0. Êðîìå òî-

ãî, ∅ 6= F = B(X0)\I ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ôèëüòðîì. Áîëåå òîãî, ∅ /∈ F ,

òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû èìåëè áû F = B(X0), ÷òî íåâîçìîæíî.

Åñëè P(f)−1(I) = ∅ â ýòîì ñëó÷àå, òî f−1(U) ∈ F äëÿ âñåõ U ∈ B(X1). Òàê

êàê F ÿâëÿåòñÿ ôèëüòðîì, ñåìåéñòâî F ñîñòîèò èç íåïóñòûõ êîìïàêòíûõ

îòêðûòûõ ìíîæåñòâ è íàïðàâëåíî âíèç. Åñëè V ∈ F , òî V ⊈ V ′, îòêóäà

V ∩W 6= ∅. Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî ñåìåéñòâî F ∪ {W} îáëàäàåò ñâîéñòâîì

êîíå÷íîãî ïåðåñå÷åíèÿ. Ïî [2, ò. 11], ýòî ñåìåéñòâî èìååò íåïóñòîå ïåðåñå-

÷åíèå. Ïîñêîëüêó {f−1(U) | U ∈ B(X1)} ⊆ F , èìååì

∅ 6=
⋂

U∈B(X1)

f−1(U) = f−1
( ⋂

U∈B(X1)

U
)
.

Ïóñòü a ∈ f−1
( ⋂
U∈B(X1)

U
)
. Òîãäà f(a) ∈

⋂
U∈B(X1)

U , òàê ÷òî f(a) ÿâëÿ-

åòñÿ íàèáîëüøèì ýëåìåíòîì â X1 îòíîñèòåëüíî ≤X1 , ïðîòèâîðå÷èå. Ýòî

äîêàçûâàåò, ÷òî P(f)−1(I) 6= ∅ è P(f)−1(I) ÿâëÿåòñÿ ïîýòîìó ñîáñòâåííûì

èäåàëîì â P(X1), ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Îñòàåòñÿ óñòàíîâèòü, ÷òî P(f)−1(I) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì èäåàëîì. Äåé-

ñòâèòåëüíî, ïóñòü U0, U1 ∈ B(X1) òàêîâû, ÷òî U = {U ∈ B(X1) | U ⊆

U0 ∩ U1} = L(U0, U1) ⊆ P(f)−1(I). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî f−1(U ) = {f−1(U) |

U ∈ B(X1), U ⊆ U0 ∩ U1} ⊆ I. Òàê êàê B(X1) îáðàçóåò áàçó T (X1),

ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî U0 ∩ U1 =
⋃

U . Òîãäà f−1(U0) ∩ f−1(U1) = f−1(U0 ∩
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U1) =
⋃
f−1(U ). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîãî V ∈ B(X0) òàêîãî, ÷òî V ⊆

f−1(U0) ∩ f−1(U1), èìååì V ⊆
⋃
f−1(U ), è òàê V ∈ φB(X0)(I) = I. Òàêèì

îáðàçîì L
(
f−1(U0), f

−1(U1)
)
⊆ I. Òàê êàê I ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì èäåàëîì, â

ñèëó [1, ëåììû 1.2], èìååì f−1(Ui) ∈ I, è ñëåäîâàòåëüíî Ui ∈ P(f)−1(I) äëÿ

íåêîòîðîãî i < 2. Ïðèìåíÿÿ ñíîâà [1, ëåììó 1.2], ïîëó÷àåì, ÷òî P(f)−1(I)

äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì èäåàëîì.

3 ÊÀÒÅÃÎÐÈÈ ÏÎ×ÒÈ ÑÎÁÐÀÍÍÛÕ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂ

Ñ ÁÀÇÎÉ

Íàïîìíèì, ÷òî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ñïåêòðàëü-

íûì (ñïåêòðàëüíûì), åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ñîáðàííûì ïðîñòðàíñòâîì

(ñîáðàííûì êîìïàêòíûì ïðîñòðàíñòâîì), êîòîðîå èìååò àääèòèâíóþ è

ìóëüòèïëèêàòèâíóþ áàçó. Â ýòîì ñëó÷àå èç [1, ëåììà 3.3] ñëåäóåò, ÷òî

ýòà áàçà ÿâëÿåòñÿ ëèáî ìíîæåñòâîì âñåõ îòêðûòûõ íåïóñòûõ êîìïàêòíûõ

ìíîæåñòâ, ëèáî ìíîæåñòâîì âñåõ îòêðûòûõ êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ (ìíî-

æåñòâîì âñåõ îòêðûòûõ êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ) â X.

Òàáëèöà ïîëíûõ ïîäêàòåãîðèé êàòåãîðèè DP, à òàêæå äóàëüíûõ èì

ïîëíûõ ïîäêàòåãîðèé êàòåãîðèè AS èç [1] äîëæíà âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì

îáðàçîì.

DP Îáúåêòû: äèñòðèáóòèâíûå
c-÷.ó. ìíîæåñòâà

AS Îáúåêòû: ïî÷òè ïîëóñïåêò-
ðàëüíûå ïðîñòðàíñòâà ñ áà-
çîé

Ìîðôèçìû: ñòðîãèå îòî-
áðàæåíèÿ

Ìîðôèçìû: ñïåêòðàëüíûå
îòîáðàæåíèÿ

DP0 Îáúåêòû: äèñòðèáóòèâíûå
c-÷.ó. ìíîæåñòâà ñ 0

ASs Îáúåêòû: (ñîáðàííûå) ïî-
÷òè ïîëóñïåêòðàëüíûå ïðî-
ñòðàíñòâà ñ 0-áàçîé

Ìîðôèçìû: ñòðîãèå îòî-
áðàæåíèÿ (ñîõðàíÿþùèå 0)

Ìîðôèçìû: ñïåêòðàëüíûå
îòîáðàæåíèÿ

DP1 Îáúåêòû: äèñòðèáóòèâíûå
c-÷.ó. ìíîæåñòâà ñ 1

ASc Îáúåêòû: (êîìïàêòíûå) ïî-
÷òè ïîëóñïåêòðàëüíûå ïðî-
ñòðàíñòâà ñ 1-áàçîé

Ìîðôèçìû: ñòðîãèå îòî-
áðàæåíèÿ (ñîõðàíÿþùèå 1)

Ìîðôèçìû: ñïåêòðàëüíûå
îòîáðàæåíèÿ
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DP01 Îáúåêòû: äèñòðèáóòèâ-
íûå c-÷.ó. ìíîæåñòâà ñ 0
è 1

S Îáúåêòû: ïîëóñïåêò-
ðàëüíûå ïðîñòðàíñòâà
ñ (0, 1)-áàçîé

Ìîðôèçìû: ñòðîãèå
îòîáðàæåíèÿ (ñîõðàíÿ-
þùèå 0 è 1)

Ìîðôèçìû: ñïåêòðàëü-
íûå îòîáðàæåíèÿ

DSL∧ Îáúåêòû: äèñòðèáóòèâ-
íûå ∧-ïîëóðåøåòêè

ASp Îáúåêòû: ïî÷òè ñïåêò-
ðàëüíûå ïðîñòðàíñòâà ñ
áàçîé

Ìîðôèçìû: ñòðîãèå
ãîìîìîðôèçìû ∧-ïîëó-
ðåøåòîê

Ìîðôèçìû: ñïåêòðàëü-
íûå îòîáðàæåíèÿ

DSL∧
0 Îáúåêòû: äèñòðèáóòèâ-

íûå ∧-ïîëóðåøåòêè ñ 0
ASps Îáúåêòû: ñîáðàííûå

ïî÷òè ñïåêòðàëüíûå
ïðîñòðàíñòâà ñ áàçîé

Ìîðôèçìû: ñòðîãèå
ãîìîìîðôèçìû (∧, 0)-
ïîëóðåøåòîê

Ìîðôèçìû: ñïåêòðàëü-
íûå îòîáðàæåíèÿ

DSL∧
1 Îáúåêòû: äèñòðèáóòèâ-

íûå ∧-ïîëóðåøåòêè ñ 1
ASpc Îáúåêòû: (êîìïàêòíûå)

ïî÷òè ñïåêòðàëüíûå
ïðîñòðàíñòâà ñ 1-áàçîé

Ìîðôèçìû: ñòðîãèå
ãîìîìîðôèçìû (∧, 1)-
ïîëóðåøåòîê

Ìîðôèçìû: ñïåêòðàëü-
íûå îòîáðàæåíèÿ

DSL∧
01 Îáúåêòû: äèñòðèáóòèâ-

íûå ∧-ïîëóðåøåòêè ñ 0
è 1

Sp Îáúåêòû: ñïåêòðàëüíûå
ïðîñòðàíñòâà ñ 1-áàçîé

Ìîðôèçìû: ñòðî-
ãèå ãîìîìîðôèçìû
(∧, 0, 1)-ïîëóðåøåòîê

Ìîðôèçìû: ñïåêòðàëü-
íûå îòîáðàæåíèÿ

DSL∨ Îáúåêòû: äèñòðèáóòèâ-
íûå ∨-ïîëóðåøåòêè

AsSpec Îáúåêòû: ïî÷òè ïî-
ëóñïåêòðàëüíûå ïðî-
ñòðàíñòâà ñ àääèòèâíîé
áàçîé

Ìîðôèçìû: ñòðîãèå
ãîìîìîðôèçìû ∨-ïîëó-
ðåøåòîê

Ìîðôèçìû: ñïåêòðàëü-
íûå îòîáðàæåíèÿ

DSL∨
0 Îáúåêòû: äèñòðèáóòèâ-

íûå ∨-ïîëóðåøåòêè ñ 0
AsSpecs Îáúåêòû: (ñîáðàííûå)

ïî÷òè ïîëóñïåêòðàëü-
íûå ïðîñòðàíñòâà ñ
àääèòèâíîé 0-áàçîé

Ìîðôèçìû: ñòðîãèå
ãîìîìîðôèçìû (∨, 0)-
ïîëóðåøåòîê

Ìîðôèçìû: ñïåêòðàëü-
íûå îòîáðàæåíèÿ
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DSL∨
1 Îáúåêòû: äèñòðèáóòèâ-

íûå ∨-ïîëóðåøåòêè ñ 1
AsSpecc Îáúåêòû: êîìïàêòíûå

ïî÷òè ïîëóñïåêòðàëü-
íûå ïðîñòðàíñòâà ñ
àääèòèâíîé áàçîé

Ìîðôèçìû: ñòðîãèå
ãîìîìîðôèçìû (∨, 1)-
ïîëóðåøåòîê

Ìîðôèçìû: ñïåêòðàëü-
íûå îòîáðàæåíèÿ

DSL∨
01 Îáúåêòû: äèñòðèáóòèâ-

íûå ∨-ïîëóðåøåòêè ñ 0
è 1

sSpec Îáúåêòû: ïîëóñïåêò-
ðàëüíûå ïðîñòðàíñòâà
ñ àääèòèâíîé 0-áàçîé

Ìîðôèçìû: ñòðî-
ãèå ãîìîìîðôèçìû
(∨, 0, 1)-ïîëóðåøåòîê

Ìîðôèçìû: ñïåêòðàëü-
íûå îòîáðàæåíèÿ

DL Îáúåêòû: äèñòðèáóòèâ-
íûå ðåøåòêè

ASpec Îáúåêòû: ïî÷òè ñïåêò-
ðàëüíûå ïðîñòðàíñòâà

Ìîðôèçìû: ñòðîãèå
ãîìîìîðôèçìû ðåøå-
òîê

Ìîðôèçìû: ñïåêòðàëü-
íûå îòîáðàæåíèÿ

DL0 Îáúåêòû: äèñòðèáóòèâ-
íûå ðåøåòêè ñ 0

ASpecs Îáúåêòû: ñîáðàííûå
ïî÷òè ñïåêòðàëüíûå
ïðîñòðàíñòâà

Ìîðôèçìû: ñòðîãèå
ãîìîìîðôèçìû 0-
ðåøåòîê

Ìîðôèçìû: ñïåêòðàëü-
íûå îòîáðàæåíèÿ

DL1 Îáúåêòû: äèñòðèáóòèâ-
íûå ðåøåòêè ñ 1

ASpecc Îáúåêòû: êîìïàêòíûå
ïî÷òè ñïåêòðàëüíûå
ïðîñòðàíñòâà

Ìîðôèçìû: ñòðîãèå
ãîìîìîðôèçìû 1-
ðåøåòîê

Ìîðôèçìû: ñïåêòðàëü-
íûå îòîáðàæåíèÿ

DL01 Îáúåêòû: äèñòðèáóòèâ-
íûå ðåøåòêè ñ 0 è 1

Spec Îáúåêòû: ñïåêòðàëüíûå
ïðîñòðàíñòâà

Ìîðôèçìû: ãîìîìîð-
ôèçìû (0, 1)-ðåøåòîê

Ìîðôèçìû: ñïåêòðàëü-
íûå îòîáðàæåíèÿ

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîð áëàãîäàðåí ïðîôåññîðó Öçèí Ëó (Øýíüñèéñêèé

ïåäàãîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò) çà òùàòåëüíîå ïðî÷òåíèå [1] è óêàçàíèå íà

òîò ôàêò, ÷òî îïðåäåëåíèå òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ñ áàçîé, äàííîå â

[1, îïðåäåëåíèå 3.2], ñîäåðæèò èçëèøíå ñèëüíûå òðåáîâàíèÿ.
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Â.È.Àðõèïîâà. Ìåòîäû èçâëå÷åíèÿ çíàíèé î ñèòóàöèÿõ è ñîáûòèÿõ èç

òåêñòà åñòåñòâåííîãî ÿçûêà.

À.À.Øèøêèí. Îöåíêà ñîîòâåòñòâèÿ âàêàíñèè è îïûòà ñîèñêàòåëÿ ñ ïîìî-

ùüþ íåéðîííûõ ñåòåé.

Â.Ñ.Ìèðîíîâ. Èçâëå÷åíèå ýìîöèé èç òåêñòîâ åñòåñòâåííîãî ÿçûêà ïðè ïî-

ìîùè LogicText.

Î.À.Êîâàëåâñêàÿ. Ðàçðàáîòêà ñåðâèñà äëÿ àâòîìàòèçèðîâàííîé ðàññûëêè

ýëåêòðîííûõ ïèñåì.

Î.À. Ãóðòóåâà. Ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ îïðåäåëåíèÿ ýìîöèé ïîëüçîâàòåëÿ íà

îñíîâå àíàëèçà òåêñòîâûõ è çâóêîâûõ äàííûõ.

À.Øàáàëèí. Ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ àíàëèçà ïîëüçîâàòåëüñêèõ íàìåðåíèé äëÿ

ðåàëèçàöèè âèðòóàëüíîãî ïîìîùíèêà.

2247-å çàñåäàíèå. 16 íîÿáðÿ 2023 ã.

Çàñåäàíèå ñåêöèè íåêëàññè÷åñêèõ ëîãèê è

óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû

Ä.Þ.Åìåëüÿíîâ. Îá àëãåáðàõ áèíàðíûõ èçîëèðóþùèõ ôîðìóë äëÿ òåîðèé

çèã-çàã ïðîèçâåäåíèé.

Á.Ø.Êóëïåøîâ (Àëìà-Àòà, Êàçàõñòàí). Îá àëãåáðàõ áèíàðíûõ ôîðìóë

äëÿ ñëàáî öèêëè÷åñêè ìèíèìàëüíûõ òåîðèé: êóñî÷íî ìîíîòîííûé ñëó÷àé.

Á.Ø.Êóëïåøîâ (Àëìà-Àòà, Êàçàõñòàí), Ñ.Â.Ñóäîïëàòîâ. Î âàðèàöèÿõ

æåñòêîñòè äëÿ óïîðÿäî÷åííûõ òåîðèé.

Èí.È.Ïàâëþê, Ñ.Â.Ñóäîïëàòîâ. Î ñòåïåíÿõ àëãåáðàèçàöèè äëÿ êîíå÷íûõ

ñòðóêòóð.

Ñ.Â.Ñóäîïëàòîâ. Îá óñëîâíûõ õàðàêòåðèñòèêàõ æåñòêîñòè.

À.À.Ñòåïàíîâà (Âëàäèâîñòîê), Å.Ë.Åôðåìîâ (Âëàäèâîñòîê), Ñ. Ã.×åêàíîâ

(Âëàäèâîñòîê). Ïñåâäîêîíå÷íûå ïîëèãîíû.

Â.Â.Âåðáîâñêèé (Àëìà-Àòà, Êàçàõñòàí). Îá îáîáùåíèÿõ ñëàáîé î-ìèíè-

ìàëüíîñòè íà ÷àñòè÷íûå ïîðÿäêè.

Å.Ë.Åôðåìîâ (Âëàäèâîñòîê). Ñòðîåíèå ñâÿçíîãî êîíãðóýíö-ïåðåñòàíîâî÷-

íîãî ïîëèãîíà íàä êîììóòàòèâíûì ìîíîèäîì.

Ñ.Á.Ìàëûøåâ. Î ïðåäãåîìåòðèÿõ òåîðèé óíàðîâ.
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È.À.Ñàõàðîâ (Âëàäèâîñòîê). Èíúåêòèâíûå óíàðû.

2248-å çàñåäàíèå. 16 íîÿáðÿ 2023 ã.

Çàñåäàíèå ñåêöèè òåîðèè âû÷èñëèìîñòè

Ø.Ä.Íîäèðîâ (Êàðøè, Óçáåêèñòàí), Ì.Õ.Ôàéçðàõìàíîâ (Êàçàíü, Ðîñ-

ñèÿ). Î áåñêîíå÷íûõ ïðÿìûõ ñóììàõ îäíîçíà÷íûõ íóìåðàöèé ôóíêöèî-

íàëüíûõ ñåìåéñòâ.

À.Àñêàðáåêêûçû (Àëìà-Àòà, Êàçàõñòàí), Ð. Ð.Áàãàâèåâ (Êàçàíü), Â.Èñàêîâ

(Íîâîñèáèðñê), Á.Êàëìóðçàåâ (Àëìà-Àòà, Êàçàõñòàí), Ä.Ä.Íóðëàíáåê (Àë-

ìà-Àòà, Êàçàõñòàí), Ô.Ðàêûìæàíêûçû (Àëìà-Àòà, Êàçàõñòàí), À.Â.Ñëîáî-

æàíèí. Ïóíêòóàëüíûå íóìåðàöèè äëÿ ñåìåéñòâ ìíîæåñòâ.

À.Ì.Èñêàêîâ (Àëìà-Àòà, Êàçàõñòàí), Í.À.Áàæåíîâ, Á.Ñ.Êàëìóðçàåâ (Àë-

ìà-Àòà, Êàçàõñòàí). Undecidability of the theory of the primitive recursive

many-one degrees of recursive sets.

À.Â.Ñëîáîæàíèí. Rogers semilattices of Grzegorczyk hierarchy.

Ì.Ì.ßìàëååâ (Êàçàíü). Non-uniformity and downwards density in the Turing

degrees.

Ð. Ð.Áàãàâèåâ (Êàçàíü). Ñòðóêòóðíûå ñâîéñòâà 2-â.ï. êîíúþíêòèâíûõ è

äèçúþíêòèâíûõ ñòåïåíåé.

Ñ.Ë.Êóçíåöîâ, Ñ.Î.Ñïåðàíñêèé (Ìîñêâà). On the complexity of in�nitary

action logic with multiplexing.

2249-å çàñåäàíèå. 16 íîÿáðÿ 2023 ã.

Çàñåäàíèå ñåêöèè òåîðèè ãðóïï è åå ïðèëîæåíèé

Î.Â.Êðàâöîâà (Êðàñíîÿðñê). Äèýäðàëüíûå è êâàòåðíèîííûå ïîäãðóïïû

àâòîòîïèçìîâ ïîëóïîëåâûõ ïðîåêòèâíûõ ïëîñêîñòåé.

Å.Â.Ñîêîëîâ (Èâàíîâî). Î íèëüïîòåíòíîé àïïðîêñèìèðóåìîñòè îáîáùåí-

íûõ ñâîáîäíûõ ïðîèçâåäåíèé ãðóïï.

À.Â. Ðîæêîâ (Êðàñíîäàð). Îá îäíîé ìîäèôèêàöèè AT-ãðóïï.

Ì.À.Ëèñèöûíà (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã). Ñîâåðøåííûå k-ðàñêðàñêè áåñêîíå÷-

íûõ öèðêóëÿíòíûõ ãðàôîâ ñî ñïëîøíûì íàáîðîì äèñòàíöèé.

È.Ë.Ñîõîð (Ãîìåëü). Î ãðóïïàõ ñ ìîäóëÿðíûìè ïîäãðóïïàìè Øìèäòà.
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Î.Þ.Äàøêîâà (Ñåâàñòîïîëü). Ðàçðåøèìûå ïåðèîäè÷åñêèå ãðóïïû êîíå÷-

íîãî íîðìàëüíîãî ðàíãà.

À.Â. Ãðåøíîâ, Â.Ñ.Êîñòûðêèí. Ãîðèçîíòàëüíûå ëîìàíûå è ãðóïïà Ãóðñà.

Â.È.Ìóðàøêî (Ãîìåëü). Î íàñëåäñòâåííûõ ôîðìàöèÿõ Áýðà�Øåìåòêîâà

êîíå÷íûõ ãðóïï.

2250-å çàñåäàíèå. 17 íîÿáðÿ 2023 ã.

Ïëåíàðíîå çàñåäàíèå

Ä.Î.Ðåâèí. The Baer�Suzuki width for certain group-theoretical classes.

Ì.À. Ãðå÷êîñååâà. The spectra of almost simple exceptional groups of Lie

type.

Ñ.Â.Ñêðåñàíîâ. Diameters of �nite groups and related graphs.

2251-å çàñåäàíèå. 17 íîÿáðÿ 2023 ã.

Çàñåäàíèå ñåêöèè òåîðèè âû÷èñëèìîñòè

Ø.Ò.Èøìóõàìåòîâ, Í.À.Àíòîíîâ, Á. Ã.Ìóáàðàêîâ, Ð. Ã. Ðóáöîâà (Êàçàíü).

Îá îäíîì êîìáèíèðîâàííîì òåñòå ïðîñòîòû (äèñòàíöèîííûé äîêëàä).

À.À.Âèêåíòüåâ. Î íåêîòîðûõ ïðîáëåìàõ òåîðèè ìîäåëåé è ðàñïîçíàâàíèÿ

îáðàçîâ.



Àëãåáðà è ëîãèêà, Òîì 63, �4, 459�461 (2024)

Ð Å Ô Å Ð À Ò Û
ÓÄÊ 510.535

Ì.Ì.Àðñëàíîâ, È.È.Áàòûðøèí, Ì.Ì.ßìàëååâ, CEA-îïåðàòîðû è èå-

ðàðõèÿ Åðøîâà. II, Àëãåáðà è ëîãèêà, 63, � 4 (2024), 355�376.

Ïðîäîëæàåòñÿ è çàâåðøàòñÿ ðàáîòà àâòîðîâ [Àëãåáðà è ëîãèêà, 63, � 3

(2024), 248�270]. Äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî íåâû÷èñëèìîãî íèç-

êîãî â. ï. ìíîæåñòâà A, ÷òî ëþáîå ìíîæåñòâî, ÿâëÿþùååñÿ CEA(A) è 2-

â. ï., èìååò â. ï. ñòåïåíü.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: CEA-èåðàðõèÿ, èåðàðõèÿ Åðøîâà, òüþðèíãîâà ñòå-

ïåíü.

ÓÄÊ 512.54:510.67

Ô.À.Äóäêèí, Îáîáùåííûå ãðóïïû Áàóìñëàãà � Ñîëèòåðà, óíèâåðñàëü-

íî ýêâèâàëåíòíûå äðåâåñíûì, Àëãåáðà è ëîãèêà, 63, � 4 (2024), 377�389.

Êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ãðóïïà, êîòîðàÿ äåéñòâóåò íà äåðåâå òàê, ÷òî

âñå âåðøèííûå è ðåáåðíûå ñòàáèëèçàòîðû � áåñêîíå÷íûå öèêëè÷åñêèå

ãðóïïû, íàçûâàåòñÿ îáîáù¼ííîé ãðóïïîé Áàóìñëàãà � Ñîëèòåðà (GBS

ãðóïïà). Âñÿêàÿ GBS ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé π1(A)

ïîäõîäÿùåãî ãðàôà ñ ìåòêàìè A. Åñëè A � äåðåâî ñ ìåòêàìè, òî áóäåì

íàçûâàòü π1(A) äðåâåñíîé GBS ãðóïïîé. Èçâåñòíî, ÷òî GBS ãðóïïû, èçî-

ìîðôíûå äðåâåñíûì, ñàìè ÿâëÿþòñÿ äðåâåñíûìè. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî GBS

ãðóïïû, óíèâåðñàëüíî ýêâèâàëåíòíûå äðåâåñíûì, íå îáÿçàíû áûòü äðåâåñ-

íûìè. Áîëåå òîãî, äàåòñÿ îïèñàíèå âñåõ GBS ãðóïï, óíèâåðñàëüíî ýêâè-

âàëåíòíûõ äðåâåñíûì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îáîáùåííàÿ ãðóïïà Áàóìñëàãà�Ñîëèòåðà, óíèâåðñàëü-

íàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü, ýêçèñòåíöèàëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü.
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ÓÄÊ 510.67

Ê.Æ.Êóäàéáåðãåíîâ, Î ÷èñëå ñ÷åòíûõ ìîäåëåé ïîëíîé òåîðèè è åå

íåñóùåñòâåííîãî ðàñøèðåíèÿ, Àëãåáðà è ëîãèêà, 63, � 4 (2024), 390�405.

Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî (à) ñóùåñòâóåò ïîëíàÿ ñ÷åòíàÿ òåîðèÿ, èìåþùàÿ 2ω

ñ÷åòíûõ ìîäåëåé, íåêîòîðîå íåñóùåñòâåííîå ðàñøèðåíèå êîòîðîé èìååò

ω ñ÷åòíûõ ìîäåëåé; (á) ñóùåñòâóåò ïîëíàÿ ñ÷åòíàÿ òåîðèÿ, èìåþùàÿ 2ω

ñ÷åòíûõ ìîäåëåé, íåêîòîðîå íåñóùåñòâåííîå ðàñøèðåíèå êîòîðîé èìååò

êîíå÷íîå ÷èñëî ñ÷åòíûõ ìîäåëåé. Ýòî äàåò îòâåò íà âîïðîñ À.Ä.Òàéìàíî-

âà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîëíàÿ ñ÷åòíàÿ òåîðèÿ, íåñóùåñòâåííîå ðàñøèðåíèå,

÷èñëî ñ÷åòíûõ ìîäåëåé.

ÓÄÊ 510.67

Á.Ø.Êóëïåøîâ, Ñ.Â.Ñóäîïëàòîâ, Î íîâîì âàðèàíòå îðòîãîíàëüíîñòè

1-òèïîâ â ñëàáî o-ìèíèìàëüíûõ òåîðèÿõ, Àëãåáðà è ëîãèêà, 63, � 4 (2024),

406�426.

Ââîäèòñÿ íîâûé âàðèàíò îðòîãîíàëüíîñòè íåàëãåáðàè÷åñêèõ 1-òèïîâ â

ñëàáî î-ìèíèìàëüíûõ òåîðèÿõ: ïî÷òè âïîëíå îðòîãîíàëüíîñòü. Óñòàíàâ-

ëèâàåòñÿ, ÷òî îòíîøåíèå íå ïî÷òè âïîëíå îðòîãîíàëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ îòíî-

øåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèé òî-

ãî, ÷òî ñëàáî î-ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ êîíå÷íîãî ðàíãà âûïóêëîñòè ñ 1 <

I(T, ω) < 2ω èìååò â òî÷íîñòè 3m6l ñ÷åòíûõ ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ ìî-

äåëåé äëÿ íåêîòîðûõ íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë m, l < ω â òåðìèíàõ

ââåäåííîãî âàðèàíòà îðòîãîíàëüíîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñëàáàÿ o-ìèíèìàëüíîñòü, îðòîãîíàëüíîñòü, ãèïîòåçà

Âîîòà, ñ÷åòíàÿ ìîäåëü, ðàíã âûïóêëîñòè.

ÓÄÊ 512.554.31:510.67

Ó.Ë.Ìàðèàíî, Æ.Øâàðö, Ãèïîòåçà Ãåëüôàíäà � Êèðèëëîâà êàê ôîð-

ìóëà ïåðâîãî ïîðÿäêà, Àëãåáðà è ëîãèêà, 63, � 4 (2024), 427�441.

Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ äàííîé (ïðèâåäåííîé) ñèñòåìû êîðíåé Σ è ëþ-

áîãî àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîãî ïîëÿ k õàðàêòåðèñòèêè íóëü ñïðàâåäëè-
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âîñòü ãèïîòåçû Ãåëüôàíäà � Êèðèëëîâà äëÿ êîíå÷íîìåðíîé àëãåáðû Ëè

gk,Σ � åäèíñòâåííîé ïîëóïðîñòîé àëãåáðû Ëè íàä k ñ ñèñòåìîé êîðíåé Σ �

ýêâèâàëåíòíà äîêàçóåìîñòè îïðåäåëåííîãî ïðåäëîæåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà

íà ÿçûêå êîëåö L (0, 1,+, ∗,−) â òåîðèè ACF0 àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûõ

ïîëåé õàðàêòåðèñòèêè íóëü.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå, ãèïîòåçà Ãåëüôàíäà �

Êèðèëëîâà, êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà Ëè.


