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Ïàìÿòè Âèòàëèÿ Àíàòîëüåâè÷à Ðîìàíüêîâà

13 äåêàáðÿ 2023 ã. ñêîðîïîñòèæíî ñêîí÷àëñÿ Âèòàëèé Àíàòîëüåâè÷ Ðî-

ìàíüêîâ � çàìå÷àòåëüíûé ìàòåìàòèê, ïðåâîñõîäíûé ïåäàãîã è ïîïóëÿðè-

çàòîð íàóêè; ÿðêèé è ñàìîáûòíûé ïðåäñòàâèòåëü ñèáèðñêîé øêîëû àëãåá-

ðû è ëîãèêè, ìíîãî ñäåëàâøèé äëÿ ðàçâèòèÿ ìàòåìàòèêè â Ñèáèðè, Ðîññèè

è âî âñåì ìèðå.

Âèòàëèé Àíàòîëüåâè÷ ðîäèëñÿ 12 ôåâðàëÿ 1948 ã. â Óñòü-Êàìåíîãîðñêå

ÊàçÑÑÐ. Ïîñëå îêîí÷àíèÿ ñðåäíåé øêîëû ñ çîëîòîé ìåäàëüþ è íàáîðîì

äèïëîìîâ ðàçíûõ ñòåïåíåé íà Ðåñïóáëèêàíñêèõ è Âñåñîþçíûõ îëèìïèàäàõ

ïî ìàòåìàòèêå è ôèçèêå îí â 1966 ã. ïîñòóïèë íà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé

ôàêóëüòåò Íîâîñèáèðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà, çàêîí÷èâ åãî ñ

îòëè÷èåì â 1971 ã. (ïîëó÷èâ äèïëîìû ïåðâîé è âòîðîé ñòåïåíè çà ëó÷øèå

ñòóäåí÷åñêèå ðàáîòû è îïóáëèêîâàâ òðè ñòàòüè â êðóïíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ
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æóðíàëàõ) ïîñòóïèë â òîò æå ãîä â àñïèðàíòóðó Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè

ÑÎ ÀÍ ÑÑÑÐ, ãäå åãî íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì ñòàë Âëàäèìèð Íèêàíîðî-

âè÷ Ðåìåñëåííèêîâ. Â 1974 ã., çàùèòèâ êàíäèäàòñêóþ äèññåðòàöèþ, Âèòà-

ëèé Àíàòîëüåâè÷ ïîñòóïèë íà ðàáîòó â Îìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñè-

òåò, à â 1978 ã. ñòàë ñòàðøèì íàó÷íûì ñîòðóäíèêîì îòêðûâøåãîñÿ â Îìñêå

Êîìïëåêñíîãî îòäåëà Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè ÑÎ ÀÍ ÑÑÑÐ, ïî-ïðåæíåìó

÷èòàÿ ëåêöèè â ÎìÃÓ. Â 1992 ã. îí óñïåøíî çàùèòèë äîêòîðñêóþ äèññåð-

òàöèþ, â 1995 ã. ïîëó÷èë çâàíèå ïðîôåññîðà è â 1996 ã. îñíîâàë êàôåäðó

èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì (ñåé÷àñ ýòî êàôåäðà êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè

è ïðîãðàììèðîâàíèÿ).

Äàæå ýòî êðàòêîå ïåðå÷èñëåíèå ôàêòîâ áèîãðàôèè ïîêàçûâàåò òåñíóþ

ñâÿçü Âèòàëèÿ Àíàòîëüåâè÷à ñ ñèáèðñêîé øêîëîé Àëãåáðû è Ëîãèêè, ñ

Àêàäåìãîðîäêîì è åãî îñîáûì äóõîì. Àêàäåìãîðîäîê òîãî âðåìåíè: ìî-

ëîäîé è àìáèöèîçíûé óíèâåðñèòåò ÍÃÓ, òåñíî ðàáîòàþùèé ñ òîëüêî ÷òî

ñîçäàííûìè èíñòèòóòàìè, ëåãåíäàðíûå ìàòåìàòèêè è ôèçèêè, íåáûâàëûé

äóõ ñâîáîäû è îñîáîñòè. Áûëî èíòåðåñíî, íî íå ïðîñòî, â ÍÃÓ ñîáèðàëèñü

äåéñòâèòåëüíî ëó÷øèå, áûëî ìîùíîå ñîðåâíîâàíèå, ìîæíî áûëî äðîãíóòü

è ïîòåðÿòüñÿ, à ìîæíî, êàçàëîñü áû, ìãíîâåííî âûðàñòè è íà÷àòü äåëàòü

íàñòîÿùóþ íàóêó. Óåõàâ â Îìñê, Âèòàëèé Àíàòîëüåâè÷ îïÿòü îêàçàëñÿ â

ãóùå òîé æå ñàìîé àêàäåìîâñêîé ñðåäû, äåëî â òîì, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêèé

ôàêóëüòåò ÎìÃÓ è Êîìïëåêñíûé îòäåë çàäóìûâàëèñü, ñîçäàâàëèñü è âîñ-

ïðèíèìàëèñü êàê åñòåñòâåííîå ïðîäîëæåíèå ìàòôàêà ÍÃÓ è Èíñòèòóòà

ìàòåìàòèêè ÑÎ ÐÀÍ. È äóõ áûë ïîõîæèé, è ëþäè. Âèòàëèé � ñâîáîäíûé,

íåîáû÷íûé, áëåñòÿùèé âî âñåõ ñâîèõ íà÷èíàíèÿõ: øàõìàòû, áàñêåòáîë, ïî-

ýçèÿ, êàïóñòíèêè, ïðåïîäàâàíèå, è ñàìîå ãëàâíîå, ÿðêàÿ ñàìîáûòíàÿ ìà-

òåìàòèêà, � áûë ïðîñòî ñîçäàí äëÿ òàêîé ñðåäû. Âñêîðå îí ñòàë îäíèì

èç ëèäåðîâ îìñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé êîìàíäû, à çàòåì è ìèðîâûì ýêñïåð-

òîì â îáëàñòè àëãîðèòìè÷åñêîé è êîìáèíàòîðíîé òåîðèè ãðóïï, òåîðèè

ðàçðåøèìûõ ãðóïï è ãðóïï àâòîìîðôèçìîâ. Âèòàëèé Àíàòîëüåâè÷ � àâ-

òîð áîëåå 150 íàó÷íûõ ñòàòåé, 10 ìîíîãðàôèé è ó÷åáíûõ ïîñîáèé. Ïîä

åãî ðóêîâîäñòâîì áûëè óñïåøíî çàùèùåíû 12 êàíäèäàòñêèõ è äâå PhD

äèññåðòàöèè.
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Õî÷åòñÿ îòìåòèòü îäíó îñîáåííîñòü ìàòåìàòè÷åñêîãî òàëàíòà Âèòàëèÿ

Àíàòîëüåâè÷à. Ìíîãèå åãî òåîðåìû ïîëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå êàêîãî-òî

íåîáû÷íîãî ïîñòðîåíèÿ, îí áûë ìàñòåðîì íåîæèäàííîé êîíñòðóêöèè, çà-

ìå÷àòåëüíûì èçîáðåòàòåëåì â òåîðèè ãðóïï. Îí ëåãêî óâëåêàëñÿ è áûñòðî

âõîäèë â íîâûå îáëàñòè èññëåäîâàíèé, íå çàáûâàÿ ñâîè ëþáèìûå íèëüïî-

òåíòíûå è ðàçðåøèìûå ãðóïïû, âîçâðàùàÿñü ê íèì ñ íîâûìè èäåÿìè è

íîâûìè çàäà÷àìè.

Óïîìÿíåì ëèøü íåêîòîðûå, äàëåêî íå âñå, ðåçóëüòàòû Âèòàëèÿ Àíà-

òîëüåâè÷à, êîòîðûå ëèáî îêàçàëè ñèëüíîå âëèÿíèå íà ðàçâèòèå öåëûõ íà-

ïðàâëåíèé òåîðèè ãðóïï, ëèáî ïîìåíÿëè íàøå ïðåäñòàâëåíèå î êàêèõ-òî

çàäà÷àõ, ëèáî îòêðûëè íîâûå îáëàñòè èññëåäîâàíèé.

1. Ìåòîä èíòåðïðåòàöèè äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé â ãðóïïàõ. Â ðàáîòàõ

[1, 2] ââåäåí ìåòîä èíòåðïðåòàöèè äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé â ãðóïïàõ

è äîêàçàíà íåðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèé â ñâîáîäíûõ íèëüïîòåíòíûõ è

ìåòàáåëåâûõ ãðóïïàõ. Ýòè ðåçóëüòàòû ïîðîäèëè íîâóþ îáëàñòü òåîðèè

ãðóïï ñ ìíîãî÷èñëåííûìè ïðèëîæåíèÿìè. Óäèâèòåëüíûé ðåçóëüòàò ïî-

ëó÷åí â [8]: ïîñòðîåíà êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà G

ñòóïåíè 2, â êîòîðîé êîììóòàòîðíûå óðàâíåíèÿ âèäà [x, y] = g, ãäå g �

ýëåìåíò èç G, íåðàçðåøèìû.

2. Øèðèíà âåðáàëüíûõ ïîäãðóïï. Â ðàáîòå [3] äîêàçàíà êîíå÷íîñòü øèðè-

íû âåðáàëüíûõ ïîäãðóïï â ïîëèöèêëè÷åñêèõ ãðóïïàõ. Ýòè è ïîñëåäó-

þùèå ôóíäàìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â àëãîðèò-

ìè÷åñêîé è òåîðåòèêî-ìîäåëüíîé òåîðèè ãðóïï.

3. Ýêâàöèîíàëüíàÿ íåòåðîâîñòü. Ðàáîòà [4] èíèöèèðîâàëà èçó÷åíèå ýê-

âàöèîíàëüíîé íåòåðîâîñòè â àëãåáðå; ñåé÷àñ ýòî àêòèâíàÿ îáëàñòü èñ-

ñëåäîâàíèé ñî ìíîãèìè ïåðâîêëàññíûìè ðåçóëüòàòàìè.

4. Àâòîìîðôèçìû ñâîáîäíûõ ìåòàáåëåâûõ ãðóïï. Ñ. Áàõìóò è Õ. Ìî-

÷èçóêè, è íåçàâèñèìî Â. Ðîìàíüêîâ, äîêàçàëè, ÷òî âñå àâòîìîðôèçìû

ñâîáîäíîé ìåòàáåëåâîé ãðóïïû M(n) êîíå÷íîãî ðàíãà n > 3 ÿâëÿþò-

ñÿ ðó÷íûìè [5], ò.å. èíäóöèðîâàíû àâòîìîðôèçìàìè ñîîòâåòñòâóþùåé

àáñîëþòíî ñâîáîäíîé ãðóïïû. Ðàíåå ×åéí ïîñòðîèë íåðó÷íîé àâòîìîð-
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ôèçì â M(3). Ðîìàíüêîâ ñóùåñòâåííî óñèëèë ýòîò ðåçóëüòàò ïîêàçàâ,

÷òî â ãðóïïå M(3) åñòü íåðó÷íûå ïðèìèòèâíûå ýëåìåíòû.

5. Óñðåäíåííûå ôóíêöèè Äåíà. Â ðàáîòàõ [6, 7] äàíû îòâåòû íà âîïðîñû

Ì. Ãðîìîâà: äîêàçàíà ñóáêâàäðàòè÷íîñòü óñðåäíåííîé ôóíêöèè Äå-

íà ñâîáîäíûõ àáåëåâûõ è îïèñàí àñèìïòîòè÷åñêèé ðîñò óñðåäíåííîé

ôóíêöèè Äåíà äëÿ íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï.

6. Àëãîðèòìè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü ïðîáëåì. Ðàáîòà [9] îòêðûëà ïóòü ê èñ-

ñëåäîâàíèþ àëãîðèòìè÷åñêîé ñëîæíîñòè ïðîáëåì ðàâåíñòâà è íàõîæ-

äåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ â ðàçðåøèìûõ ãðóïïàõ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ýòî

àêòèâíî ðàçâèâàþùàÿñÿ îáëàñòü àëãîðèòìè÷åñêîé òåîðèè ãðóïï.

7. Ïîäìîíîèäû, ðàöèîíàëüíûå è âåðáàëüíûå ìíîæåñòâà â ãðóïïàõ. Â. Ðî-

ìàíüêîâ ïî ïðàâó ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâàòåëåé òåîðèè ðàöèîíàëüíûõ

ìíîæåñòâ â ðàçðåøèìûõ ãðóïïàõ. Ñíà÷àëà îòìåòèì îäèí ïðèíöèïè-

àëüíûé ðåçóëüòàò, ïîêàçûâàþùèé ñòðóêòóðíóþ ñëîæíîñòü ìíîæåñòâà

Mat(G) âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ïîäìíîæåñòâ êîíå÷íî ïîðîæäåííîé ãðóïïû

G: åñëè G ìåòàáåëåâà èëè ïîëèöèêëè÷åñêàÿ, òî Mat(G) ÿâëÿåòñÿ áóëå-

âîé àëãåáðîé òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà G ïî÷òè àáåëåâà [10]. Áîëåå

òîãî, ïðîáëåìà âõîæäåíèÿ â ïîäìîíîèä ñâîáîäíîé íåàáåëåâîé íèëü-

ïîòåíòíîé ãðóïïû íåðàçðåøèìà [11]. Íàêîíåö, ðàáîòà [12] ïîëîæèëà

íà÷àëî èññëåäîâàíèÿì âåðáàëüíî çàìêíóòûõ ïîäãðóïï â ãðóïïàõ.

Êîíå÷íî, ìíîãèå çàìå÷àòåëüíûå ðåçóëüòàòû Âèòàëèÿ Àíàòîëüåâè÷à Ðî-

ìàíüêîâà íå âîøëè â ñïèñîê âûøå. Íåëüçÿ íå îòìåòèòü, ÷òî çà ïîñëåäíèå

15 ëåò Âèòàëèé Àíàòîëüåâè÷ îïóáëèêîâàë ñòàòåé áîëüøå, ÷åì â ëþáûå

äðóãèå 15 ëåò åãî æèçíè. Ýòî òåì áîëåå óäèâèòåëüíî, ÷òî â ýòè ãîäû îí

çíà÷èòåëüíî ðàñøèðèë àðåíó ñâîèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ èíòåðåñîâ. Ýòîé íî-

âîé àðåíîé ñòàëà êðèïòîãðàôèÿ, à Âèòàëèé Àíàòîëüåâè÷ ñòàë îäíèì èç åå

íåñîìíåííûõ ëèäåðîâ. Åãî îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè â ýòîì íàïðàâëåíèè

ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå:

8. Îòêðûò ïðèíöèïèàëüíî íîâûé ìåòîä êðèïòîãðàôè÷åñêîãî àíàëèçà ñõåì

àëãåáðàè÷åñêîé êðèïòîãðàôèè � ìåòîä ðàçëîæåíèÿ. Ïåðâàÿ âåðñèÿ ìå-
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òîäà îïåðèðóåò ñ ëèíåéíûìè, à âòîðàÿ � íåëèíåéíûì ðàçëîæåíèåì.

Âïîñëåäñòâèè Â. Ðîìàíüêîâûì è åãî ó÷åíèêàìè áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî

íåñêîëüêî äåñÿòêîâ èçâåñòíûõ êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ñõåì íå çàùèùåíû

îòíîñèòåëüíî àòàêè ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîãî ìåòîäà. Ïåðåäàâàåìîå â

ñõåìå ñîîáùåíèå ýôôåêòèâíî ðàñêðûâàåòñÿ áåç âû÷èñëåíèÿ çàêðûòûõ

ïàðàìåòðîâ øèôðîâàíèÿ.

9. Çàëîæåíû îñíîâû äèîôàíòîâîé êðèïòîãðàôèè.

10. Ââåäåí â ðàññìîòðåíèå ìåòîä øèôðîâàíèÿ, èñïîëüçóþùèé ñêðûòûå

ìíîæèòåëè, ÷òî ïîçâîëÿåò ñîçäàâàòü ñåìàíòè÷åñêè ñòîéêèå âåðñèè àë-

ãîðèòìîâ øèôðîâàíèÿ.

Ñâåòëàÿ ïàìÿòü î Âèòàëèè Àíàòîëüåâè÷å Ðîìàíüêîâå íàâñåãäà îñòà-

íåòñÿ â íàøèõ ñåðäöàõ.
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è àëãîðèòìè÷åñêîé òî÷åê çðåíèÿ. Ìû äîêàçûâàåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ãðóï-

ïàG è ñîîòâåòñòâóþùàÿ àëãåáðà Ëè L(G) ÿâëÿþòñÿ áèèíòåðïðåòèðóåìûìè

óðàâíåíèÿìè äðóã â äðóãå. Ýòî äàåò ãîðàçäî áîëåå òî÷íîå îïèñàíèå ñîîò-

âåòñòâèÿ, êîòîðîå ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî, â äîïîëíåíèå ê êëàññè÷åñêèì êàòå-

ãîðíûì ñâîéñòâàì, ãðóïïà G è àëãåáðà L(G) îáëàäàþò ìíîãèìè äðóãèìè

àëãåáðàè÷åñêèìè, àëãîðèòìè÷åñêèìè è òåîðåòèêî-ìîäåëüíûìè ñâîéñòâà-

ìè. Ìåòàòåîðåìà çäåñü ñëåäóþùàÿ. Åñëè P � ñâîéñòâî, ñîõðàíÿþùååñÿ

ïðè áèèíòåðïðåòàöèÿõ, òî ãðóïïà G óäîâëåòâîðÿåò P òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà àëãåáðà Ëè L(G) óäîâëåòâîðÿåò P. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî áèèí-

òåðïðåòàöèÿ, êîòîðàÿ çäåñü âîçíèêàåò, ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øåé èç âîçìîæíûõ:

îíà àáñîëþòíà (íèêàêèõ ïàðàìåòðîâ), èíúåêòèâíà (îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíò-

íîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåðïðåòàöèÿì, ÿâëÿþòñÿ ïðîñòî ñòàíäàðòíûìè

ðàâåíñòâàìè ýëåìåíòîâ) è çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè (âñå ôîðìóëû, ó÷àñòâó-

þùèå â èíòåðïðåòàöèÿõ, ÿâëÿþòñÿ êîíúþíêöèÿìè óðàâíåíèé â ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ ÿçûêàõ). Ïðè òàêèõ áèèíòåðïðåòàöèÿõ ñîõðàíÿåòñÿ ìíîæåñòâî

ñâîéñòâ: ýëåìåíòàðíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü, ðàçðåøèìîñòü ýëåìåíòàðíûõ òåî-

ðèé, ðàçðåøèìîñòü äèîôàíòîâûõ ïðîáëåì, ýêâèâàëåíòíîñòü êàòåãîðèé àë-

ãåáðàè÷åñêèõ è ëîãè÷åñêèõ ìíîæåñòâ, àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêàÿ è ëîãè÷å-

ñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü, ýëèìèíàöèÿ ìíèìîñòåé è ò. ä. Ìû îáñóæäàåì íåêî-

òîðûå èç ýòèõ ñâîéñòâ â ï. 2.2 è ññûëàåìñÿ íà ñòàòüþ [1] äëÿ îáùèõ ðåçóëü-

òàòîâ î ñâîéñòâàõ, ñîõðàíÿåìûõ ïðè áèèíòåðïðåòàöèÿõ. Áèèíòåðïðåòèðóå-

ìîñòü G è L(G) äàåò ìîùíûé ïîäõîä ê òåîðåòèêî-ìîäåëüíûì ïðîáëåìàì â

íèëüïîòåíòíûõ ãðóïïàõ: ìîæíî èçó÷àòü òàêèå ïðîáëåìû äëÿ íèëüïîòåíò-

íûõ àëãåáð Ëè L (÷òî ÷àñòî ïðîùå), à çàòåì ïåðåíîñèòü ðåçóëüòàòû íà

íèëüïîòåíòíûå ãðóïïû ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâèÿ Ìàëüöåâà. Òàêèì ìåòî-

äîì áûëî ðåøåíî íåñêîëüêî ïðèíöèïèàëüíûõ ïðîáëåì äëÿ íèëüïîòåíòíûõ

ãðóïï: ýëåìåíòàðíàÿ êëàññèôèêàöèÿ íèëüïîòåíòíûõ êîíå÷íî ïîðîæäåí-

íûõ k-ãðóïï è ðàçðåøèìîñòü èõ ýëåìåíòàðíûõ òåîðèé [2], òå æå ïðîáëåìû

äëÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ñâîáîäíûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ, ðàññìàòðèâàå-

ìûõ êàê Z-ãðóïïû [3], îïèñàíèå ω-ñòàáèëüíûõ è êîíå÷íîãî ðàíãà Ìîðëè

íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ [4], ýëåìåíòàðíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü è

ðàçðåøèìîñòü ýëåìåíòàðíûõ òåîðèé êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ íèëüïîòåíò-
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íûõ ïðî-p-ãðóïï [5].

Ñêàæåì íåñêîëüêî ñëîâ î íèëüïîòåíòíûõ k-ãðóïïàõ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ

îñíîâíûìè îáúåêòàìè â ñîîòâåòñòâèè Ìàëüöåâà. Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïà G

íàçûâàåòñÿ äåëèìîé (èëè ïîëíîé), åñëè äëÿ ëþáûõ g ∈ G è 0 6= 6= n ∈ N

óðàâíåíèå xn = g èìååò ðåøåíèå â G. Åñëè, êðîìå òîãî, êàæäîå òàêîå

óðàâíåíèå xn = g èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, îáîçíà÷àåìîå g
1
n , òî G ÿâ-

ëÿåòñÿ äåëèìîé ãðóïïîé ñ åäèíñòâåííûìè êîðíÿìè. Â ýòîì ñëó÷àå íà G

ñóùåñòâóåò âîçâåäåíèå â Q-ñòåïåíè, ò. å. îòîáðàæåíèå G × Q → G, îïðå-

äåëÿåìîå ôîðìóëîé (g, mn ) → (g
1
n )m, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì

ñâîéñòâàì äëÿ ëþáûõ x, y ∈ G è a, b ∈ Q:

(1) x1 = x,

x0 = e,

ea = e,

xaxb = xa+b,

(xa)b = xab;

(2) (y−1xy)a = y−1xay.

Òàêèå ãðóïïû ìû áóäåì íàçûâàòü Q-ãðóïïàìè. Ìàëüöåâ äîêàçàë, ÷òî

êàæäîå óðàâíåíèå xn = g èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ â íèëüïîòåíòíûõ

ãðóïïàõ áåç êðó÷åíèÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, äåëèìûå íèëüïîòåíòíûå ãðóïïû

áåç êðó÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ Q-ãðóïïàìè. Ìàëüöåâ [6, 7] èçëîæèë îñíîâû òåî-

ðèè íèëüïîòåíòíûõ Q-ãðóïï. Òùàòåëüíîå èññëåäîâàíèå ïðîèçâîëüíûõ Q-

ãðóïï áûëî ïðîâåäåíî Áàóìñëàãîì [8]. Ïðèìåðíî â òî æå âðåìÿ â ñâî-

åì èññëåäîâàíèè óðàâíåíèé â ñâîáîäíûõ ãðóïïàõ Ëèíäîí ââåë ïîíÿòèå

R-ãðóïïû äëÿ ïðîèçâîëüíîãî àññîöèàòèâíîãî óíèòàðíîãî êîëüöà R. Ýòî

ãðóïïû ñ îòîáðàæåíèåì G×R→ G, îáîçíà÷àåìûì (g, a) → ga, êîòîðûå â

òî÷íîñòè óäîâëåòâîðÿþò àêñèîìàì (1) è (2) âûøå. Ìÿñíèêîâ è Ðåìåñëåí-

íèêîâ [9] çàìåòèëè, ÷òî âñå åñòåñòâåííûå ïðèìåðû R-ãðóïï óäîâëåòâîðÿþò

äîïîëíèòåëüíîé àêñèîìå äëÿ ëþáûõ x, y ∈ G è a ∈ R:

(3) [x, y] = e −→ (xy)a = xaya.

Àêñèîìà (3) ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî ëþáàÿ àáåëåâà R-ïîäãðóïïà R-ãðóï-

ïû G èìååò ñòðóêòóðó R-ìîäóëÿ. Ñåé÷àñ ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî R-ãðóïïû

óäîâëåòâîðÿþò àêñèîìå (3), áîëåå ïîçäíèå ðàçðàáîòêè ïî îáùåé òåîðèè R-
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ãðóïï è, â îñîáåííîñòè, ïî èõ òåíçîðíûì ïîïîëíåíèÿì ñì. â [9�11]. Â [12]

Õîëë èçó÷àë íèëüïîòåíòíûå R-ãðóïïû, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþ-

ùåé àêñèîìå 4) äëÿ âñåõ x1, . . . , xn ∈ G è a ∈ R:

(4) xa1x
a
2 · · ·xan = (x1x2 · · ·xn)aτ2(x̄)(

a
2) · · · τc(x̄)(

a
c),

ãäå τi � ñëîâà Ïåòðåñêó, c � êëàññ íèëüïîòåíòíîñòè G, à
(
a
i

)
� áèíîìè-

àëüíûå êîýôôèöèåíòû.

Â ýòîì ñëó÷àå êîëüöî R äîëæíî áûòü áèíîìèàëüíîé îáëàñòüþ, ò. å. îá-

ëàñòüþ öåëîñòíîñòè, ãäå äëÿ êàæäîãî a ∈ R áèíîìèàëüíûé êîýôôèöèåíò(
a
i

)
= a(a−1)...(a−i+1)

i! , ðàññìàòðèâàåìûé êàê ýëåìåíò ïîëÿ ÷àñòíûõ êîëü-

öà R, ïðèíàäëåæèò R. Çàìåòèì, ÷òî ñëîâî τi(x̄) ïðèíàäëåæèò i-ìó ÷ëåíó

íèæíåãî öåíòðàëüíîãî ðÿäà G, ïîýòîìó åñëè [x, y] = e, òî τi(x, y) = e

äëÿ âñåõ i > 1. Çíà÷èò, (4) ÿâëÿåòñÿ ãîðàçäî áîëåå ñèëüíîé âåðñèåé àê-

ñèîìû (3) â ñëó÷àå íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï. Ýòè ãðóïïû, òåïåðü èçâåñòíûå

êàê õîëëîâñêèå R-ãðóïïû, ñòàëè îñíîâíûì îáúåêòîì èçó÷åíèÿ â òåîðèè

íèëüïîòåíòíûõ R-ãðóïï. Â íåêîòîðîì ñìûñëå îíè ÿâëÿþòñÿ èñòèííûìè

àíàëîãàìè íåêîììóòàòèâíûõ (íèëüïîòåíòíûõ) ìîäóëåé íàä êîëüöîì R.

Åñòü îäèí âàæíûé ìîìåíò, î êîòîðîì ìû õîòåëè áû çäåñü óïîìÿíóòü. Âñå

íèëüïîòåíòíûå Q-ãðóïïû, óäîâëåòâîðÿþùèå àêñèîìàì (1), (2), òàêæå óäî-

âëåòâîðÿþò àêñèîìàì (3), (4) (ñì. ï. 2.1). Ñëåäîâàòåëüíî, íèëüïîòåíòíûå

Q-ãðóïïû Ìàëüöåâà â òî÷íîñòè ñîâïàäàþò ñ õîëëîâñêèìè íèëüïîòåíòíû-

ìè Q-ãðóïïàìè. Îäíàêî ýòî íåâåðíî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ k íóëåâîé õà-

ðàêòåðèñòèêè. Àìàãëîáåëè è Ðåìåñëåííèêîâ ïîêàçàëè â [13], ÷òî äëÿ ïîëÿ

ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé Q(x) îò îäíîé ïåðåìåííîé è ðàöèîíàëüíûõ êîýô-

ôèöèåíòîâ ñâîáîäíàÿ íèëüïîòåíòíàÿ Q(x)-ãðóïïà (â êâàçèìíîãîîáðàçèè

Q(x)-ãðóïï, óäîâëåòâîðÿþùèõ àêñèîìàì (1)�(3)) ðàíãà 2, íå ÿâëÿåòñÿ õîë-

ëîâñêîéQ(x)-ãðóïïîé. Èíôîðìàöèþ ïî òåîðèè õîëëîâñêèõ íèëüïîòåíòíûõ

ãðóïï ñì. â ñòàòüå Õîëëà [12] è êíèãå Óîðôèëäà [14]. Íàêîíåö, ìû ñëåäóåì

êíèãå Õóõðî [15] êàñàòåëüíî êëàññè÷åñêîãî ñîîòâåòñòâèÿ Ìàëüöåâà ìåæäó

íèëüïîòåíòíûìè Q-ãðóïïàìè è íèëüïîòåíòíûìè Q-àëãåáðàìè Ëè. Èòàê,

íå êàæäàÿ íèëüïîòåíòíàÿ k-ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ õîëëîâñêîé íèëüïîòåíòíîé

k-ãðóïïîé íàä ïîëåì k íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè. Â ýòîé ñòàòüå âñþäó, ãî-

âîðÿ î íèëüïîòåíòíûõ k-ãðóïïàõ, áóäåì ïîäðàçóìåâàòü (åñëè íå ñêàçàíî
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ïðîòèâíîå) èìåííî õîëëîâñêèå íèëüïîòåíòíûå k-ãðóïïû, êàê ðàç îíè âîç-

íèêàþò ïðè ðàñøèðåíèè ñîîòâåòñòâèÿ Ìàëüöåâà íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ

ïîëåé k õàðàêòåðèñòèêè íóëü.

Äëÿ îáúÿñíåíèÿ ñîîòâåòñòâèÿ Ìàëüöåâà çàôèêñèðóåì ïîëå k íóëåâîé

õàðàêòåðèñòèêè. Êëàññ Gk âñåõ õîëëîâñêèõ íèëüïîòåíòíûõ k-ãðóïï îáðà-

çóåò êàòåãîðèþ Gk õîëëîâñêèõ íèëüïîòåíòíûõ k-ãðóïï, ãäå ìîðôèçìû

ÿâëÿþòñÿ k-ãîìîìîðôèçìàìè. Àíàëîãè÷íî, êëàññ Lk âñåõ íèëüïîòåíòíûõ

k-àëãåáð Ëè îáðàçóåò êàòåãîðèþ Lk îòíîñèòåëüíî k-ãîìîìîðôèçìîâ k-

àëãåáð Ëè. Òåîðåìà ñîîòâåòñòâèÿ Ìàëüöåâà óòâåðæäàåò, ÷òî êàòåãîðèè

Gk è Lk èçîìîðôíû. Ïåðâîíà÷àëüíî ýòî áûëî äîêàçàíî Ìàëüöåâûì äëÿ

k = Q, R â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå. Ïîçæå Ëàçàð çàìåòèë (â íåîïóáëèêî-

âàííîé ñòàòüå), ÷òî óñëîâèå êîíå÷íîìåðíîñòè ìîæíî ñíÿòü. Êóèëëåí [16]

ðàñïðîñòðàíèë ýòè ðåçóëüòàòû íà ïðî-íèëüïîòåíòíûé ñëó÷àé, èñïîëüçóÿ

òåîðèþ ïîëíûõ àëãåáð Õîïôà. Íàêîíåö, Óîðôèëä [14] ñäåëàë íàáðîñîê äî-

êàçàòåëüñòâà äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ. Íèæå (ñì. ï. 2.1) ìû äàåì äðóãîå, ïðÿìîå,

äîêàçàòåëüñòâî òîãî ôàêòà, ÷òî ãðóïïà G(L) íèëüïîòåíòíîé k-àëãåáðû Ëè

L ÿâëÿåòñÿ õîëëîâñêîé íèëüïîòåíòíîé k-ãðóïïîé.

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìûÌàëü-

öåâà î ñîîòâåòñòâèè. Ñëåäóÿ [15], ìû îïèøåì ïðÿìîé ïîäõîä, óäîáíûé äëÿ

íàøèõ öåëåé. À èìåííî, ìû ñòðîèì äâà îòîáðàæåíèÿ L ∈ Lk → G(L) ∈ Gk

è G ∈ Gk → L(G) ∈ Lk, òàêèå ÷òî L(G(L)) = L è G(L(G)) = G äëÿ L ∈ Lk
è G ∈ Gk. Ôàêòè÷åñêè, ìû äîêàçûâàåì, ÷òî ãðóïïà G(L) àáñîëþòíî îïðå-

äåëèìà óðàâíåíèÿìè â àëãåáðå Ëè L, à àëãåáðà Ëè L(G) àáñîëþòíî îïðå-

äåëèìà óðàâíåíèÿìè â ãðóïïå G (îá àáñîëþòíîé îïðåäåëèìîñòè ñì. � 1).

Çàìåòèì, ÷òî Q ≤ k, è, ñëåäîâàòåëüíî, Gk ÿâëÿåòñÿ ïîäêàòåãîðèåé GQ, à

Lk � ïîäêàòåãîðèåé â LQ. Ïîýòîìó ó íàñ åñòü äâà âàðèàíòà: â ïåðâîì

ìû ðàññìàòðèâàåì ãðóïïû G ∈ Gk â ÷èñòî ãðóïïîâîì ÿçûêå, à àëãåáðû

L ∈ Lk � â ÷èñòî êîëüöåâîì ÿçûêå, â ýòèõ ñëó÷àÿõ ïîëå k â ÿçûêå íå

ó÷àñòâóåò; âî âòîðîì âàðèàíòå ìû âêëþ÷àåì äåéñòâèå ïîëÿ k íà L è íà

G(L) â ñèãíàòóðó. Ìû äîêàçûâàåì áèèíòåðïðåòèðóåìîñòü L è G(L) â îáîèõ

ñëó÷àÿõ.

Òåïåðü îïèøåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû è ñòðóêòóðó ñòàòüè. Â § 1 ìû íà-
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ïîìèíàåì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ òåîðèè èíòåðïðåòàöèé. Â ï. 2.1 ìû óñòà-

íàâëèâàåì íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû î õîëëîâñêèõ íèëüïîòåíòíûõ k-ãðóïïàõ,

ýòè ðàññóæäåíèÿ èñïîëüçóåì â äîêàçàòåëüñòâàõ îñíîâíûõ òåîðåì. Â ï. 2.2

ìû äîêàçûâàåì îñíîâíîé òåõíè÷åñêèé ðåçóëüòàò ñòàòüè (òåîðåìó 2.1), à

èìåííî, ïîêàçûâàåì áèèíòåðïðåòèðóåìîñòü L è G = G(L) (èëè, ÷òî ýêâè-

âàëåíòíî, G è L(G) ). Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëû, èíòåðïðåòèðóþùèå G(L) â

L (ôîðìóëà Áåéêåðà � Êýìáåëëà � Õàóñäîðôà), è ôîðìóëû, èíòåðïðå-

òèðóþùèå L â G(L) (ãðóïïîâûå ñëîâà u(x, y) è v(x, y) èç òåîðåìû 2.1), íå

çàâèñÿò íè îò êîíêðåòíîé ãðóïïû G, íè îò àëãåáðû L, íè îò ïîëÿ k; îíè

çàâèñÿò òîëüêî îò êëàññà íèëüïîòåíòíîñòè G è L. Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåð-

ïðåòàöèè G(L) â L è L(G) â G äàþò â òî÷íîñòè ôóíêòîðû ñîîòâåòñòâèÿ

Ìàëüöåâà ìåæäó êàòåãîðèÿìè Gk è Lk.

Â § 3 ìû èçó÷àåì ñâÿçè ìåæäó äèîôàíòîâûìè ïðîáëåìàìè â L ∈ Lk è

G(L) ∈ Gk. Íàïîìíèì, ÷òî äèîôàíòîâà ïðîáëåìà äëÿ ñòðóêòóðû A â ÿçû-

êå L � ýòî àëãîðèòìè÷åñêàÿ ïðîáëåìà, êîòîðàÿ ñïðàøèâàåò, ñóùåñòâóåò

ëè àëãîðèòì, êîòîðûé ïî çàäàííîé êîíå÷íîé ñèñòåìå óðàâíåíèé â ÿçûêå

L (ñ êîíñòàíòàìè èç A ) ðåøàåò, èìååò ëè ñèñòåìà ðåøåíèå â A . Êîíå÷íî,

êîíñòàíòû èç A â ñèñòåìàõ óðàâíåíèé ïðåäïîëàãàþòñÿ ¾êîíñòðóêòèâíû-

ìè¿, ò. å. îíè äîëæíû äîïóñêàòü âû÷èñëèìûå îïèñàíèÿ. Â íàøåì ñëó÷àå

ãðóïïûG è àëãåáðû L ìîãóò áûòü íåñ÷åòíûìè, ïîýòîìó íå âñå èõ ýëåìåíòû

ìîæíî îïèñàòü àëãîðèòìè÷åñêè. Äðóãàÿ ïðîáëåìà êàñàåòñÿ ýëåìåíòîâ ïî-

ëÿ k, êîòîðûå òàêæå ìîãóò áûòü íåêîíñòðóêòèâíûìè, ñì. [17] äëÿ ïîäðîá-

íîãî îáñóæäåíèÿ ýòèõ âîïðîñîâ. ×åðåç D(A ) ìû îáîçíà÷àåì äèîôàíòîâó

ïðîáëåìó äëÿ A . Åñëè ìû ðàññìàòðèâàåì íå êîíå÷íûå ñèñòåìû óðàâíå-

íèé, à îòäåëüíûå óðàâíåíèÿ, òî äèîôàíòîâà çàäà÷à, îãðàíè÷åííàÿ îòäåëü-

íûìè óðàâíåíèÿìè íàä A , îáîçíà÷àåòñÿ êàê D1(A ). Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî

ìû ðàññìàòðèâàåì óðàâíåíèÿ íà ÷èñòîì êîëüöåâîì ÿçûêå â L è ÷èñòîì

ãðóïïîâîì ÿçûêå â G(L), õîòÿ ìû äîïóñêàåì êîíñòàíòû èç L èëè G(L) â

óðàâíåíèÿõ. Ìû ïîêàçûâàåì (òåîðåìà 3.2), ÷òî äèîôàíòîâû çàäà÷è â L è

G(L) ñâîäÿòñÿ äðóã ê äðóãó çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Òî÷íî òàêæå, õîòÿ

èñïîëüçóÿ äðóãóþ ðåäóêöèþ, ìû äîêàçûâàåì, ÷òî D1(L) è D1(G(L)) òàêæå

ñâîäÿòñÿ äðóã ê äðóãó, õîòÿ ìîæåò áûòü è íå çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.
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Áîëåå òîãî, âòîðàÿ ðåäóêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ÿâíîé. À èìåííî, ñóùåñòâóåò àëãî-

ðèòì, êîòîðûé äëÿ ëþáîãî óðàâíåíèÿ P (x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) = 0 íà ÿçû-

êå êîëåö Ëè íàõîäèò ãðóïïîâîå óðàâíåíèå WP (x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) = e,

òàêîå ÷òî äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a1, . . . , am ∈ L ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâ-

íåíèÿ P (x1, . . . , xn, a1, . . . , am) = 0 â L â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì

ðåøåíèé WP (x1, . . . , xn, a1, . . . , am) = e â G(L). Ïîíÿòíî, ÷òî ýòîò æå àë-

ãîðèòì äàåò ÿâíóþ ðåäóêöèþ êàê äëÿ óðàâíåíèé, òàê è äëÿ êîíå÷íûõ ñè-

ñòåì óðàâíåíèé. Ýòî ñâåäåíèå íå çàâèñèò îò òîãî, ÿâëÿþòñÿ ëè ýëåìåíòû

a1, . . . , am êîíñòðóêòèâíûìè â L èëè G(L). Îäíàêî ìû íå ìîæåì ãàðàíòè-

ðîâàòü, ÷òî ýòà ÿâíàÿ ðåäóêöèÿ ñòðîèòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Äåé-

ñòâèòåëüíî, äëÿ óðàâíåíèÿ Ëè P = 0 ðàçìåð ñîîòâåòñòâóþùåãî ãðóïïîâîãî

óðàâíåíèÿWP = e ìîæåò ðàñòè ýêñïîíåíöèàëüíî ñ ðàçìåðîì P . Àíàëîãè÷-

íûå ñâåäåíèÿ ñóùåñòâóþò îò äèîôàíòîâîé ïðîáëåìû â G ê äèîôàíòîâîé

ïðîáëåìå L(G).

Â § 4 ìû èçó÷àåì êàòåãîðèè àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè è ëîãè÷åñêîé

ãåîìåòðèè L è G(L). Á. Ïëîòêèí [18]�[20] ââåë è èçó÷èë êàòåãîðèè àëãåá-

ðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ íàä ïðîèçâîëüíûìè àëãåáðàè÷åñêèìè ñòðóêòóðàìè.

Äëÿ ãðóïï òàêèå êàòåãîðèè èçó÷àëèñü Áàóìñëàãîì, Ìÿñíèêîâûì è Ðå-

ìåñëåííèêîâûì â [21]. Àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ ïðîèçâîëüíûõ ñòðóêòóð

(óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ) ïîëó÷èëà äàëüíåéøåå ðàçâè-

òèå â êíèãå [22] Äàíèÿðîâîé, Ìÿñíèêîâà è Ðåìåñëåííèêîâà. Â óíèâåðñàëü-

íîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè Ïëîòêèí ñôîðìóëèðîâàë ïðèíöèïèàëüíûé

âîïðîñ: êîãäà äâå àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû A è B îäíîãî ÿçûêà L èìå-

þò îäèíàêîâûå àëãåáðàè÷åñêèå ãåîìåòðèè (ñîâïàäàþò ðàäèêàëû îäèíàêî-

âûõ ñèñòåì óðàâíåíèé â A è â B )? Îí íàçâàë òàêèå ñòðóêòóðû ãåîìåò-

ðè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè [23]. Íà ÿçûêå êàòåãîðèé A è B ãåîìåòðè÷åñêè

ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîâïàäàþò èõ êàòåãîðèè êîîð-

äèíàòíûõ àëãåáð [22]. Îòìåòèì, ÷òî êàòåãîðèè êîîðäèíàòíûõ àëãåáð è êà-

òåãîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ íàä ñòðóêòóðîé A äóàëüíî ýêâèâàëåíò-

íû, íî èçîìîðôèçì êàòåãîðèé àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ A è B â îáùåì

ñëó÷àå íå âëå÷åò ãåîìåòðè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè A è B. Ñ ìîìåíòà ïóá-

ëèêàöèè îðèãèíàëüíîé ñòàòüè Á.Ïëîòêèíà â 1997 ã. áûëî ïðîâåäåíî ìíîãî



478 Ì. Ã. Àìàãëîáåëè, Ò. Ç. Áîêåëàâàäçå, À. Ã. Ìÿñíèêîâ

èññëåäîâàíèé ïî ýòîé òåìå; ñì. [22] è ñòàòüè Á.Ïëîòêèíà è Å.Ïëîòêèíà

[20, 23]. Ñëåäóåò îòìåòèòü îäèí ìîìåíò. Ïîíÿòèå ãåîìåòðè÷åñêîé ýêâèâà-

ëåíòíîñòè ïðåäïîëàãàåò, ÷òî A è B � ñòðóêòóðû îäíîãî è òîãî æå ÿçûêà

L , è íå ïðèìåíÿåòñÿ ê ñòðóêòóðàì ðàçíûõ ÿçûêîâ. Íàïðèìåð, ãðóïïû

è êîëüöà íå ìîãóò áûòü ãåîìåòðè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè. Îäíàêî, â îá-

ùåì ñëó÷àå ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ïðîèçâîëüíûå ñòðóêòóðû A è B èìåþò

îäèíàêîâûå àëãåáðàè÷åñêèå ãåîìåòðèè, åñëè êàòåãîðèè èõ àëãåáðàè÷åñêèõ

ìíîæåñòâ èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, êàòåãîðèè èõ êîîðäèíàòíûõ àëãåáð

ýêâèâàëåíòíû. Ìû äîêàçûâàåì çäåñü, ÷òî êàòåãîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ìíî-

æåñòâ àëãåáðû Ëè L ∈ Lk è ãðóïïû G(L) ∈ Gk èçîìîðôíû (òåîðåìà 4.1).

Êðîìå òîãî, ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî êàòåãîðèè 0-îïðåäåëèìûõ ìíîæåñòâ â L è

G(L) èçîìîðôíû. Â ñèëó áèèíòåðïðåòèðóåìîñòè L è G(L) èç òåîðåìû 2.1

ñëåäóåò, ÷òî êàòåãîðèè ïðîåêòèâíûõ ëîãè÷åñêèõ ìíîæåñòâ â L è G(L) ýê-

âèâàëåíòíû (ìû èñïîëüçóåì ñòàòüþ [24] îá ýêâèâàëåíòíîñòè ëîãè÷åñêèõ

êàòåãîðèé è áèèíòåðïðåòèðóåìîñòè).

1 ÎÑÍÎÂÛ ÒÅÎÐÈÈ ÈÍÒÅÐÏÐÅÒÀÖÈÉ

Â ýòîé ðàáîòå ìû èìååì äåëî òîëüêî ñ ãðóïïàìè è êîëüöàìè, ïîýòîìó

äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ÷èñòî ôóíêöèîíàëüíûé ÿçûê L ñ êîíå÷íûì íà-

áîðîì F = {f, . . .} ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ (îïåðàöèé) è êîíå÷íûì íà-

áîðîì êîíñòàíòíûõ ñèìâîëîâ C = {c, . . .}. Ìû ïèøåì f(x1, . . . , xn), åñëè f

èìååò àðíîñòü n. Ñòàíäàðòíûé ÿçûê äëÿ ãðóïï � ýòî Lgroup = {· , −1, e},

à ñòàíäàðòíûé ÿçûê òåîðèè êîëåö � ýòî Lring = {+, · , 0}. Èíîãäà â ñëó-

÷àå êîëåö Ëè ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå (, ) äëÿ óìíîæåíèÿ Ëè, òîãäà

ïðîèçâåäåíèå Ëè äâóõ ýëåìåíòîâ a, b îáîçíà÷àåòñÿ êàê (a, b).

Ìû îáîçíà÷àåì ïåðåìåííûå ñòðî÷íûìè áóêâàìè x, y, z, a, b, u, v, . . . , à

òå æå ñèìâîëû ñ ÷åðòî÷êàìè x̄, ȳ, . . . îáîçíà÷àþò êîðòåæè ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ ïåðåìåííûõ, íàïð., x̄ = (x1, . . . , xn). Èíòåðïðåòàöèåé êîíñòàíòíîãî

ñèìâîëà c â ìíîæåñòâå A ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíò cA ∈ A. Äëÿ ôóíêöèîíàëüíîãî

ñèìâîëà f èíòåðïðåòàöèåé â A ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ fA : Anf → A.

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà â ÿçûêå L (L -ñòðóêòóðà) ñ áàçîâûì ìíî-
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æåñòâîì A îáîçíà÷àåòñÿ A = 〈A;L 〉 èëè ïðîñòî A = 〈A; f, . . . , c, . . .〉, ãäå

f ∈ F èíòåðïðåòèðóåòñÿ îïåðàöèåé fA, à c ∈ C èíòåðïðåòèðóåòñÿ êîí-

ñòàíòîé cA. ×åðåç L (A) ìû îáîçíà÷àåì ÿçûê A.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà A = 〈A; f, . . . , c . . .〉 íà-

çûâàåòñÿ èíúåêòèâíî 0-èíòåðïðåòèðóåìîé (èëè àáñîëþòíî èíòåðïðåòè-

ðóåìîé, èëè èíòåðïðåòèðóåìîé áåç ïàðàìåòðîâ) â àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóê-

òóðå B = 〈B;L (B)〉, åñëè

(1) ñóùåñòâóåò 0-îïðåäåëèìîå ïîäìíîæåñòâî A∗ ⊆ Bn, ò. å. îïðåäåëèìîå

ôîðìóëîé ÿçûêà L (B) áåç äîïîëíèòåëüíûõ êîíñòàíò èç B;

(2) ñóùåñòâóþò èíòåðïðåòàöèè fA, . . . , cA, . . . îïåðàöèé è êîíñòàíò èç

L (A) íà ìíîæåñòâå A∗ òàêèå, ÷òî èõ ãðàôèêè 0-îïðåäåëèìû â B;

(3) ñòðóêòóðà A∗ = 〈A∗; fA, . . . , cA, . . .〉 L (A)-èçîìîðôíà ñòðóêòóðå A.

Ïîíÿòèå èíúåêòèâíîé 0-èíòåðïðåòèðóåìîñòè A â B ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì

ñëó÷àåì àáñîëþòíîé èíòåðïðåòèðóåìîñòè A â B, ñì. [25, 26]. Â îáùåì ñëó-

÷àå èíòåðïðåòèðóåìîñòü A â B âêëþ÷àåò îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ â

A∗, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ 0-îïðåäåëèìûì â B, îïåðàöèè è êîíñòàíòû fA, . . . , cA, . . .

â ìíîæåñòâå ÷àñòíûõ A∗/ ∼, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ 0-îïðåäåëèìûìè â B, ïðè

ýòîì ñòðóêòóðà A∗ = 〈A∗/ ∼; fA, . . . , cA, . . .〉 L (A)-èçîìîðôíà ñòðóêòó-

ðå A. Èíúåêòèâíàÿ 0-èíòåðïðåòèðóåìîñòü A â B íàçûâàåòñÿ èíòåðïðåòè-

ðóåìîñòüþ óðàâíåíèÿìè, åñëè ôîðìóëû, îïðåäåëÿþùèå ôóíêöèè fA, . . .

è êîíñòàíòû cA, . . . â B, ÿâëÿþòñÿ ïðîñòî êîíúþíêöèÿìè óðàâíåíèé (ò. å.

àòîìàðíûõ ôîðìóë) â ÿçûêå L (B).

Ñóùåñòâóåò îáùåå ïîíÿòèå áèèíòåðïðåòèðóåìîñòè A è B, ñì. êíè-

ãè [25, 26] è ñòàòüè [27, 28] ñ áîëüøèì àêöåíòîì íà òåîðèþ èíòåðïðåòè-

ðóåìîñòè. Îäíàêî â ñëó÷àå ñîîòâåòñòâèÿ Ìàëüöåâà áèèíòåðïðåòèðóåìîñòü

k-ãðóïïû G è åå íèëüïîòåíòíîé k-àëãåáðû Ëè L(G) èìååò ìåñòî â ñàìîé

áàçîâîé è ïðîñòîé ôîðìå. À èìåííî, ãðóïïà G(L) îïðåäåëåíà â àëãåáðå

L ∈ LQ íà ìíîæåñòâå L âñåõ ýëåìåíòîâ L, à ãðóïïîâîå óìíîæåíèå íà

G(L) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé Áåéêåðà � Êýìáåëëà � Õàóñäîðôà (ò. å. óðàâíå-

íèåì â L). Íàîáîðîò, äëÿ çàäàííîé ãðóïïû G ∈ GQ ñëîæåíèå è óìíîæåíèå

Ëè àëãåáðû L(G) îïðåäåëÿþòñÿ â G ñîîòâåòñòâåííî äâóìÿ ãðóïïîâûìè

Q-ñëîâàìè u(x, y) è v(x, y) íà ìíîæåñòâå G âñåõ ýëåìåíòîâ G (çäåñü ãðóï-
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ïîâûå Q-ñëîâà ÿâëÿþòñÿ ãðóïïîâûìè ñëîâàìè â ÿçûêå Q-ãðóïï, ïîäðîá-

íîñòè ñì. â ï. 2.1). Áîëåå òîãî, åñëè G = G(L), òî ñëîâà u(x, y) è v(x, y)

îïðåäåëÿþò â G(L) â òî÷íîñòè íà÷àëüíûå îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæå-

íèÿ â L. Áîëåå òîãî, åñëè L = L(G) äëÿ íåêîòîðîãî G ∈ LQ, òî ôîðìóëà

Áåéêåðà � Êýìáåëëà � Õàóñäîðôà îïðåäåëÿåò â L â òî÷íîñòè íà÷àëüíîå

óìíîæåíèå íà G. Âçÿâ äîñòàòî÷íî áîëüøèå ñòåïåíè Q-ñëîâ u(x, y) è v(x, y),

ìîæíî ïîëó÷èòü àáñîëþòíóþ èíúåêòèâíóþ èíòåðïðåòèðóåìîñòü L(G) â G

îáû÷íûìè ãðóïïîâûìè ñëîâàìè, â òî âðåìÿ êàê âçÿâ äîñòàòî÷íî áîëüøîå

öåëîå êðàòíîå ôîðìóëû Áåéêåðà � Êýìáåëëà � Õàóñäîðôà, ìîæíî ïî-

ëó÷èòü àáñîëþòíóþ èíúåêòèâíóþ èíòåðïðåòèðóåìîñòü óðàâíåíèÿìè G(L)

â L ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè (ò. å. óðàâíåíèÿìè íà ÿçûêå êîëåö). Êàê

ìû óæå óïîìèíàëè âûøå, îòîáðàæåíèå òîæäåñòâà íà ìíîæåñòâå L äàåò

èçîìîðôèçì L è L(G(L)), òîãäà êàê îòîáðàæåíèå òîæäåñòâà íà G äàåò

èçîìîðôèçì G è G(L(G)). Âìåñòå ýòè âçàèìíûå èíòåðïðåòàöèè G â L è

L â G äàþò î÷åíü ñïåöèôè÷åñêèé òèï áèèíòåðïðåòàöèè G è L, êîòîðûé

èíîãäà íàçûâàþò àáñîëþòíîé èíúåêòèâíîé ñòðîãîé áèèíòåðïðåòàöèåé

óðàâíåíèÿìè.

2 ÑÎÎÒÂÅÒÑÒÂÈÅ ÌÀËÜÖÅÂÀ ÌÅÆÄÓ

ÍÈËÜÏÎÒÅÍÒÍÛÌÈ k-ÃÐÓÏÏÀÌÈ È

ÍÈËÜÏÎÒÅÍÒÍÛÌÈ k-ÀËÃÅÁÐÀÌÈ ËÈ

2.1. Íèëüïîòåíòíûå k-ãðóïïû Õîëëà. Â ýòîì ðàçäåëå ìû ââîäèì íåêî-

òîðóþ òåðìèíîëîãèþ è äîêàçûâàåì íåñêîëüêî ïðåäâàðèòåëüíûõ ðåçóëüòà-

òîâ.

Ïóñòü k áóäåò ïîëåì íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè, à G ∈ Gk. Òîãäà G äî-

ïóñêàåò ôóíêöèþ âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü G × k → G, (x, a) 7→ xa, óäî-

âëåòâîðÿþùóþ àêñèîìàì (1)�(4). Ìîæíî ðàñøèðèòü ñòàíäàðòíûé ãðóï-

ïîâîé ÿçûê Lgroups óíàðíûìè îïåðàöèÿìè fα äëÿ êàæäîãî α ∈ k, ÷òî-

áû ïîëó÷èòü ÿçûê k-ãðóïï Lk−groups = Lgroups ∪ {fα | α ∈ k}. Îïåðà-

öèÿ fα äëÿ α ∈ k èíòåðïðåòèðóåòñÿ â k-ãðóïïå G âîçâåäåíèåì â ñòåïåíü

fα(g) = gα äëÿ g ∈ G. Êàê îáû÷íî â óíèâåðñàëüíîé àëãåáðå, ïîíÿòèÿ
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k-ãîìîìîðôèçìîâ, k-ïîäãðóïï è k-ïîïîëíåíèÿ ìîæíî îïðåäåëèòü â êàòå-

ãîðèè Gk, ðàññìàòðèâàÿ èõ êàê ãðóïïû â ÿçûêå Lk−groups. Òàêèì îáðàçîì,

ãîìîìîðôèçì ϕ : G → H äâóõ íèëüïîòåíòíûõ k-ãðóïï G è H ÿâëÿåòñÿ

k-ãîìîìîðôèçìîì, åñëè ϕ(gα) = (ϕ(g))α äëÿ âñåõ g ∈ G è α ∈ k. Ïîä-

ãðóïïà N ≤ G ÿâëÿåòñÿ k-ïîäãðóïïîé ãðóïïû G, åñëè îíà èíâàðèàíòíà

îòíîñèòåëüíî k-âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü; ïîäìíîæåñòâî X ⊆ G k-ïîðîæäàåò

k-ïîäãðóïïó 〈X〉k, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåé k-ïîäãðóïïîé ãðóïïû G,

ñîäåðæàùåé X. Â ÷àñòíîñòè, X k-ïîðîæäàåò G, åñëè 〈X〉k = G. Îáðàòèòå

âíèìàíèå, ÷òî G ïîðîæäàåòñÿ (êàê k-ãðóïïà) ìíîæåñòâîì A ⊆ G, åñëè

êàæäûé ýëåìåíò ãðóïïû G ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê w(a1, . . . , an) äëÿ

íåêîòîðîãî ãðóïïîâîãî k-ñëîâà w(z1, . . . , zn) è a1, . . . , an ∈ A. Çäåñü, åñëè

z1, . . . , zn � ïåðåìåííûå, òî ëþáîå âûðàæåíèå w(z1, . . . , zn), ïîëó÷åííîå

èç ýòèõ ïåðåìåííûõ óìíîæåíèåì, îáðàùåíèåì è âîçâåäåíèåì â ñòåïåíü

ýëåìåíòîâ èç k, íàçûâàåòñÿ ãðóïïîâûì k-ñëîâîì îò ïåðåìåííûõ z1, . . . , zn

(ãðóïïîâûå k-ñëîâà, ýòî â òî÷íîñòè òåðìû â ÿçûêå Lk−groups ). Àêñèî-

ìà (4) (ôîðìóëà Õîëëà�Ïåòðåñêó) ïîçâîëÿåò ïåðåïèñàòü ëþáîå ãðóïïîâîå

k-ñëîâî w(z1, . . . , zn) â ýêâèâàëåíòíîå ñëîâî u(z1, . . . , zn) âèäà y
α1
1 . . . yαm

m ,

ãäå êàæäûé yi ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ïåðåìåííûõ z1, . . . , zn è αi ∈ k. Çäåñü äâà

ãðóïïîâûõ k-ñëîâà w(z1, . . . , zn) è u(z1, . . . , zn) ýêâèâàëåíòíû íàä ãðóïïîé

G, åñëè äëÿ ëþáûõ g1, . . . , gn ∈ G âûïîëíÿåòñÿ w(g1, . . . , gn) = u(g1, . . . , gn).

Çàïèøåì ýòî â ñëåäóþùåé ëåììå.

ËÅÌÌÀ 2.1. (1) Ïóñòü G � õîëëîâñêàÿ íèëüïîòåíòíàÿ k-ãðóïïà, ïî-

ðîæäåííàÿ ìíîæåñòâîì A êàê k-ãðóïïà. Òîãäà êàæäûé ýëåìåíò G ìî-

æåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê w(a1, . . . , an) äëÿ íåêîòîðûõ ãðóïïîâîãî k-ñëîâà

w(z1, . . . , zn) è ýëåìåíòîâ a1, . . . , an ∈ A.

(2) Ïðè ôèêñèðîâàííîé ñòóïåíè íèëüïîòåíòíîñòè c êàæäîå ãðóïïîâîå

k-ñëîâî w(z1, . . . , zn) ýêâèâàëåíòíî ñëîâó âèäà yα1
1 . . . yαm

m , ãäå êàæäûé yi

ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ïåðåìåííûõ z1, . . . , zn è αi ∈ k, íàä ëþáîé íèëüïîòåíò-

íîé k-ãðóïïîé G êëàññà íèëüïîòåíòíîñòè íå âûøå c.

(3) Ïðè ôèêñèðîâàííîé ñòóïåíè íèëüïîòåíòíîñòè c äëÿ êàæäîãî ãðóï-

ïîâîãî Q-ñëîâà w(z1, . . . , zn) ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî M

òàêîå, ÷òî w(z1, . . . , zn)M ýêâèâàëåíòíî ñëîâó yα1
1 . . . yαm

m , ãäå êàæäîå yi ÿâ-
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ëÿåòñÿ îäíîé èç ïåðåìåííûõ z1, . . . , zn è αi ∈ Z, íàä ëþáîé íèëüïîòåíòíîé

k-ãðóïïîé G êëàññà íèëüïîòåíòíîñòè íå âûøå c.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Òðåáóåìîå ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ.

(2) Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå k-ñëîâî w(z1, . . . , zn). Ñïåðâà ïîêàæåì,

÷òî îíî ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ âèäà yα1
1 . . . yαm

m , ãäå êàæäûé yi ÿâëÿåòñÿ îä-

íèì èç ýëåìåíòîâ z1, . . . , zn è αi ∈ k, â ëþáîé íèëüïîòåíòíîé k-ãðóïïå G,

ïîðîæäåííîé ýëåìåíòàìè z1, . . . , zn. Âîñïîëüçóåìñÿ èíäóêöèåé ïî äëèíå

áàçèñà Ìàëüöåâà ãðóïïû G. Åñëè äëèíà áàçèñà Ìàëüöåâà â G ðàâíà 1, òî

G àáåëåâà, ïîýòîìó (xy)α = xαyα è ðåçóëüòàò òðèâèàëåí. Åñëè êëàññ íèëü-

ïîòåíòíîñòè G ðàâåí c, òî ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíûé ëåâîíîðìèðîâàííûé

êîììóòàòîð t = [t1, . . . , tc] 6= e äëèíû c, ãäå êàæäûé ti ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç

z1, . . . , zn. Òîãäà t = [z1, . . . , zn] ∈ Z(G) è k-ïîäãðóïïà 〈t〉k íàõîäèòñÿ â

Z(G). Ãðóïïà G/〈t〉k èìååò áîëåå êîðîòêèé áàçèñ Ìàëüöåâà, ÷åì G, ïîýòî-

ìó ïî èíäóêöèè ñëîâî w(z1, . . . , zn) ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ âèäà yα1
1 . . . yαm

m tβ ,

ãäå êàæäûé yi ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç z1, . . . , zn è αi, β ∈ k. Äîñòàòî÷íî çàìå-

òèòü, ÷òî

[t1, . . . , tc]
β = [t1, . . . , tc−1, t

β
c ].

Â ÷àñòíîñòè, óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî, êîãäà G � ñâîáîäíàÿ íèëüïîòåíò-

íàÿ ñòóïåíè c k-ãðóïïà, ñâîáîäíî ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòàìè z1, . . . , zn. Òà-

êèì îáðàçîì, â òàêîé ãðóïïå G

w(z1, . . . , zn) = yα1
1 . . . yαm

m , (2.1)

ãäå êàæäûé yi ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ýëåìåíòîâ z1, . . . , zn è αi ∈ k. Ñëåäîâà-

òåëüíî, ýòî âåðíî äëÿ ëþáîãî êîðòåæà ýëåìåíòîâ z′1, . . . , z
′
n â ïðîèçâîëüíîé

íèëüïîòåíòíîé k-ãðóïïå G1 ñòóïåíè íèëüïîòåíòíîñòè íå âûøå c (îòîáðà-

æåíèå z1 → z′1, . . . , zn → z′n ïðîäîëæàåòñÿ äî k-ãîìîìîðôèçìà G → G1).

Ïîýòîìó (2.1) ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì â êëàññå íèëüïîòåíòíûõ k-ãðóïï ñòó-

ïåíè íèëüïîòåíòíîñòè íå âûøå c.

(3) Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ãðóïïîâîå Q-ñëîâî w(z1, . . . , zn) è ñâî-

áîäíóþ íèëüïîòåíòíóþ Q-ãðóïïó G êëàññà íèëüïîòåíòíîñòè c ñ áàçèñîì

z1, . . . , zn, à òàêæå åå Z-ïîäãðóïïó G0, ïîðîæäåííóþ ýëåìåíòàìè z1, . . . , zn.
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Èç òåîðèè Q-ïîïîëíåíèé Ìàëüöåâà, ñì. [15], èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ïî-

ëîæèòåëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëîM , òàêîå ÷òî w(z1, . . . , zn)M ∈ G0, ò. å. ýòî

îáû÷íîå ãðóïïîâîå ñëîâî îò z1, . . . , zn. Îòñþäà ñëåäóåò òðåáóåìîå.

ÏÐÅÄËÎÆÅÍÈÅ 2.1. Ïóñòü G � äåëèìàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà áåç

êðó÷åíèÿ. Òîãäà G � õîëëîâñêàÿ íèëüïîòåíòíàÿ Q-ãðóïïà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî ââåäåíèè ìû óïîìÿíóëè, ÷òî êàæäàÿ äåëèìàÿ

íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿG ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíîéQ-ãðóïïîé,

óäîâëåòâîðÿþùåé àêñèîìàì (1)�(3). Îáðàòíîå òàêæå âåðíî: åñëèG� íèëü-

ïîòåíòíàÿ Q-ãðóïïà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ àêñèîìàì (1)�(3), òî îíà ÿâëÿåòñÿ

äåëèìîé íèëüïîòåíòíîé ãðóïïîé áåç êðó÷åíèÿ. Òðåáóåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî G

óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå (4). Ïîñêîëüêó àêñèîìà (4) âêëþ÷àåò â ñåáÿ òîëü-

êî êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ èç G, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî G êîíå÷íî

ïîðîæäåíà êàê Q-ãðóïïà, ñêàæåì, êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì A. Ïóñòü G0 �

êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ïîäãðóïïà G, ïîðîæäåííàÿ ìíîæåñòâîì A êàê àá-

ñòðàêòíàÿ ãðóïïà. Ïî ëåììå 2.1, G =
√
G0, ãäå äëÿ ïîäìíîæåñòâà S ⊆ G

÷åðåç
√
S ìû îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî âñåõ êîðíåé ýëåìåíòîâ S â G. Ñëå-

äîâàòåëüíî, G � äåëèìîå ïîïîëíåíèå G0. Ïî òåîðåìå Ìàëüöåâà G0 èìå-

åò åäèíñòâåííîå ñ òî÷íîñòüþ äî Q-èçîìîðôèçìà äåëèìîå ïîïîëíåíèå. Òå-

ïåðü äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî Õîëë [12] ïîñòðîèë äåëèìîå ïîïîëíåíèå HQ

ëþáîé êîíå÷íî ïîðîæäåííîé íèëüïîòåíòíîé ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ H, êî-

òîðàÿ ÿâëÿåòñÿ õîëëîâñêîé íèëüïîòåíòíîé Q-ãðóïïîé. Ñëåäîâàòåëüíî, G

Q-èçîìîðôíà GQ
0 , à ïîòîìó áóäåò õîëëîâñêîé Q-ãðóïïîé.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò èçâåñòåí (ñì. íàáðîñîê â [14]), íî íàì ïîòðåáó-

þòñÿ àðãóìåíòû â åãî äîêàçàòåëüñòâå.

ÏÐÅÄËÎÆÅÍÈÅ 2.2. Ïóñòü L � íèëüïîòåíòíàÿ k-àëãåáðà Ëè íàä

ïîëåì k íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè. Òîãäà G(L) � õîëëîâñêàÿ íèëüïîòåíòíàÿ

k-ãðóïïà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïà G(L) äëÿ àëãåáðû L ∈ Lk �

ýòî ìíîæåñòâî L, ñíàáæåííîå óìíîæåíèåì, îïðåäåëÿåìûì ôîðìóëîé Áåé-
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êåðà � Êýìáåëëà � Õàóñäîðôà

x ∗ y = x+ y +
1

2
(x, y)L + . . . , (2.2)

ãäå (x, y)L � óìíîæåíèå Ëè â L, à ìíîãîòî÷èå çäåñü è äàëåå îáîçíà÷àåò

ñîîòâåòñòâóþùóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ (ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåí-

òàìè) êîììóòàòîðîâ Ëè áîëåå âûñîêîé ñòåïåíè íà x è y. Òàêèì îáðàçîì,

ïðàâàÿ ÷àñòü ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì Ëè, îáîçíà÷àåìûì H(x, y), îò x, y ñ ðà-

öèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè (ýòîò ïîëèíîì çàâèñèò òîëüêî îò êëàññà

íèëüïîòåíòíîñòè c àëãåáðû L). Äëÿ x ∈ G(L) è a ∈ k ìû îïðåäåëÿåì

âîçâåäåíèå â ñòåïåíü xa = ax, ãäå ax � ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå x íà a â

L. Òðåáóåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ýòî âîçâåäåíèå â ñòåïåíü óäîâëåòâîðÿåò àêñèî-

ìàì (1)�(4) õîëëîâñêèõ íèëüïîòåíòíûõ k-ãðóïï (ñì. ââåäåíèå). Äîñòàòî÷-

íî äîêàçàòü ýòî äëÿ ñâîáîäíûõ íèëüïîòåíòíûõ k-àëãåáð Ëè L. Ïîñêîëüêó

êàæäîå òîæäåñòâî (1)�(4) âêëþ÷àåò òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ â

G(L), ñêàæåì x1, . . . , xn, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî L ñâîáîäíî ïîðîæäà-

åòñÿ ýòèìè ýëåìåíòàìè. Ñëåäîâàòåëüíî, L èìååò êîíå÷íóþ ðàçìåðíîñòü

íàä k. Çàìåòèì, ÷òî L ' L0 ⊗Q k, ãäå L0 � ñâîáîäíàÿ íèëüïîòåíòíàÿ

Q-àëãåáðà Ëè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî L èìååò áàçèñ u = (u1, . . . , un) ñ ðàöèî-

íàëüíûìè ñòðóêòóðíûìè êîíñòàíòàìè, ïîýòîìó äëÿ ëþáûõ ui, uj èç u ïðî-

èçâåäåíèå Ëè (ui, uj)L èìååò ðàöèîíàëüíûå êîîðäèíàòû â áàçèñå u. Áîëåå

òîãî, â òîæäåñòâàõ (1)�(4) âñòðå÷àåòñÿ íå áîëåå äâóõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ k,

ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî òîæäåñòâà (1)�(4) âûïîëíÿþòñÿ, êîãäà

ïîêàçàòåëè ñòåïåíåé áåðóòñÿ èç ïîäêîëüöà Q[a, b] ≤ k, ïîðîæäåííîãî íàä

Q ýëåìåíòàìè a, b. Áîëåå òîãî, áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

ýëåìåíòû a, b àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä Q. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî Q[a, b] � ýòî ïðîñòî êîëüöî ïîëèðîìîâ Q[t1, t2] ñ ïåðåìåí-

íûìè t1, t2. Òåïåðü âîçüìåì òîæäåñòâî èç (1)�(4) ñ a = t1, b = t2 è îáî-

çíà÷èì åãî ÷åðåç W (x1, . . . , xn) = 1. Ýòî òîæäåñòâî ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîâûì

Q[t1, t2]-ñëîâîì â G(L). Çàìåíÿÿ êàæäîå óìíîæåíèå x ∗ y â W íà ïîëèíîì

H(x, y) èç (2.2) è ïîêàçàòåëè xc íà cx, c ∈ Q[t1, t2], ïîëó÷àåì ïîëèíîì Ëè

Pw(x1, . . . , xn) ñ êîýôôèöèåíòàìè â Q[t1, t2]. Ïî ïîñòðîåíèþ W = 1 ÿâ-
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ëÿåòñÿ òîæäåñòâîì â G(L) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà PW = 0 ÿâëÿåòñÿ

òîæäåñòâîì â L. ×òîáû ïîêàçàòü ïîñëåäíåå, ìû áåðåì ïðîèçâîëüíûå ýëå-

ìåíòû yi ∈ L, ðàçëàãàåì èõ ïî áàçå u êàê yi =
m∑
j=1

αijuj , αij ∈ Q[t1, t2] è

ïîäñòàâëÿåì xi →
m∑
j=1

αijuj â PW (x1, . . . , xn). Çàòåì, ðàçëîæèâ ïîëó÷åííûé

ýëåìåíò â àëãåáðå L ïî áàçèñó u, ïîëó÷èì ãäå fi � íåêîòîðûå ïîëèíîìû

èç Q[t1, t2]. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî PW = 0 ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì â L òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà f1 = . . . = fm = 0 â Q[t1, t2]. Çàìåòèì, ÷òî êîëüöî

Q[t1, t2] äèñêðèìèíèðóåòñÿ Q, ò. å. äëÿ ëþáîãî ïîëèíîìà f 6= 0 â Q[t1, t2]

ñóùåñòâóåò Q-ãîìîìîðôèçì àëãåáð λ : Q[t1, t2] → Q, òàêîé ÷òî λ(f) 6= 0.

Åñëè îäèí èç ïîëèíîìîâ, ñêàæåì f1, â (2.3) îòëè÷åí îò íóëþ, òî ìû ìîæåì

ïðèìåíèòü ïîäõîäÿùèé λ : Q[t1, t2] → Q ñ λ(f1) 6= 0. Òîãäà

λ(PW (y1, . . . , ym)) = λ(PW )(λ(y1), . . . , λ(ym)) = λ(f1)u1 + . . . λ(fm)um 6= 0

â ñâîáîäíîé Q-àëãåáðå Ëè L0. ßñíî, ÷òî λ(PW ) � ýòî ïîëèíîì Ëè, êîòî-

ðûé ïîëó÷àåòñÿ èç òîæäåñòâà λ(W ) = 1, (çäåñü λ ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî ê

ïîêàçàòåëÿì a = t1 è b = t2 âW , îñòàâëÿÿ âñå îñòàëüíîå íåèçìåííûì). Òàê

êàê λ(a), λ(b) ∈ Q è G(L) óäîâëåòâîðÿþò àêñèîìàì (1)�(4) äëÿ ðàöèîíàëü-

íûõ ïîêàçàòåëåé, òî λ(PW )(λ(y1), . . . , λ(ym)) = 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê

êàê áàçèñ u èç L òàêæå ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì L0 è åãî ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû

ðàöèîíàëüíû, òî ïîëó÷àåì

λ(PW )(λ(y1), . . . , λ(ym)) = λ(f1)u1 + . . . λ(fm)um 6= 0;

ïðîòèâîðå÷èå. Òîãäà PW = 0 ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì â L, à çíà÷èò G(L)

óäîâëåòâîðÿåò âñåì àêñèîìàì (1)�(4).

2.2. Áèèíòåðïðåòèðóåìîñòü óðàâíåíèÿìè L è G(L). Îñíîâíûì

ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ

ÒÅÎÐÅÌÀ 2.1. (1) Ïóñòü L � íèëüïîòåíòíàÿ Q-àëãåáðà Ëè. Òîãäà

L íà ÿçûêå êîëåö Ëè Lrings è õîëëîâñêàÿ íèëüïîòåíòíàÿ Q-ãðóïïà G(L)

íà ÿçûêå ãðóïï Lgroups àáñîëþòíî èíúåêòèâíî áèèíòåðïðåòèðóåìû äðóã â
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äðóãå óðàâíåíèÿìè.

(2) Ïóñòü L � íèëüïîòåíòíàÿ k-àëãåáðà Ëè íàä ïîëåì k íóëåâîé õàðàê-

òåðèñòèêè. Òîãäà L íà ÿçûêå k-àëãåáð Ëè Lk−algebras è õîëëîâñêàÿ íèëüïî-

òåíòíàÿ k-ãðóïïà G(L) íà ÿçûêå k-ãðóïï Lk−groups àáñîëþòíî èíúåêòèâíî

áèèíòåðïðåòèðóåìû äðóã â äðóãå óðàâíåíèÿìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ýòîì äîêàçàòåëüñòâå ìû ñëåäóåì ðàññóæäåíèÿì

èç [15, ãë. 10]. Êàê óïîìèíàëîñü ðàíåå (ïðåäëîæåíèå 2.2), ãðóïïîâîå óìíî-

æåíèå ∗ íà L çàäàåòñÿ ôîðìóëîé Áåéêåðà � Êýìáåëëà � Õàóñäîðôà (2.2)

x ∗ y = x+ y +
1

2
(x, y)L + . . . .

Èçâåñòíî, ÷òî ìíîæåñòâî L ñ óìíîæåíèåì ∗ îáðàçóåò ãðóïïó G(L). Òàê êàê

L íèëüïîòåíòíà, ôîðìóëà Áåéêåðà � Êýìáåëëà � Õàóñäîðôà çàäàåòñÿ ïî-

ëèíîìîì Ëè ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, êîòîðûé ìû îáîçíà÷àåì

H(x, y). Ïóñòü M � ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî, òàêîå ÷òî ïîëèíîì Ëè

MH(x, y) èìååò òîëüêî öåëûå êîýôôèöèåíòû. Òîãäà óðàâíåíèå z = H(x, y)

â L ýêâèâàëåíòíî Mz = MH(x, y), ïîýòîìó ïðåäèêàò z = x ∗ y â L îïðå-

äåëÿåòñÿ â L óðàâíåíèåì Ëè Mz = MH(x, y) ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè,

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì íà ÿçûêå êîëåö. Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî G(L)

0-îïðåäåëèìà â êîëüöå L óðàâíåíèÿìè, ò. å. G(L) èíúåêòèâíî àáñîëþòíî

èíòåðïðåòèðóåìà â L. Îáîçíà÷èì ýòó èíòåðïðåòàöèþ êàê G ' Γ(L).

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî L ÿâëÿåòñÿ 0-îïðåäåëèìûì â G = G(L). Ôàêòè-

÷åñêè, äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóþò ãðóïïîâûå Q-ñëîâà u(x, y) è v(x, y) îò

ïåðåìåííûõ x è y, òàêèå ÷òî äëÿ ëþáûõ a, b ∈ L âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå:

a+ b = u(a, b), (a, b)L = v(a, b),

çäåñü u(a, b) è v(a, b) èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèÿ îòíîñèòåëüíî

óìíîæåíèÿ ∗ â L, êîòîðîå òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîâûì óìíîæåíèåì â G(L).

Èç ôîðìóëû Áåéêåðà � Êýìáåëëà � Õàóñäîðôà èìååì

[x, y] = (x, y)L + . . . ,
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ñëåäîâàòåëüíî,

(x, y)L = [x, y] + . . . , (2.4)

ãäå (x, y)L � óìíîæåíèå Ëè â L,

[x, y] � êîììóòàòîð â ãðóïïå G(L), à òî÷êàìè ìû ñíîâà îáîçíà÷àåì

ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè êîììóòàòîðîâ

Ëè áîëåå âûñîêîé ñòåïåíè îò x è y â L. Ïî èíäóêöèè äëÿ x1, . . . , xm ∈ G(L)

èìååì

[x1, . . . , xm] = (x1, . . . , xm)L + . . . ,

ãäå [x1, . . . , xm] = [. . . [x1, x2], . . .], xm] � ëåâîíîðìèðîâàííûé êîììóòàòîð

ãðóïïû G(L), à (x1, . . . , xm)L = (. . . (x1, x2)L, . . .)L, xm)L � ëåâîíîðìèðî-

âàííûé êîììóòàòîð Ëè â L. Ñëåäîâàòåëüíî,

(x1, . . . , xm)L = [x1, . . . , xm] + . . . (2.5)

Âûðàæàÿ â (2.4) êàæäûé êîììóòàòîð Ëè ÷åðåç ñîîòâåòñòâóþùèé êîììó-

òàòîð ãðóïïû èç ôîðìóëû (2.5) äëÿ âñåõ x, y ∈ L ïîëó÷àåì

(x, y)L = f(x, y), (2.6)

ãäå f(x, y) � ôèêñèðîâàííàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñ ðàöèîíàëüíûìè êî-

ýôôèöèåíòàìè êîììóòàòîðîâ ãðóïïû â x è y.

Òåïåðü ìû ñòðîèì ñëîâà u(x, y) è v(x, y) èíäóêöèåé ïî k, ãäå k ïðîáåãàåò

îò ôèêñèðîâàííîãî êëàññà íèëüïîòåíòíîñòè n ãðóïïû G äî 1. Åñëè x ∈

γn(G), y ∈ G, òî èç ôîðìóëû Áåéêåðà � Êýìáåëëà � Õàóñäîðôà (2.2)

âûòåêàåò

x+ y = x ∗ y, (x, y)L = e.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ñëîâà uk(x, y) è vk(x, y), òàêèå ÷òî äëÿ

ëþáûõ a ∈ γk(G) è b ∈ G âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå

a+ b = uk(a, b), (a, b)L = vk(a, b)
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Òåïåðü, åñëè a ∈ γk−1(G) è b ∈ G, òî ýëåìåíò f(a, b) èç (2.6) ÿâëÿåòñÿ

ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ýëåìåíòîâ èç

γk(G), òàê êàê [G, γk−1(G)] ≤ γk(G). Èç ôîðìóëû Áåéêåðà � Êýìáåëëà �

Õàóñäîðôà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ z ∈ L è r ∈ Q ýëåìåíò rz èç L ðàâåí

zr â G(L), ò. å.

rz = zr, z ∈ L, r ∈ Q.

Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî f(x, y) ÿâëÿåòñÿ ôèêñèðîâàííîé ñóììîé ýëå-

ìåíòîâ èç γk(G). Òåïåðü, èñïîëüçóÿ ñëîâà uk(x, y) è vk(x, y), ìîæíî ïåðå-

ïèñàòü f(x, y) êàê îäíî ñëîâî vk−1(x, y). Èç (2.6) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ

a ∈ γk−1(G),

b ∈ G âåðíî

(a, b)L = vk−1(a, b).

Èç ôîðìóëû Áåéêåðà � Êýìáåëëà � Õàóñäîðôà

x+ y = x ∗ y − (x, y)L − . . . ,

ïîýòîìó

x+ y = x ∗ y − vk−1(x, y)− . . . .

Èñïîëüçóÿ ñëîâî uk(x, y) è ïîäñòàâëÿÿ êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîé êîìáèíà-

öèè â ïîêàçàòåëè ñòåïåíåé ýëåìåíòîâ ãðóïïû, ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü ïðà-

âóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà âûøå êàê îäíî ñëîâî uk−1(x, y). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ

ëþáûõ a ∈ γk−1(G), b ∈ G èìååò ìåñòî

a+ b = uk−1(a, b).

Ïî èíäóêöèè ñóùåñòâóþò ãðóïïîâûå Q-ñëîâà u1(x, y) è v1(x, y), òàêèå ÷òî

äëÿ ëþáûõ a ∈ γ1(G) = G è b ∈ G âåðíî

a+ b = u1(a, b), (a, b)L = v1(a, b).

Îáîçíà÷èì u(x, y) = u1(x, y) è v(x, y) = v1(x, y).
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Çàìåòèì, ÷òî îïåðàöèè z = u(x, y) è z = v(x, y) èíòåðïðåòèðóþòñÿ

óðàâíåíèÿìè â G áåç êîýôôèöèåíòîâ, íî ñëîâà u(x, y) è v(x, y) ñîäåð-

æàò ðàöèîíàëüíûå ïîêàçàòåëè. Îò ýòèõ ïîêàçàòåëåé ìîæíî èçáàâèòüñÿ,

èñïîëüçóÿ ëåììó 2.1.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó èçâëå÷åíèå êîðíåé â G îäíîçíà÷íî, óðàâíå-

íèÿ

z = u(x, y), z = v(x, y)

ýêâèâàëåíòíû â G ñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèÿì

zM = u(x, y)M , zN = v(x, y)N ,

äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåëM è N . Ïî ëåììå 2.1 ñóùåñòâóþò

ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà M è N , òàêèå ÷òî ñëîâà u(x, y)M è v(x, y)N

ýêâèâàëåíòíû íåêîòîðûì ñëîâàì â x, y òîëüêî ñ öåëûìè ïîêàçàòåëÿìè.

Îáîçíà÷èì ýòó èíòåðïðåòàöèþ êàê L ' ∆(G).

×òîáû äîêàçàòü, ÷òî G ' Γ(L) è L ' ∆(G) äàþò áèèíòåðïðåòàöèþ G

è L, ñíà÷àëà îòìåòèì, ÷òî èíòåðïðåòàöèÿ Γ(L) èñïîëüçóåò òîò æå áàçî-

âûé íàáîð L äëÿ èíòåðïðåòàöèè G â L, òî æå ñàìîå ñïðàâåäëèâî è äëÿ

èíòåðïðåòàöèè ∆(G). Èç ïîñòðîåíèé èíòåðïðåòàöèé ñëåäóåò, ÷òî òîæäå-

ñòâåííîå îòîáðàæåíèå id : L→ L äàåò èçîìîðôèçì L→ ∆(Γ(L)), à òàêæå

èçîìîðôèçì G→ Γ(∆(G)).

Çàìå÷àíèå.Ôîðìóëà Áåéêåðà � Êýìáåëëà � Õàóñäîðôà è ñëîâà u(x, y)

è v(x, y), à çíà÷èò, è èíòåðïðåòàöèè G(L) â L è L(G) â G, çàâèñÿò òîëüêî

îò êëàññà íèëüïîòåíòíîñòè G è L.

3 ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÜ ÄÈÎÔÀÍÒÎÂÎÉ ÏÐÎÁËÅÌÛ

ÍÀÄ L È G(L)

Â ýòîì ðàçäåëå ìû íå ðåøàåì çàäà÷è D(G) èëè D(L) äëÿ G ∈ Gk è L ∈ Lk.

Âìåñòî ýòîãî ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî D(G) è D(L) ýêâèâàëåíòíû î÷åíü ïðî-

ñòûì ñïîñîáîì. À èìåííî, ãîâîðèì, ÷òîD(L) ÿâíî ñâîäèìà êD(G), åñëè ñó-
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ùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé äëÿ êàæäîãî óðàâíåíèÿ P (x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) =

0 íà ÿçûêå êîëåö Ëè íàõîäèò óðàâíåíèå WP (x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) = e íà

ÿçûêå ãðóïï, òàêîå ÷òî äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a1, . . . , am ∈ L ìíîæåñòâî

ðåøåíèé óðàâíåíèÿ P (x1, . . . , xn, a1, . . . , am) = 0 â L â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò

ñ ìíîæåñòâîì ðåøåíèé WP (x1, . . . , xn, a1, . . . , am) = e â G(L). Àíàëîãè÷-

íûì îáðàçîì ìû îïðåäåëÿåì ÿâíîå ñâåäåíèå D(G) ê D(L(G)). Ãîâîðèì,

÷òî D(G) è D(L(G)) ÿâíî ýêâèâàëåíòíû, åñëè îíè îáà ÿâíî ñâîäÿòñÿ äðóã

ê äðóãó. Ýòè îïðåäåëåíèÿ ïîçâîëÿþò íàì èçáåæàòü îáñóæäåíèÿ êîíñòðóê-

òèâíîñòè êîíñòàíò â óðàâíåíèÿõ.

ÏÐÅÄËÎÆÅÍÈÅ 3.1. Ïóñòü L � íèëüïîòåíòíàÿ àëãåáðà Ëè íàä

ïîëåì k íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè è G = G(L). Òîãäà

(1) ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé äëÿ êàæäîãî óðàâíåíèÿ P (x1, . . . , xn) =

0 íà ÿçûêå êîëåö Ëè íàõîäèò óðàâíåíèåWP (x1, . . . , xn) = e íà ÿçûêå ãðóïï,

òàêîå ÷òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé P (x1, . . . , xn) = 0 â L òî÷íî ñîâïàäàåò ñ ìíî-

æåñòâîì ðåøåíèé WP (x1, . . . , xn) = e â G(L) ;

(2) ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé äëÿ êàæäîãî ãðóïïîâîãî óðàâíåíèÿ

w(x1, . . . , xn) = e íàõîäèò óðàâíåíèå Pw(x1, . . . , xn) = 0 íà ÿçûêå êîëåö

òàêîå, ÷òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé w(x1, . . . , xn) = e â G òî÷íî ñîâïàäàåò ñ

ìíîæåñòâîì ðåøåíèé Pw(x1, . . . , xn) = 0 â L.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Èñïîëüçóÿ ñëîâà u(x, y) è u(x, y) èç òåîðåìû 2.1,

ìîæíî àëãîðèòìè÷åñêè ïåðåïèñàòü çàäàííûé ïîëèíîì Ëè P (x1, . . . , xn) íà

ÿçûêå êîëåö Ëè ñ êîýôôèöèåíòàìè â Z â Q-ñëîâî W (x1, . . . , xn), òàêîå ÷òî

äëÿ ëþáûõ a1, . . . , an ∈ L âåðíî

P (a1, . . . , an) =W (a1, . . . , an),

â ýòîì ñëó÷àå ïèøåì P ≡L W . Äåéñòâèòåëüíî, ëþáîå ëèåâî (íåàññîöèàòèâ-

íîå) ïðîèçâåäåíèå p ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn, ò. å. ëèåâ ìîíîì, ìîæíî çàïè-

ñàòü â âèäå p = (p1, p2), ãäå p1 è p2 � ëèåâû ïðîèçâåäåíèÿ, êîòîðûå êîðî÷å,

÷åì p. Ïî èíäóêöèè ñóùåñòâóþò Q-ñëîâà W1,W2, òàêèå ÷òî W1 ≡L p1 è

W2 ≡L p2. Òîãäà p ≡L v(W1,W2). Ëþáîé ëèåâ ïîëèíîì P ñ ðàöèîíàëüíûìè

êîýôôèöèåíòàìè ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé r1p1 + . . . + rmpm, ãäå
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ri ∈ Q è pi � ëèåâû ìîíîìû. Êàê ìû ïîêàçàëè âûøå, ñóùåñòâóþò Q-ñëîâà

Wi, òàêèå ÷òî Wi ≡L pi,

i = 1, . . . ,m. Òîãäà

P ≡L u(u(W
r1
1 ,W r2

2 ),W r3
3 ) . . .W rm

m ).

Î÷åâèäíî, ÷òî ñëîâî â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ Q-ñëîâîì,

êîòîðîå îáîçíà÷èì ÷åðåç W . Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî 0 â L åñòü e â G(L),

ïîýòîìó óðàâíåíèÿ P (x1, . . . , xn) = 0 è W (x1, . . . , xm) = e èìåþò òî÷íî òà-

êîå æå ìíîæåñòâî ðåøåíèé â L è G(L) ñîîòâåòñòâåííî. Îäíàêî W (x1, . . . ,

xm) = e íå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîâûì óðàâíåíèåì, îíî ìîæåò ñîäåðæàòü íåêî-

òîðûå ðàöèîíàëüíûå ïîêàçàòåëè. Ïî ëåììå 2.1 ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå

öåëîå ÷èñëî M , òàêîå ÷òî WM ýêâèâàëåíòíî ãðóïïîâîìó ñëîâó òîëüêî

ñ öåëûìè ïîêàçàòåëÿìè. Îáîçíà÷èì ýòî ñëîâî êàê WP (x1, . . . , xm). Òàê

êàê G íå èìååò êðó÷åíèÿ, óðàâíåíèå W (x1, . . . , xm) = e ýêâèâàëåíòíî

W (x1, . . . , xm)
M = e â G.

(2) Äîêàçàòåëüñòâî ïîõîæå íà (1), íî âìåñòî ñëîâ u(x, y) è v(x, y) èñ-

ïîëüçóåòñÿ ôîðìóëà Áåéêåðà � Êýìáåëëà � Õàóñäîðôà

Ìû ìîæåì óëó÷øèòü ðåçóëüòàò, ðàññìàòðèâàÿ óðàâíåíèÿ ñ êîíñòàíòà-

ìè.

ÏÐÅÄËÎÆÅÍÈÅ 3.2. Ïóñòü L � íèëüïîòåíòíàÿ àëãåáðà Ëè íàä ïî-

ëåì k íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè è G = G(L). Òîãäà

(1) ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé äëÿ êàæäîãî óðàâíåíèÿ P (x1, . . . , xn,

y1, . . . , ym) = 0 íà ÿçûêå êîëåö Ëè íàõîäèò óðàâíåíèåWP (x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) =

e íà ÿçûêå ãðóïï, òàêîå ÷òî äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a1, . . . , am ∈ L ìíîæåñòâî

ðåøåíèé óðàâíåíèÿ P (x1, . . . , xn, a1, . . . , am) = 0 â L â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ

ìíîæåñòâîì ðåøåíèé WP (x1,

. . . , xn, a1, . . . , am) = e â G(L),

(2) ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé äëÿ êàæäîãî óðàâíåíèÿ w(x1, . . . , xn,

y1, . . . , ym) = e íà ÿçûêå ãðóïï íàõîäèò óðàâíåíèå Pw(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) =

0 íà ÿçûêå êîëåö òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a1, . . . , am ∈ G ìíî-

æåñòâî ðåøåíèé w(x1, . . . , xn, a1, . . . , am) = e â G â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ
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ìíîæåñòâîì ðåøåíèé Pw(x1, . . . , xn, a1, . . . , am) = 0 â L.

Äîêàçàòåëüñòâî. ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 3.1.

ÒÅÎÐÅÌÀ 3.1. Äëÿ ëþáîãî ïîëÿ k íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè è íèëü-

ïîòåíòíîé k-àëãåáðû Ëè L ∈ Lk ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(1) äèîôàíòîâû ïðîáëåìû D1(L) è D1(G(L)) äëÿ îäèíî÷íûõ óðàâíåíèé

â L è G(L) ÿâíî ñâîäÿòñÿ äðóã ê äðóãó, ïîýòîìó îíè ÿâíî ýêâèâàëåíòíû;

(2) äèîôàíòîâû ïðîáëåìû D(L) è D(G(L)) ÿâíî ñâîäÿòñÿ äðóã ê äðóãó,

ïîýòîìó îíè ÿâíî ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå (1) ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 3.2. Óòâåð-

æäåíèå (2) ñëåäóåò èç (1).

Îòìåòèì, ÷òî àëãîðèòì â ïðåäëîæåíèè 3.1, êîòîðûé äëÿ êàæäîãî óðàâ-

íåíèÿ P (x1, . . . , xn) = 0 íà ÿçûêå êîëåö Ëè, íàõîäèò óðàâíåíèåWP (x1, . . . , xn) =

e íà ÿçûêå ãðóïï, òàê ÷òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé P (x1, . . . , xn) = 0 â L â òî÷-

íîñòè ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ðåøåíèé WP (x1, . . . , xn) = e â L(G) ðàáîòà-

åò íå îáÿçàòåëüíî çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Ôàêòè÷åñêè, äëèíà óðàâíå-

íèÿWP (x1, . . . , xn) = e ìîæåò ðàñòè ýêñïîíåíöèàëüíî îòíîñèòåëüíî äëèíû

óðàâíåíèÿ P (x1, . . . , xn) = 0. Îäíàêî, åñëè ìû õîòèì ñâåñòè ïðîáëåìó ðàç-

ðåøèìîñòè óðàâíåíèé (èëè êîíå÷íûõ ñèñòåì óðàâíåíèé) â L(G) ê ðàçðå-

øèìîñòè êîíå÷íîé ñèñòåìû óðàâíåíèé â G, ñâåäåíèå ìîæåò áûòü âûïîëíå-

íî çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå ñâåäåíèå íå ÿâëÿåòñÿ

ÿâíûì, à èìåííî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

ÒÅÎÐÅÌÀ 3.2. ÏóñòüL � íèëüïîòåíòíàÿ àëãåáðà Ëè íàä ïîëåì k

íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè. Òîãäà äèîôàíòîâû çàäà÷è â L è â G(L) ñâîäÿòñÿ

äðóã ê äðóãó çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èçâåñòíî, ÷òî ëþáàÿ àòîìàðíàÿ ôîðìóëà ϕ(x̄) íà

ÿçûêå êîëåö Ëè (â ÷àñòíîñòè, ïîëèíîìèàëüíîå óðàâíåíèå Ëè p(x̄) = 0)

ìîæåò áûòü àëãîðèòìè÷åñêè çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ïåðåïèñàíà â ïî-

ëîæèòåëüíóþ ïðèìèòèâíóþ (äèîôàíòîâó) íåâëîæåííóþ ôîðìóëó ϕ∗(x̄) íà

ÿçûêå êîëåö Ëè, ýêâèâàëåíòíóþ ϕ(x̄) â L, ñì., íàïðèìåð, [25, ñ. 58]. Òî÷íåå,

çäåñü

ϕ∗(x̄) = ∃ȳS(x̄, ȳ),
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ãäå S(x̄, ȳ) � êîíå÷íàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé òèïà ëèáî xk + xℓ = xm, ëèáî

(xk, xℓ) = xm, ëèáî xk = 0, ëèáî xk = xm. Íàïðèìåð, ïîëèíîìèàëüíîå

óðàâíåíèå òèïà

(. . . ((x1, x2), x3) . . . , xn) = 0

(ëåâîíîðìèðîâàííîå ïðîèçâåäåíèå Ëè) ýêâèâàëåíòíî ôîðìóëå

∃ȳ((x1, x2) = y1 ∧ (y1, x3) = y2 ∧ . . . ∧ (yn−2, xn) = yn−1 ∧ yn−1 = 0).

Çàìåíÿÿ â ñèñòåìå óðàâíåíèé S(x̄, ȳ) êàæäîå íåâëîæåííîå àòîìàðíîå óðàâ-

íåíèå òèïà (xk, xℓ) = xm íà óðàâíåíèå Q-ãðóïïû v(xk, xℓ) = xm è êàæ-

äîå íåâëîæåííîå óðàâíåíèå òèïà xk + xℓ = xm íà óðàâíåíèå Q-ãðóïïû

u(xk, xℓ) = xm, îñòàâëÿÿ ïðè ýòîì âñå îñòàëüíûå óðàâíåíèÿ áåç èçìå-

íåíèé, ïîëó÷àåì êîíå÷íóþ ñèñòåìó S′(x̄, ȳ) óðàâíåíèé Q-ãðóïïû, ðàçìåð

êîòîðîé îãðàíè÷åí ïîëèíîìîì îò ðàçìåðà ñèñòåìû S(x̄, ȳ). Äëÿ ïîëó÷å-

íèÿ ÷èñòî ãðóïïîâûõ óðàâíåíèé (áåç ðàöèîíàëüíûõ ïîêàçàòåëåé) äîñòà-

òî÷íî çàìåíèòü â ñèñòåìå S′(x̄, ȳ) êàæäîå óðàâíåíèå âèäà v(xk, xℓ) = xm

íà óðàâíåíèå v(xk, xℓ)M = xm è êàæäîå óðàâíåíèå âèäà u(xk, xℓ) = xm

íà óðàâíåíèå u(xk, xℓ)N = xm, ãäå M è N � ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñ-

ëà, çàâèñÿùèå òîëüêî îò ñëîâ u(x, y) è v(x, y), ñì. ëåììó 2.1. Îáîçíà÷èì

ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó ÷åðåç Wϕ(x̄, ȳ), è ïîëîæèì Ψϕ(x̄) = ∃ȳWϕ(x̄, ȳ). Ïî

ïîñòðîåíèþ ìíîæåñòâî èñòèííîñòè ôîðìóëû ϕ(x̄) â L â òî÷íîñòè ñîâïàäà-

åò ñ ìíîæåñòâîì èñòèííîñòè ôîðìóëû Ψϕ(x̄) â G(L). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

ïîëèíîìèàëüíîå óðàâíåíèå Ëè P (x̄) = 0 èìååò òî æå ìíîæåñòâî ðåøåíèé,

÷òî è ìíîæåñòâî èñòèííîñòè ôîðìóëû Ψp(x̄)=0(x̄) â G(L). Ñëåäîâàòåëüíî,

óðàâíåíèå P (x̄) = 0 èìååò ðåøåíèå â L òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñèñòå-

ìà ãðóïïîâûõ óðàâíåíèé WP=0(x̄, ȳ) èìååò ðåøåíèå â G(L). Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî ñèñòåìà ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé Ëè E(x̄) =
m∧
i=1

Pi(x̄) = 0 èìååò

ðåøåíèå â L òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñèñòåìà ãðóïïîâûõ óðàâíåíèé

WE(x̄, ȳ) =
m⋃
i=1

WPi=0(x̄, ȳ) èìååò ðåøåíèå â G(L).

Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè óðàâíåíèÿ â L áåç êîýôôèöèåíòîâ. Ïðè

ðàáîòå ñ êîýôôèöèåíòàìè ìû èñïîëüçóåì òîò æå ïðèåì, ÷òî è â ïðåäëî-

æåíèè 3.2. À èìåííî, êàæäàÿ êîíå÷íàÿ ñèñòåìà E(x̄, ā) óðàâíåíèé Ëè ñ êî-
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ýôôèöèåíòàìè ā â L ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ñèñòåìû áåç êîýôôèöèåíòîâ

E(x̄, z̄) ïóòåì çàìåíû ïåðåìåííûõ â z̄ êîíñòàíòàìè èç ā. Äåéñòâèòåëüíî,

ñèñòåìà E(x̄, z̄) ïîëó÷àåòñÿ èç ñèñòåìû E(x̄, ā) çàìåíîé êàæäîé êîíñòàíòû

ai â ā íà ñîîòâåòñòâóþùóþ íîâóþ ïåðåìåííóþ zi. Êàê ìû ïîêàçàëè âû-

øå, ñèñòåìà E(x̄, z̄) èìååò òî æå ìíîæåñòâî ðåøåíèé â L, ÷òî è ìíîæåñòâî

èñòèííîñòè ôîðìóëû ∃yWE(x̄, z̄, ȳ). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà E(x̄, ā)

èìååò ðåøåíèå â L òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñèñòåìà ãðóïïîâûõ óðàâ-

íåíèé WE(x̄, ā, ȳ) èìååò ðåøåíèå â G(L). Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî äèîôàíòîâà

çàäà÷à D(L) ñâîäèòñÿ ê äèîôàíòîâîé çàäà÷å D(G(L)) çà ïîëèíîìèàëüíîå

âðåìÿ.

Îáðàòíîå òàêæå âåðíî, è äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî.

Çàìå÷àíèå. Â òåîðåìå 3.2 ìû ÿâíî íå ñâîäèì äèîôàíòîâû ïðîáëåìû â

L è G(L) äðóã ê äðóãó. Îäíàêî àðãóìåíò â äîêàçàòåëüñòâå ïîêàçûâàåò, ÷òî

ìû ÿâíî ñâîäèì êîíå÷íûå ñèñòåìû óðàâíåíèé ê äèîôàíòîâûì ôîðìóëàì.

§ 4. ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÜ ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÕ È

ËÎÃÈ×ÅÑÊÈÕ ÃÅÎÌÅÒÐÈÉ ÍÀÄ L È G(L)

Òåïåðü óïîìÿíåì äâà ñëåäñòâèÿ ðåçóëüòàòîâ áèèíòåðïðåòèðóåìîñòè èç

òåîðåìû 2.1, êîòîðûå êàñàþòñÿ êàòåãîðèé àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ è ëî-

ãè÷åñêèõ ìíîæåñòâ.

Ïëîòêèí [18�20] ââåë è èçó÷èë êàòåãîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ íàä

ïðîèçâîëüíûìè àëãåáðàè÷åñêèìè ñòðóêòóðàìè. Äëÿ ãðóïï òàêèå êàòåãî-

ðèè èçó÷àëèñü Áàóìñëàãîì, Ìÿñíèêîâûì è Ðåìåñëåííèêîâûì [21], ïîäðîá-

íåå ñì. êíèãó Äàíèÿðîâîé, Ìÿñíèêîâà è Ðåìåñëåííèêîâà [22]. Áîëåå îáùèå

êàòåãîðèè îïðåäåëèìûõ ìíîæåñòâ, òàê íàçûâàåìûå ëîãè÷åñêèå ãåîìåòðèè,

áûëè ââåäåíû Ïëîòêèíûì [29]. Ïîäðîáíåå î áèèíòåðïðåòàöèÿõ è ýêâèâà-

ëåíòíîñòè ëîãè÷åñêèõ ãåîìåòðèé ñì. [24].

ÏÐÅÄËÎÆÅÍÈÅ 4.1. Ïóñòü L � íèëüïîòåíòíàÿ k-àëãåáðà Ëè ñ êî-

ýôôèöèåíòàìè â ïîëå k íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè è G = G(L). Òîãäà

(1) G è L èìåþò â òî÷íîñòè îäèíàêîâûå àëãåáðàè÷åñêèå ìíîæåñòâà;
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(2) G è L èìåþò â òî÷íîñòè îäèíàêîâûå îïðåäåëèìûå ìíîæåñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 3.2.

(2) Áèèíòåðïðåòàöèÿ L è G(L) èç òåîðåìû 2.1 ïîçâîëÿåò ïåðåïèñàòü

êàæäóþ ôîðìóëó ϕ ÿçûêà êîëåö Ëè â ôîðìóëó ϕ∗ íà ãðóïïîâîì ÿçûêå

òàê, ÷òî îïðåäåëÿåìûå èìè ìíîæåñòâà ϕ(L) è ϕ∗(G(L)) ñîâïàäàþò. Äåé-

ñòâèòåëüíî, äëÿ áåñêâàíòîðíûõ ôîðìóë ýòî ñëåäóåò èç ï. (1), òî÷íåå, èç

ïðåäëîæåíèÿ 3.2. Â îáùåì ñëó÷àå ôîðìóëó ϕ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ïðåä-

âàðåííîé íîðìàëüíîé ôîðìå Q1y1 . . . Qsysϕ0, ãäå Qi � êâàíòîðû, à ϕ0 �

áåñêâàíòîðíàÿ ôîðìóëà. Çàòåì ìû ïåðåïèñûâàåì ϕ0 â ϕ∗0 ñîãëàñíî ï. (1).

Íà ñàìîì äåëå, ñóùåñòâóåò î÷åíü îáùàÿ ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ϕ∗ èç ϕ äëÿ

ïðîèçâîëüíûõ èíòåðïðåòàöèé, ñì. [25, 26].

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

ÒÅÎÐÅÌÀ 4.1. Ïóñòü L � íèëüïîòåíòíàÿ k-àëãåáðà Ëè ñ êîýôôèöè-

åíòàìè â ïîëå k íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè è G = G(L). Òîãäà

(1) G è L èìåþò èçîìîðôíûå êàòåãîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ;

(2) G è L èìåþò èçîìîðôíûå êàòåãîðèè 0-îïðåäåëèìûõ ìíîæåñòâ.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

1. E. Daniyarova, A. Myasnikov, Applications of Biinterpretability to Logic

and Algebra, Preprint.

2. À. Ã. Ìÿñíèêîâ, �Ñòðîåíèå ìîäåëåé è êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè ïîë-

íûõ òåîðèé êîíå÷íîìåðíûõ àëãåáð�, Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ, Ñåð. ìàò. 53,

No. 2, 379�397 (1989).

3. A. G. Myasnikov, M. Sohrabi, �Groups elementarily equivalent to a free

nilpotent group of �nite rank�, Ann. Pure Appl. Logic 162, No. 11, 916�

933 (2011).

4. A. G. Myasnikov, M. Sohrabi, �ω-stability and Morley rank of bilinear

maps, rings and nilpotent groups�, J. Symb. Log. 82, No. 2, 754�777

(2017).



496 Ì. Ã. Àìàãëîáåëè, Ò. Ç. Áîêåëàâàäçå, À. Ã. Ìÿñíèêîâ

5. À. Ã. Ìÿñíèêîâ, Â. Í. Ðåìåñëåííèêîâ, �Ðåêóðñèâíûå p-àäè÷åñêèå ÷èñ-

ëà è ýëåìåíòàðíûå òåîðèè êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ïðî-p-ãðóïï�, Èçâ.

ÀÍ ÑÑÑÐ, Ñåð. ìàò. 51, No. 3, 613�634 (1987).

6. À. È. Ìàëüöåâ, �Îá îäíîì êëàññå îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ�, Èçâ. ÀÍ

ÑÑÑÐ. Ñåð. ìàò. 13, No. 1, 9�32 (1949).

7. À. È. Ìàëüöåâ, �Íèëüïîòåíòíûå ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ�,Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ,

Ñåð. ìàò. 13, No. 3, 201�212 (1949).

8. G. Baumslag, �Some aspects of groups with unique roots�, Acta Math.

104, 217�303 (1960).

9. À. Ã. Ìÿñíèêîâ, Â. Í. Ðåìåñëåííèêîâ, �Ñòåïåííûå ãðóïïû. I: Îñíîâû

òåîðèè è òåíçîðíûå ïîïîëíåíèÿ�, Ñèá. ìàòåì. æóðí. 35, No. 5, 1106�

1118 (1994).

10. Ì. Ã. Àìàãëîáåëè, À. Ã. Ìÿñíèêîâ, Ò. Ò. Íàäèðàäçå, �Ìíîãîîáðàçèÿ

ñòåïåííûõ R-ãðóïï�, Àëãåáðà ëîãèêà 62, No. 2, 179�204 (2023).

11. A. G. Myasnikov, V. N. Remeslennikov, �Exponential groups II: Extensi-

ons of centralizers and tensor completion of CSA-groups�, Int. J. Algebra

Comput. 6, No. 6, 687�711 (1996).

12. P. Hall, Nilpotent groups. Notes of lectures given at the Canadian Mathe-

matical Congress (summer Sem., Univ. Alberta, Edmonton, 12-30 August,

1957), (Queen Mary College Math. Notes), London, Queen Mary College

(1969).

13. Ì. Ã. Àìàãëîáåëè, Â. Í. Ðåìåñëåííèêîâ, �Ñâîáîäíûå 2-ñòóïåííî íèëü-

ïîòåíòíûå R-ãðóïïû�, Äîêë. ÐÀÍ 443, No. 4, 410�413 (2012).

14. R. B. War�eld, jun., Nilpotent Groups, springer, Berlin etc. (1976).

15. E. I. Khukhro, p-Automorphisms of Finite p-Groups, Cambridge Univ.

Press, Cambridge (1998).

16. D. Quillen, �Rational homotopy theory�, Ann. Math. 90, 205�295 (1969).

17. À. Ã. Ìÿñíèêîâ, Ì. Ñîõðàáè, �Äèîôàíòîâû ïðîáëåìû â êëàññè÷åñêèõ

ìàòðè÷íûõ ãðóïïàõ�, Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ, Ñåð. ìàò. 85, No. 6, 205�244

(2021).



Ñîîòâåòñòâèå Ìàëüöåâà è áèèíòåðïðåòèðóåìîñòü 497

18. B. Plotkin, �Varieties of algebras and algebraic varieties. Categories of

algebraic varieties�, Sib. Adv. Math. 7, No. 2, 64�97 (1997).

19. B. Plotkin, Seven Lectures on the Universal Algebraic Geometry,

arXiv:math/0204245 (2002).

20. Á. È. Ïëîòêèí, �Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü, ãåîìåòðè÷åñêîå

ïîäîáèå è ãåîìåòðè÷åñêàÿ ñîâìåñòèìîñòü àëãåáð�, Çàï. íàó÷í. ñåì.

ÏÎÌÈ 330, 201�222 (2006).

21. G. Baumslag, A. Myasnikov, V. Remeslennikov, �Algebraic geometry over

groups. I: Algebraic sets and ideal theory�, J. Algebra 219, No. 1, 16�79

(1999).

22. Ý. Þ. Äàíèÿðîâà, À. Ã. Ìÿñíèêîâ, Â. Í. Ðåìåñëåííèêîâ, Àëãåáðàè÷å-

ñêàÿ ãåîìåòðèÿ íàä àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòåìàìè, Èçä-âî ÑÎ ÐÀÍ,

Íîâîñèáèðñê (2016).

23. B. Plotkin, E. Plotkin, �Multi-sorted logic and logical geometry: some

problems�, Demonstr. Math. 48, No. 4, 578�618 (2015).

24. E. Daniyarova, A. Myasnikov, Theory of Interpretations II. Categorical

Equivalence of Projective Logical Geometries, Preprint.

25. W. Hodges, Model Theory, Cambridge Univ. Press, Cambridge (1993).

26. D. Marker, Model Theory: an Introduction, Springer, New York (2002).

27. E. Daniyarova, A. Myasnikov, Theory of Interpretations. I: Foundations,

Preprint.

28. O. Kharlampovich, A. Myasnikov, M. Sohrabi, �Rich groups, weak second-

order logic, and applications�, In: Groups and Model Theory. GAGTA

book 2, pp. 127�191, De Gruyter, Berlin (2021).

29. B. Plotkin, Algebraic Logic and Logical Geometry in Arbitrary Varieties

of Algebras, arXiv:1205.6235 (2012).

Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 16 äåêàáðÿ 2024 ã.

ïîñëå äîðàáîòêè 3 ÿíâàðÿ 2025 ã.

ïðèíÿòà ê ïóáëèêàöèè 19 ìàðòà 2025 ã.



Àëãåáðà è ëîãèêà Òîì 64, No. 5, 498�537 (2025)

ÓÄÊ 510.6:512.54:514.146.01

Á. À. Áåðãåð1, À. Ã. Ìÿñíèêîâ2

ÒÅÎÐÈß ÌÎÄÅËÅÉ
ÏÐÎÅÊÒÈÂÍÛÕ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂ

Àííîòàöèÿ: Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V íàä ïîëåì

F êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè íå ìåíåå 3 ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî P (V ) (ìíîæåñòâî

âñåõ ïîäïðîñòðàíñòâ V ñ áèíàðíûì ïðåäèêàòîì âêëþ÷åíèÿ) ðåãóëÿðíî èíúåê-

òèâíî áè-èíòåðïðåòèðóåìî ñ ïîëåì F .

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, ïîëå, ïðîåêòèâíàÿ ãåîìåòðèÿ, áè-

èíòåðïðåòàöèÿ.

Ïàìÿòè Â. À. Ðîìàíüêîâà

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Çäåñü ìû äîêàçûâàåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V íàä

ïîëåì F êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè íå íèæå 3 ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî P (V )
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âêëþ÷åíèÿ) ðåãóëÿðíî èíúåêòèâíî áèèíòåðïðåòèðóåìî ñ ïîëåì F . Äîêà-
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ïåðåíîñà ðàçëè÷íûõ ñâîéñòâ F â P (V ) è îáðàòíî. Ñëåäîâàòåëüíî, P (V )

è F èìåþò ìíîãî îáùèõ àëãåáðàè÷åñêèõ, àëãîðèòìè÷åñêèõ è òåîðåòèêî-
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P (V ) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê áîëåå ñèëüíóþ è òî÷íóþ âåðñèþ ÎÒÏÃ. Íà

ñàìîì äåëå, ÎÒÏÃ ñëåäóåò èç ðåãóëÿðíîé èíòåðïðåòèðóåìîñòè F â P (V );

äëÿ ýòîãî ðåçóëüòàòà íå òðåáóåòñÿ áèèíòåðïðåòèðóåìîñòü. Îäíàêî áèèí-

òåðïðåòèðóåìîñòü äåéñòâèòåëüíî íåîáõîäèìà äëÿ äðóãèõ ïðèëîæåíèé.

ÎÒÏÃ óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ V1 è V2 êî-

íå÷íîé ðàçìåðíîñòè íàä ïîëÿìè F1 è F2, ãäå dimF1 V1 ≥ 3, åñëè èõ ïðîåê-

òèâíûå ïðîñòðàíñòâà P (V1) è P (V2) èçîìîðôíû, òî dimF1 V1 = dimF2 V2 è

ïîëÿ F1 è F2 èçîìîðôíû; áîëåå òîãî, êàæäûé èçîìîðôèçì P (V1) → P (V2)

èíäóöèðóåòñÿ íåêîòîðûì ïîëóëèíåéíûì èçîìîðôèçìîì V1 → V2. ÎÒÏÃ

èçâåñòíà óæå áîëåå 175 ëåò; ïåðâîíà÷àëüíî ýòî áûëî äîêàçàíî ôîí Øòà-

óäòîì [1] â 1847 ã. Ñ òåõ ïîð ïîÿâèëîñü ìíîãî âåðñèé è îáîáùåíèé ýòîãî

ðåçóëüòàòà. Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ñâÿçàòü íåêîòîðóþ àëãåáðà-

è÷åñêóþ ñòðóêòóðó ñ ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèåé, õîòÿ âñå îíè â íåêîòîðîì

ñìûñëå ýêâèâàëåíòíû äðóã äðóãó. Êîíå÷íî, ÎÒÏÃ ñïðàâåäëèâà äëÿ âñåõ

íèõ, íî èõ ýêâèâàëåíòíîñòü èäåò íàìíîãî ãëóáæå ýòîãî ôàêòà; íà ñàìîì

äåëå, âñå ýòè àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû, ñâÿçàííûå ñ ïðîåêòèâíîé ãåî-

ìåòðèåé ïðîñòðàíñòâà V , âçàèìíî èíòåðïðåòèðóþòñÿ äðóã â äðóãå, ïîýòî-

ìó âûáîð ñòðóêòóðû, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ïðîåêòèâíóþ ãåîìåòðèþ V ,

ïî áîëüøåé ÷àñòè íå èìååò çíà÷åíèÿ. Áóäåì ñëåäîâàòü êëàññè÷åñêîé êíè-

ãå Àðòèíà [2] è îòîæäåñòâëÿòü ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî íàä âåêòîðíûì

ïðîñòðàíñòâîì V ñ àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìîé P (V ). Îáùèå ñâåäåíèÿ ïî

ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè ñì. â [3�5].

Ðàçâèòèå îáùåé òåîðèè ïðîåêòèâíûõ ïëîñêîñòåé âîñõîäèò ê ðàáîòå Ìàð-

øàëëà Õîëëà [6], ãäå îí ââåë è èçó÷èë ñâîáîäíûå ïðîåêòèâíûå ïëîñêîñòè.

Ïîçäíåå Øèðøîâ è Íèêèòèí[7] ðàññìàòðèâàëè ïðîåêòèâíûå ïëîñêîñòè

êàê äâóñîðòíûå àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû (èíòóèòèâíî, îäèí ñîðò äëÿ

ïðÿìûõ, äðóãîé � äëÿ òî÷åê), ñíàáæåííûå ÷àñòè÷íîé áèíàðíîé êîììóòà-

òèâíîé îïåðàöèåé (ïåðåñå÷åíèå äâóõ ïðÿìûõ äàåò òî÷êó, à äâå ðàçëè÷íûå

òî÷êè îïðåäåëÿþò ïðÿìóþ), ÷òî ïîçâîëèëî èì ââåñòè êëàññè÷åñêèå àëãåá-

ðàè÷åñêèå ïîíÿòèÿ (ïîðîæäàþùèå ìíîæåñòâà, ñâîáîäíûå îáúåêòû, ãîìî-

ìîðôèçìû è ò. ä.) â òåîðèþ ïðîåêòèâíûõ ïëîñêîñòåé. Îíè ïîñòàâèëè äâà

îñíîâíûõ òåîðåòèêî-ìîäåëüíûõ âîïðîñà î ñâîáîäíûõ ïðîåêòèâíûõ ïëîñ-
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êîñòÿõ: ýëåìåíòàðíî ýêâèâàëåíòíû ëè ñâîáîäíûå ïðîåêòèâíûå ïëîñêîñòè

äðóã äðóãó è ðàçðåøèìà ëè èõ îáùàÿ òåîðèÿ?

Â 2021 ã. Õþòòèíåí è Ïèîëèíè, âäîõíîâëåííûå ðåøåíèåì çàäà÷ Òàð-

ñêîãî äëÿ ñâîáîäíûõ ãðóïï, ðåøèëè ýòè çàäà÷è óòâåðäèòåëüíî [8]. Îíè

ïîêàçàëè, ÷òî ñâîáîäíûå ïðîåêòèâíûå ïëîñêîñòè ýëåìåíòàðíî ýêâèâàëåíò-

íû, à èõ îáùàÿ òåîðèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà � ýòî â òî÷íîñòè òåîðèÿ îòêðûòûõ

ïðîåêòèâíûõ ïëîñêîñòåé. Ñëåäîâàòåëüíî, òåîðèÿ îòêðûòûõ ïðîåêòèâíûõ

ïëîñêîñòåé ïîëíà, à ïîñêîëüêó èìååò õîðîøóþ ñèñòåìó àêñèîì, òî è ðàçðå-

øèìà. Èìè òàêæå áûëà äîêàçàíà ñòàáèëüíîñòü ýòîé òåîðèè. Îíè ðàññìàò-

ðèâàëè ïðîåêòèâíûå ïëîñêîñòè â ÿçûêå ñ äâóìÿ ñîðòàìè, îïðåäåëÿþùèìè

ìíîæåñòâî òî÷åê è ìíîæåñòâî ïðÿìûõ, à òàêæå ñèììåòðè÷íûì áèíàðíûì

îòíîøåíèåì äëÿ èíöèäåíòíîñòè òî÷êà�ïðÿìàÿ.

Äåñÿòèëåòèåì ðàíåå Êîãàáàåâ [9] ïîêàçàë, ÷òî êëàññ ñèììåòðè÷íûõ èð-

ðåôëåêñèâíûõ ãðàôîâ îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòàðíî îïðåäåëèì â êëàññå âñåõ

ïðîåêòèâíûõ ïëîñêîñòåé, ïîýòîìó òåîðèÿ âñåõ ïðîåêòèâíûõ ïëîñêîñòåé

íåðàçðåøèìà. Îí ðàññìàòðèâàë ïðîåêòèâíûå ïëîñêîñòè íà ÿçûêå, ïîõîæåì

íà ÿçûê â ïîäõîäå Øèðøîâà è Íèêèòèíà (çàìåíÿÿ ÷àñòè÷íóþ áèíàðíóþ

îïåðàöèþ ñîîòâåòñòâóþùèì ïðåäèêàòîì).

Êàê óïîìèíàëîñü ðàíåå, ìû èçó÷àåì òåîðèþ ìîäåëåé ñòðóêòóðû P (V ),

ãäå V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè íå ìåíüøå 3 íàä ïîëåì F .

Èñïîëüçóÿ áèèíòåðïðåòèðóåìîñòü P (V ) è F , ìû óñòàíàâëèâàåì ñëåäóþùèå

ðåçóëüòàòû:

(1) Äàåì êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà P (V ) (îíà

ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàçðåøèìà òåîðèÿ ïîëÿ F ), ñì. � 3.2;

(2) îïèñûâàåì âñå ñòðóêòóðû, ýëåìåíòàðíî ýêâèâàëåíòíûå P (V ) (îíè

ÿâëÿþòñÿ â òî÷íîñòè ìîäåëÿìè òèïà P (Ṽ ), ãäå Ṽ � âåêòîðíîå ïðîñòðàí-

ñòâî íàä ïîëåì F̃ , ïðè÷åì F ≡ F̃ è dimF V = dim
F̃
Ṽ ), ñì. � 3.3;

(3) îïèñûâàåì áîãàòûå ïðîåêòèâíûå ïðîñòðàíñòâà P (V ), ãäå òåîðèÿ

ïåðâîãî ïîðÿäêà ñòðóêòóðû P (V ) èìååò òó æå âûðàçèòåëüíóþ ñèëó, ÷òî è

ñëàáàÿ ëîãèêà âòîðîãî ïîðÿäêà â P (V ) (ìû äîêàçûâàåì, ÷òî òåîðèÿ P (V )

áîãàòà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà áîãàòà òåîðèÿ F ), è ïðèâîäèì ðàçëè÷-

íûå ïðèìåðû áîãàòûõ ïðîñòðàíñòâ P (V ), ñì. � 3.4;
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(4) îïèñûâàåì, êîãäà ñòðóêòóðà P (V ) äîïóñêàåò ýëèìèíàöèþ ìíèìî-

ñòåé (òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F äîïóñêàåò), ñì. � 3.5.

Îñíîâíàÿ òåîðåìà íå ÿâëÿåòñÿ ÷åì-òî ñïåöèôè÷íûì òîëüêî äëÿ ïðî-

åêòèâíîé ãåîìåòðèè. Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ïîäîáíûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ

äðóãèõ ãåîìåòðèé. Òàê, ñóùåñòâóåò ôóíäàìåíòàëüíàÿ òåîðåìà àôôèííîé

ãåîìåòðèè, ñì., íàïð., [2], Ïàòíýì [10] äîêàçàë îñíîâíóþ òåîðåìó ñèìïëåê-

òè÷åñêîé ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè, à Äæåôôåðñ [11] ñäåëàë ýòî äëÿ ãèïåð-

áîëè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Îäæàíãóðåí è Øðèäõàðàí [12] îáîáùèëè îñíîâíóþ

òåîðåìó ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè íà ïðîèçâîëüíûå êîììóòàòèâíûå êîëüöà.

Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóþò íåêîììóòàòèâíûå àíàëîãè ÎÒÏÃ, ãäå âìåñòî

âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V ðàññìàòðèâàåòñÿ ãðóïïà G, âîçìîæíî, íåêîì-

ìóòàòèâíàÿ. Â ýòîì ñëó÷àå, â êà÷åñòâå P (G) áåðåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ, èëè

íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ, ïîäãðóïï G, â ÿçûêå ñ ïðåäèêàòîì âêëþ÷åíèÿ ⊆

(çäåñü ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå P (G), õîòÿ â ýòîé îáëàñòè îáû÷íî èñ-

ïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå S(G)). Ãîâîðèòñÿ, ÷òî ÎÒÏÃ ñïðàâåäëèâà äëÿ G,

åñëè êàæäûé èçîìîðôèçì ñòðóêòóðû S(G) èíäóöèðóåòñÿ íåêîòîðûì èçî-

ìîðôèçìîì ãðóïïûG. Íàïðèìåð, äëÿ àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïûG íàä ïîëåì

F ìíîæåñòâî P (G) ìîæåò áûòü ìíîæåñòâîì íåêîòîðûõ F -îïðåäåëåííûõ

àëãåáðàè÷åñêèõ ïîäãðóïï G, ñíàáæåííûõ âêëþ÷åíèåì. Òèòñ [13] äîêàçàë

ÎÒÏÃ äëÿ àáñîëþòíî ïðîñòûõ ïðèñîåäèíåííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï G

íàä ïîëåì F , ãäå P (G) � ìíîæåñòâî ïàðàáîëè÷åñêèõ F -ïîäãðóïï G. Ñóùå-

ñòâóåò äîâîëüíî ìíîãî èññëåäîâàíèé ïî îñíîâíîé òåîðåìå ïðîåêòèâíîé ãåî-

ìåòðèè äëÿ íèëüïîòåíòíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ (óíèïîòåíòíûõ) ãðóïï G íàä

ïîëåì èëè áèíîìèàëüíîé îáëàñòüþ öåëîñòíîñòè K (â ýòîì ñëó÷àå P (G) �

ýòî ìíîæåñòâî âñåõ K-ïîäãðóïï G), ñì. ñòàòüè Áîêåëàâàäçå, Ëàøõè [14,

15] è Áîêåëàâàäçå, Òàâàäçå [16]. Ëàøõè [17] èçó÷àë îñíîâíóþ òåîðåìó àô-

ôèííîé ãåîìåòðèè äëÿ àëãåáð Ëè.

Â îáëàñòè àáñòðàêòíûõ ãðóïï èññëåäîâàíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ÎÒÏÃ, åùå

áîëåå ìíîãî÷èñëåííû. Îíè íà÷àëèñü â 1928 ã. ñ îðèãèíàëüíîé ñòàòüè Ðîòò-

ëåíäåð [18], ñðåäè ïîñëåäóþùèõ ïóáëèêàöèé ìû õîòåëè áû óïîìÿíóòü ðà-

áîòû Áýðà [19], Ñàäîâñêîãî [20�23] è Ïëîòêèíà [24], êíèãè Ñóäçóêè [25] è

Øìèäòà [26], ïîñëåäíÿÿ ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ïîëíûì èçëîæåíèåì ðåçóëüòà-
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òîâ ïî ýòîé òåìå. Çäåñü äëÿ àáñòðàêòíîé ãðóïïû G ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíî-

æåñòâî âñåõ ïîäãðóïï P (G) (èíîãäà îáîçíà÷àåìîå êàê S(G) èëè L(G)),

ñíàáæåííîå áèíàðíûì ïðåäèêàòîì ⊆. Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ îïðåäåëÿå-

ìîé ðåøåòêîé ñâîèõ ïîäãðóïï, åñëè äëÿ ëþáîé ãðóïïû Ḡ èçîìîðôèçì

ñòðóêòóð P (G) è P (Ḡ) (êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðåøåòêàìè) âëå÷åò èçîìîð-

ôèçì ãðóïï G è Ḡ. Áîëåå òîãî, G ñèëüíî îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåòêîé ñâîèõ

ïîäãðóïï, åñëè ëþáîé èçîìîðôèçì P (G) → P (Ḡ) èíäóöèðóåòñÿ íåêîòîðûì

èçîìîðôèçìîì ãðóïï G→ Ḡ (è ïîòîìó G óäîâëåòâîðÿåò ãðóïïîâîé âåðñèè

ÎÒÏÃ). Ìû óïîìèíàåì çäåñü ñëåäóþùèå êëàññû ãðóïï, êîòîðûå ñèëüíî

îïðåäåëÿþòñÿ ñâîèìè ðåøåòêàìè ïîäãðóïï: àáåëåâû ãðóïïû, ñîäåðæàùèå

äâà íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòà áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà, ñì. Áýð [19]; ñâîáîäíûå

ãðóïïû ðàíãà ≥ 2, ñì. Ñàäîâñêèé [20]; íåàáåëåâû íèëüïîòåíòíûå ãðóï-

ïû áåç êðó÷åíèÿ, ñì. Ñàäîâñêèé [22]; ìåòàáåëåâû ãðóïïû, ñîäåðæàùèå äâà

íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòà áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà, íèêàêèå íåòðèâèàëüíûå ñòå-

ïåíåé êîòîðûõ íå êîììóòèðóþò, ñì. Ïåêåëèñ [27].

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî çà âñåìè ýòèìè ðåçóëüòàòàìè ïî îñíîâíûì òåî-

ðåìàì äëÿ ðàçëè÷íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð G ñòîèò íåêîòîðàÿ èíòåð-

ïðåòàöèÿ èëè áèèíòåðïðåòàöèÿ G (èëè íåêîòîðîãî êîëüöà K, ñâÿçàííîãî

ñ G) ñ ïðîåêòèâíûì ïðîñòðàíñòâîì P (G). Â ñâÿçè ñ ýòèì ìû ïðåäëàãàåì

ñëåäóþùóþ ïðîãðàììó èññëåäîâàíèé.

ÌÅÒÀÏÐÎÁËÅÌÀ. Äëÿ êàæäîé àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðû G, äëÿ êî-

òîðîé ñïðàâåäëèâà ôóíäàìåíòàëüíàÿ òåîðåìà ïðîåêòèâíîé (èëè àôôèí-

íîé) ãåîìåòðèè, äîêàçàòü, ÷òî ëèáî G ðåãóëÿðíî èíòåðïðåòèðóåìà â P (G),

ëèáî P (G) è íåêîòîðîå êîëüöî K, êîòîðîå åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñâÿçà-

íî ñ G, ÿâëÿþòñÿ áèèíòåðïðåòèðóåìûìè (èëè, ïî êðàéíåé ìåðå, âçàèìíî

èíòåðïðåòèðóåìûìè) äðóã â äðóãå.

1 ÈÍÒÅÐÏÐÅÒÈÐÓÅÌÎÑÒÜ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû îáñóæäàåì ðàçëè÷íûå òèïû èíòåðïðåòèðóåìîñòè ñòðóê-

òóð; íåêîòîðûå èç íèõ õîðîøî èçâåñòíû, äðóãèå ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Êàæ-
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äàÿ èç íèõ ñëóæèò ðàçëè÷íûì öåëÿì. Â îñíîâíîì ìû ñîñðåäîòî÷åíû íà

ðåãóëÿðíîé èíòåðïðåòèðóåìîñòè, êîòîðàÿ õîðîøî ïîäõîäèò äëÿ ïðèëîæå-

íèé òåîðèè ìîäåëåé.

Ïóñòü L � ÿçûê (ñèãíàòóðà) ñ íàáîðîì ôóíêöèîíàëüíûõ (îïåðàöèîí-

íûõ) ñèìâîëîâ {f, . . .} âìåñòå ñ èõ àðíîñòÿìè nf ∈ N, íàáîðîì ñèìâîëîâ

îòíîøåíèé (èëè ïðåäèêàòîâ) {R, . . .} âìåñòå ñ èõ àðíîñòÿìè nR ∈ N è

íàáîðîì êîíñòàíòíûõ ñèìâîëîâ {c, . . .}. Ìû çàïèñûâàåì f(x1, . . . , xn) èëè

R(x1, . . . , xn), ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî nf = n èëè nR = n. Çäåñü ìû ðàñ-

ñìàòðèâàåì äâà ÿçûêà: ñòàíäàðòíûé ÿçûê êîëåö Lrings = {+, · } è ÿçûê

ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ L⊆ = {⊆}, ãäå ⊆ � áèíàðíûé ïðåäèêàò. Ìû

ñëåäóåì êíèãå [28] â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ ÿçûêîâ, ôîðìóë è ìîäåëåé.

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà â ÿçûêå L (L-ñòðóêòóðà) ñ áàçîâûì ìíîæå-

ñòâîì A îáîçíà÷àåòñÿ êàê A = 〈A;L〉, èëè êàê A = 〈A; f, . . . , R, . . . , c, . . .〉,

èëè êàê A = 〈A; fA, . . . , RA, . . . , cA, . . .〉, ãäå fA, PA, cA � ôóíêöèè, ïðåäè-

êàòû è êîíñòàíòû, èíòåðïðåòèðóþùèå ñîîòâåòñòâóþùèå ñèìâîëû f, P, c â

A. Äëÿ çàäàííîé ñòðóêòóðû A ÷åðåç L(A) ìû îáîçíà÷àåì ÿçûê ñòðóêòó-

ðû A.

1.1. Îïðåäåëèìûå ìíîæåñòâà. Ïóñòü B = 〈B;L(B)〉 � àëãåáðàè÷å-

ñêàÿ ñòðóêòóðà. Ïîäìíîæåñòâî X ⊆ Bn íàçûâàåòñÿ 0-îïðåäåëèìûì (èëè

àáñîëþòíî îïðåäåëèìûì, èëè îïðåäåëèìûì áåç ïàðàìåòðîâ) â B, åñëè ñó-

ùåñòâóåò ôîðìóëà ïåðâîãî ïîðÿäêà ϕ(x1, . . . , xn) â ÿçûêå L(B), òàêàÿ ÷òî

X � ìíîæåñòâî èñòèííîñòè ϕ:

ϕ(B) = {(b1, . . . , bn) ∈ Bn | B |= ϕ(b1, . . . , bn)}.

Åñëè ψ(x1, . . . , xn, y1, . . . , yk) � ôîðìóëà â L(B) è p̄ = (p1, . . . , pk) � êîðòåæ

ýëåìåíòîâ èç B, òî ìíîæåñòâî

ψ(B, p̄) = {(b1, . . . , bn) ∈ Bn | B |= ψ(b1, . . . , bn, p1, . . . , pk)}

íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèìûì â B (ñ ïàðàìåòðàìè p̄).

Ýêâèâàëåíòíî, X ⊆ Bn îïðåäåëèìî â B òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
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ñóùåñòâóþò êîíå÷íûé íàáîð ïàðàìåòðîâ P ⊆ B è ôîðìóëà ψ(x1, . . . , xn)

â ÿçûêå L(B) ∪ P , òàêèå ÷òî X = ψ(BP ). Çäåñü àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòó-

ðà BP = 〈B;L(B) ∪ P 〉 ïîëó÷àåòñÿ èç B äîáàâëåíèåì íîâûõ êîíñòàíòíûõ

ñèìâîëîâ èç P â ÿçûê.

Ïóñòü X ⊆ Bn, Y ⊆ Bm � ìíîæåñòâà, à ∼X , ∼Y � îòíîøåíèÿ ýê-

âèâàëåíòíîñòè íà X, Y ñîîòâåòñòâåííî. Îòîáðàæåíèå g : X/∼X → Y/∼Y

íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèìûì â B, åñëè ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî (íàçûâàåìîå ãðà-

ôîì g)

{(b1, . . . , bn, c1, . . . , cm) ∈ Bn+m |g((b1, . . . , bn)/∼X) = (c1, . . . , cm)/∼Y ,

(b1, . . . , bn) ∈ X, (c1, . . . , cm) ∈ Y }

îïðåäåëèìî â B. Çàìåòèì, ÷òî çäåñü g ìîæåò áûòü òàêæå ôóíêöèåé àðíîñòè

0 (íàïð., òî÷êîé èëè êîíñòàíòîé). Åñëè Q � îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå X ⊆

Bn (íå îáÿçàòåëüíî Q èç L(B)), òî åãî ãðàôèê � ýòî ñàìî ìíîæåñòâî Q ⊆

Bn.

1.2. Èíòåðïðåòàöèè.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà

A = 〈A; f, . . . , R, . . . , c, . . .〉

ÿâëÿåòñÿ 0-èíòåðïðåòèðóåìîé (èëè àáñîëþòíî èíòåðïðåòèðóåìîé, èëè

èíòåðïðåòèðóåìîé áåç ïàðàìåòðîâ) â àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðå

B = 〈B;L(B)〉,

åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(1) ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî A∗ ⊆ Bn, 0-îïðåäåëèìîå â B,

(2) ñóùåñòâóåò îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ íà A∗, 0-îïðåäåëèìîå â

B,

(3) ñóùåñòâóþò èíòåðïðåòàöèè fA, . . . ,RA, . . . , cA, . . . ñèìâîëîâ f, . . . , R,

. . . , c, . . . íà ôàêòîð-ìíîæåñòâå A∗/∼, âñå 0-îïðåäåëèìûå â B,
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(4) ñòðóêòóðà A∗ = 〈A∗/∼; fA, . . . , RA, . . . , cA, . . .〉 L(A)-èçîìîðôíà A.

Áîëåå îáùèé ñëó÷àé � èíòåðïðåòàöèÿ ñ ïàðàìåòðàìè.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà A = 〈A;L(A)〉 ÿâëÿåò-

ñÿ èíòåðïðåòèðóåìîé (ñ ïàðàìåòðàìè) â àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðå B =

〈B;L(B)〉, åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî ïàðàìåòðîâ P ⊆ B,

òàêîå ÷òî A àáñîëþòíî èíòåðïðåòèðóåìà â BP .

Ñòðóêòóðà A∗ èç îïðåäåëåíèÿ 1.1 ïîëíîñòüþ îïèñûâàåòñÿ íàáîðîì âñåõ

ôîðìóë íà ÿçûêå L(B), èñïîëüçóåìûõ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâ â (1)�(3)

âûøå, ìû îáîçíà÷àåì åå êàê

Γ = {UΓ(x̄, ȳ), EΓ(x̄, x̄
′, ȳ), QΓ(x̄1, . . . , x̄tQ , ȳ) | Q ∈ L(A)}, (1.1)

ãäå x̄, x̄′ è x̄i � ýòî n-êîðòåæè ïåðåìåííûõ, à ȳ = (y1, . . . , yk) � êîðòåæ

äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ äëÿ ïàðàìåòðîâ, è êîðòåæåì p̄ âñåõ ïàðàìåò-

ðîâ, èñïîëüçóåìûõ â ýòèõ ôîðìóëàõ. À èìåííî, ôîðìóëà UΓ îïðåäåëÿåò â

B ìíîæåñòâî AΓ = UΓ(B
n, p̄) ⊆ Bn (ìíîæåñòâî A∗ â îïðåäåëåíèè 1.1), EΓ

îïðåäåëÿåò îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼Γ íà AΓ (îòíîøåíèå ýêâèâàëåíò-

íîñòè ∼ â îïðåäåëåíèè 1.1), à ôîðìóëû QΓ îïðåäåëÿþò ïðîîáðàçû ãðàôè-

êîâ äëÿ êîíñòàíò, ôóíêöèé è ïðåäèêàòîâ Q ∈ L(A) íà ôàêòîð-ìíîæåñòâå

AΓ/∼Γ òàê, ÷òî ñòðóêòóðà Γ(B, p̄) = 〈AΓ/∼Γ;L(A)〉 èçîìîðôíà A. Çàìåòèì,

÷òî ìû èíòåðïðåòèðóåì êîíñòàíòó c ∈ L(A) â ñòðóêòóðå Γ(B, p̄) êëàññîì

∼Γ-ýêâèâàëåíòíîñòè íåêîòîðîãî êîðòåæà b̄c ∈ AΓ, îïðåäåëåííîãî â B ôîð-

ìóëîé cΓ(x̄, p̄).

Ìû íàçûâàåì Γ êîäîì èíòåðïðåòàöèè èëè ïðîñòî êîäîì èíòåðïðåòà-

öèè A⇝ B. Èíîãäà ìû èäåíòèôèöèðóåì èíòåðïðåòàöèþ A⇝ B ñ åå êîäîì

Γ èëè (Γ, p̄) (åñëè èíòåðïðåòàöèÿ èìååò ïàðàìåòðû p̄), ìû òàêæå ìîæåì èñ-

ïîëüçîâàòü çàïèñü A Γ⇝ B èëè A ' Γ(B, p̄). Åñëè èíòåðïðåòàöèÿ àáñîëþòíà,

òî ìû ïðîñòî ïèøåì A ' Γ(B) èëè A ' Γ(B,∅). ×èñëî n íàçûâàåòñÿ ðàç-

ìåðíîñòüþ Γ, îáîçíà÷àåìîé n = dimΓ. Ìû íàçûâàåì k ïàðàìåòðè÷åñêîé

ðàçìåðíîñòüþ Γ è îáîçíà÷àåì êàê dimpar Γ.

×åðåç µΓ ìû îáîçíà÷àåì ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå AΓ → A, êîòîðîå

ïîðîæäàåò èçîìîðôèçì µ̄Γ : Γ(B, p̄) → A, è íàçûâàåì åãî êîîðäèíàòíûì
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îòîáðàæåíèåì èíòåðïðåòàöèè (Γ, p̄). Çàìåòèì, ÷òî òàêîå µΓ ìîæåò áûòü

íå åäèíñòâåííûì, ïîñêîëüêó µ̄Γ îïðåäåëåíî ñ òî÷íîñòüþ äî àâòîìîðôèç-

ìà A. Ïî ýòîé ïðè÷èíå êîîðäèíàòíîå îòîáðàæåíèå µΓ èíîãäà äîáàâëÿ-

åòñÿ ê îáîçíà÷åíèþ èíòåðïðåòàöèè: (Γ, p̄, µΓ). Êîîðäèíàòíîå îòîáðàæåíèå

µΓ : AΓ → A ïîðîæäàåò îòîáðàæåíèå µmΓ : AmΓ → Am íà ñîîòâåòñòâóþùèõ

äåêàðòîâûõ ñòåïåíÿõ, êîòîðûå ìû ÷àñòî îáîçíà÷àåì ïðîñòî êàê µΓ.

Êîãäà ôîðìóëà EΓ îïðåäåëÿåò òîæäåñòâåííîå îòíîøåíèå (x1 = x′1) ∧

. . .∧(xn = x′n), ñþðúåêöèÿ µΓ ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíîé. Â ýòîì ñëó÷àå (Γ, p̄, µΓ)

íàçûâàåòñÿ èíúåêòèâíîé èíòåðïðåòàöèåé.

Îïðåäåëåíèå 1.3.Ìû ãîâîðèì, ÷òî àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà A ðåãó-

ëÿðíî èíòåðïðåòèðóåìà â àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðå B, åñëè ñóùåñòâóþò

êîä Γ (1.1) è L(B)-ôîðìóëà ϕ(y1, . . . , yk), òàêèå ÷òî ϕ(B) 6= ∅ è äëÿ êàæ-

äîãî p̄ = (p1, . . . , pk) ∈ ϕ(B) Γ(B, p̄) ÿâëÿåòñÿ èíòåðïðåòàöèåé A ' Γ(B, p̄)

àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðû A â àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðå B.

Ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç (Γ, ϕ) ðåãóëÿðíóþ èíòåðïðåòàöèþ ñ êîäîì Γ è

ôîðìóëîé ϕ äëÿ ïàðàìåòðîâ. Åñëè äëÿ âñåõ p̄ ∈ ϕ(B) èíòåðïðåòàöèÿ (Γ, p̄)

èíúåêòèâíà, òî ðåãóëÿðíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ (Γ, ϕ) íàçûâàåòñÿ èíúåêòèâíîé.

Ìû ïèøåì A ' Γ(B, ϕ), åñëè A ðåãóëÿðíî èíòåðïðåòèðóåòñÿ â B ñ ïîìîùüþ

êîäà Γ è ôîðìóëû ϕ.

Çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ àáñîëþòíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ Γ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì

ñëó÷àåì ðåãóëÿðíîé èíòåðïðåòàöèè. Äåéñòâèòåëüíî, ìîæíî äîáàâèòü íåêî-

òîðóþ ôèêòèâíóþ ïåðåìåííóþ y âî âñå ôîðìóëû êîäà Γ è ïîëîæèòü ϕ(y) =

(y = y).

Ïóñòü Γ áóäåò êîäîì, îïèñàííûì â (1.1).Óñëîâèÿ äîïóñòèìîñòè A C Γ(ȳ),

ñì. [29], äëÿ êîäà Γ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íàáîð ôîðìóë íà ÿçûêå L(B)

ñî ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûìè ȳ = (y1, . . . , yk), ãäå k = dimpar Γ, òàêèìè

÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé L(B)-ñòðóêòóðû B̃ è ïðîèçâîëüíîãî êîðòåæà q̄ èç B̃

êîíñòðóêöèÿ Γ(B̃, q̄), îïèñàííàÿ â îïðåäåëåíèè (1.1), äåéñòâèòåëüíî çàäàåò

L(A)-ñòðóêòóðó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà B̃ |= A C Γ(q̄). Çàìåòèì, ÷òî

óñëîâèÿ äîïóñòèìîñòè A C Γ(q̄) óòâåðæäàþò, ÷òî L(A)-ñòðóêòóðà Γ(B̃, q̄)

êîððåêòíî îïðåäåëåíà, íî îíè íå óòâåðæäàþò, ÷òî A ' Γ(B̃, q̄).
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1.3. Êîìïîçèöèÿ èíòåðïðåòàöèé. Èçâåñòíî, ÷òî îòíîøåíèå A ⇝ B

òðàíçèòèâíî íà àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ, ñì., íàïð., [29, 30]. Äîêàçà-

òåëüñòâî ýòîãî ôàêòà îñíîâàíî íà ïîíÿòèè Γ-òðàíñëÿöèè è êîìïîçèöèè

êîäîâ, êîòîðûå ìû ñåé÷àñ êðàòêî èçëîæèì.

Ïóñòü

Γ = {UΓ(x̄, ȳ), EΓ(x̄, x̄
′, ȳ), QΓ(x̄1, . . . , x̄tQ , ȳ) | Q ∈ L(A)} �

êîä, êàê âûøå, ñîñòîÿùèé èç L(B)-ôîðìóë. Òîãäà äëÿ ëþáîé ôîðìóëû

φ(x1, . . . , xm) â ÿçûêå L(A) ñóùåñòâóåò ôîðìóëà φΓ(x̄1, . . . , x̄m, ȳ) â ÿçûêå

L(B), òàêàÿ ÷òî åñëè A ' Γ(B, p̄), òî äëÿ ëþáîãî êîîðäèíàòíîãî îòîáðàæå-

íèÿ µΓ : AΓ → A èìååì

A |= φ(a1, . . . , am) ⇐⇒ B |= φΓ(µ
−1
Γ (a1), . . . , µ

−1
Γ (am), p̄)

äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ ai ∈ A, ñì. [29]. Çäåñü µ−1
Γ (ai) îçíà÷àåò ïðîèçâîëüíûé

ïðîîáðàç ai ïðè µΓ. Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ b̄i ∈ Bn åñëè B |=

φΓ(b̄1, . . . , b̄m, p̄) òî b̄i ∈ µ−1
Γ (ai) äëÿ íåêîòîðîãî ai ∈ A ñ óñëîâèåì A |=

φ(a1, . . . , am).

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ÿçûê L(A) âû÷èñëèì, òî ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êî-

òîðûé ïî ôîðìóëå φ âû÷èñëÿåò φΓ.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Ïóñòü A, B, C � àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû. Ðàñ-

ñìîòðèì êîäû

Γ = {UΓ(x̄, ȳ), EΓ(x̄, x̄
′, ȳ), QΓ(x̄1, . . . , x̄tQ , ȳ) | Q ∈ L(A)},

êàê âûøå, è

∆ = {U∆(ū, z̄), E∆(ū, ū
′, z̄), Q∆(ū1, . . . , ūtQ , z̄) | Q ∈ L(B)},

êîòîðûå ñîñòîÿò èç L(C)-ôîðìóë, ãäå |ū| = |ū′| = |ūi| = dim∆, |z̄| =
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dimpar∆. Òîãäà êîìïîçèöèÿ êîäîâ Γ è ∆ � ýòî êîä

Γ◦∆ = {UΓ◦∆, EΓ◦∆, QΓ◦∆ | Q ∈ L(A)} = {(UΓ)∆, (EΓ)∆, (QΓ)∆ | Q ∈ L(A)},

ãäå dimΓ ◦∆ = dimΓ · dim∆ è dimpar Γ ◦∆ = dimpar Γ · dim∆+ dimpar∆.

Íèæå ïðèâåäåí âàæíûé òåõíè÷åñêèé ðåçóëüòàò î òðàíçèòèâíîñòè èí-

òåðïðåòàöèé.

ËÅÌÌÀ 1.1 [29]. Ïóñòü A = 〈A;L(A)〉,B = 〈B;L(B)〉 è C = 〈C;L(C)〉�

àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû, à Γ,∆� êîäû, êàê âûøå. Åñëè A Γ⇝ B è B ∆⇝ C,

òî A Γ◦∆⇝ C.

Êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(1) åñëè p̄, q̄ � ïàðàìåòðû, à µΓ, µ∆ � êîîðäèíàòíûå îòîáðàæåíèÿ èí-

òåðïðåòàöèé Γ,∆, òî (¯̄p, q̄), ãäå ¯̄p ∈ µ−1
∆ (p̄), ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè äëÿ

Γ ◦∆;

(2) äëÿ ëþáîãî êîîðäèíàòíîãî îòîáðàæåíèÿ µ∆ èíòåðïðåòàöèè B '

∆(C, q̄) è ëþáîãî êîðòåæà ¯̄p ∈ µ−1
∆ (p̄) L(A)-ñòðóêòóðà Γ ◦∆(C, (¯̄p, q̄)) êîð-

ðåêòíî îïðåäåëåíà è èçîìîðôíà A;

(3) L(A)-ñòðóêòóðà Γ ◦ ∆(C, (¯̄p, q̄)) íå çàâèñèò îò âûáîðà ¯̄p ∈ µ−1
∆ (p̄),

êîãäà µ∆ ôèêñèðîâàíà;

(4) µΓ ◦ µ∆ = µΓ ◦ µn∆
∣∣
UΓ◦∆(C,(¯̄p,q̄)) � êîîðäèíàòíîå îòîáðàæåíèå èíòåð-

ïðåòàöèè A ' Γ ◦∆(C, (¯̄p, q̄)), è ëþáîå êîîðäèíàòíîå îòîáðàæåíèå

µΓ◦∆ : UΓ◦∆(C, (¯̄p, q̄)) → A

èìååò âèä µΓ1 ◦ µ∆ äëÿ ïîäõîäÿùåãî êîîðäèíàòíîãî îòîáðàæåíèÿ µΓ,1 èí-

òåðïðåòàöèè A ' Γ(B, p̄) ïðè ôèêñèðîâàííîì µ∆;

(5) åñëè Γ,∆ àáñîëþòíû, òî Γ ◦∆ òîæå àáñîëþòíà;

(6) åñëè Γ,∆ èíúåêòèâíû, òî Γ ◦∆ òîæå èíúåêòèâíà;

(7) åñëè Γ,∆ ðåãóëÿðíû ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ôîðìóëàìè φ,ψ, òî Γ ◦∆

òîæå ðåãóëÿðíà ñ ôîðìóëîé φ∆ ∧ ψ.

Çàìå÷àíèå 1.1. Ïî ïîñòðîåíèþ ñòðóêòóðà Γ ◦ ∆(C, (¯̄p, q̄)) çàâèñèò îò

âûáîðà µ∆, ò. å. ìíîæåñòâî UΓ◦∆(C, (¯̄p, q̄)) ⊆ CdimΓ◦∆, îòíîøåíèå ∼Γ◦∆,
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êîíñòàíòû cΓ◦∆, ôóíêöèè fΓ◦∆ è ïðåäèêàòû RΓ◦∆ â îáùåì ñëó÷àå çàâèñÿò

îò µ∆. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñòðóêòóðà Γ ◦∆(C, (¯̄p, q̄)) íå çàâèñèò îò âûáîðà

µΓ.

Çàìå÷àíèå 1.2. Ïóñòü (Γ, ϕ), (∆, ψ) � ðåãóëÿðíûå èíòåðïðåòàöèè, êàê

â ëåììå 1.1(7). Äëÿ ëþáûõ êîðòåæåé ïàðàìåòðîâ p̄ ∈ φ(B), q̄ ∈ ψ(C) è

êîîðäèíàòíîãî îòîáðàæåíèÿ µ∆ èíòåðïðåòàöèè B ' ∆(C, q̄) è ïðîèçâîëü-

íûõ ïðîîáðàçîâ ¯̄p ∈ µ−1
∆ (p̄) êîðòåæ (¯̄p, q̄) íàõîäèòñÿ â φ∆ ∧ ψ(C). Òàêæå

L(A)-ñòðóêòóðà Γ ◦ ∆(C, (¯̄p, q̄)) êîððåêòíî îïðåäåëåíà è èçîìîðôíà A, ïî

ëåììå 1.1(2). Íàîáîðîò, ëþáîé êîðòåæ r̄ ∈ φ∆ ∧ ψ(C) èìååò âèä r̄ = (¯̄p, q̄),

ãäå q̄ ∈ ψ(C), ¯̄p ∈ φ∆(C, q̄). Äëÿ ëþáîãî êîîðäèíàòíîãî îòîáðàæåíèÿ µ∆

èíòåðïðåòàöèè B ' ∆(C, q̄) êîðòåæ p̄ = µ∆(¯̄p) íàõîäèòñÿ â φ(B). Èòàê,

L(A)-ñòðóêòóðà Γ ◦∆(C, r̄) = Γ ◦∆(C, (¯̄p, q̄)) êîððåêòíî îïðåäåëåíà è èçî-

ìîðôíà A, îïÿòü æå áëàãîäàðÿ ï. 1.1(2).

1.4. Áèèíòåðïðåòàöèè. Â ýòîì ðàçäåëå ìû îáñóæäàåì î÷åíü ñèëü-

íóþ âåðñèþ âçàèìíîé èíòåðïðåòèðóåìîñòè äâóõ ñòðóêòóð, òàê íàçûâàå-

ìóþ áèèíòåðïðåòàöèþ. Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå èñïîëüçóåò îáîçíà÷åíèÿ

èç ëåììû 1.1.

Îïðåäåëåíèå 1.5. Àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû A è B íàçûâàþòñÿ ñèëü-

íî áèèíòåðïðåòèðóåìûìè (ñ ïàðàìåòðàìè) äðóã â äðóãå, åñëè

(1) ñóùåñòâóþò èíòåðïðåòàöèÿ (Γ, p̄, µΓ) A â B è èíòåðïðåòàöèÿ (∆, q̄, µ∆)

B â A, ïîýòîìó àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû Γ ◦∆(A, (¯̄p, q̄)) è ∆ ◦ Γ(B, (¯̄q, p̄))

îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî è Γ ◦ ∆(A, (¯̄p, q̄)) èçîìîðôíà A, à ∆ ◦ Γ(B, (¯̄q, p̄))

èçîìîðôíà B;

(2) êîìïîçèöèÿ µΓ ◦ µ∆ : UΓ◦∆(A, (¯̄p, q̄)) → A îïðåäåëèìà â A è êîìïî-

çèöèÿ µ∆ ◦ µΓ : U∆◦Γ(B, (¯̄q, p̄)) → B îïðåäåëèìà â B.

Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò åùå îäíî íåìíîãî îòëè÷àþùååñÿ ïîíÿòèå áè-

èíòåðïðåòàöèè, êîòîðîå ìû èíîãäà íàçûâàåì ñëàáîé áèèíòåðïðåòàöèåé

äëÿ êîíòðàñòà, ãäå â ïðèâåäåííîì âûøå îïðåäåëåíèè óñëîâèå îïðåäåëè-

ìîñòè îòîáðàæåíèé µΓ ◦ µ∆ è µ∆ ◦ µΓ çàìåíåíî íà áîëåå ñëàáîå, êîòîðîå

òðåáóåò îïðåäåëèìîñòè íåêîòîðûõ êîîðäèíàòíûõ îòîáðàæåíèé AΓ◦∆ → A

è B∆◦Γ → B.
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×àñòî àâòîðû äàæå íå óïîìèíàþò ðàçíèöó, íåÿâíî ïðåäïîëàãàÿ ëèáî

îäíî, ëèáî äðóãîå. Äëÿ èçáåæàíèÿ äâóñìûñëåííîñòè ìû ðàçëè÷àåì ÿâíî

äâà ýòèõ ïîíÿòèÿ. Çàìåòèì, ÷òî áèèíòåðïðåòàöèÿ, îïðåäåëåííàÿ â [30, 31],

ÿâëÿåòñÿ ñëàáîé, íî â ñòàòüå [32] îíà ÿâëÿåòñÿ ñèëüíîé. Ñóùåñòâóåò ìíîãî

èíòåðåñíûõ ïðèëîæåíèé ñèëüíûõ áèèíòåðïðåòàöèé, êîòîðûå ìû íå ìîæåì

âûâåñòè èç ñëàáûõ. Îäíàêî âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ñåé÷àñ ó íàñ íåò ïðèìå-

ðîâ ñëàáûõ èíòåðïðåòàöèé àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ

ñèëüíûìè.

Îïðåäåëåíèå 1.6. Àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû A è B íàçûâàþòñÿ ðå-

ãóëÿðíî áèèíòåðïðåòèðóåìûìè, åñëè

(1) ñóùåñòâóþò ðåãóëÿðíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ (Γ, φ) A â B è ðåãóëÿðíàÿ

èíòåðïðåòàöèÿ (∆, ψ) B â A;

(2) ñóùåñòâóåò ôîðìóëà θA(ū, x, r̄) â L(A), ãäå |ū| = dimΓ · dim∆, |r̄| =

dimpar Γ ◦∆, òàêàÿ ÷òî äëÿ ëþáîãî êîðòåæà r̄0 ∈ φ∆ ∧ ψ(A) ôîðìóëà

θA(ū, x, r̄0) îïðåäåëÿåò íåêîòîðîå êîîðäèíàòíîå îòîáðàæåíèå UΓ◦∆(A, r̄0) →

A;

(3) ñóùåñòâóåò ôîðìóëà θB(ū, x, t̄) â L(B), ãäå |ū| = dimΓ · dim∆, |t̄| =

dimpar∆ ◦ Γ, òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîðòåæà t̄0 ∈ ψΓ ∧ φ(B) ôîðìóëà

θB(ū, x, t̄0) îïðåäåëÿåò íåêîòîðîå êîîðäèíàòíîå îòîáðàæåíèå U∆◦Γ(B, t̄0) → B.

Ðåãóëÿðíàÿ áèèíòåðïðåòàöèÿ íàçûâàåòñÿ èíúåêòèâíîé, åñëè îáà (Γ, ϕ)

è (∆, ψ) èíúåêòèâíû.

Îïðåäåëåíèå 1.7.Ìû ãîâîðèì, ÷òî A è B ñòðîãî ðåãóëÿðíî áèèíòåð-

ïðåòèðóåìû, åñëè îíè ðåãóëÿðíî áèèíòåðïðåòèðóåìû, ò. å. (1)�(3) âûïîë-

íÿþòñÿ, è äîïîëíèòåëüíî

(4) äëÿ ëþáîé ïàðû ïàðàìåòðîâ (p̄, q̄), p̄ ∈ φ(B), q̄ ∈ ψ(A), ñóùåñòâó-

åò ïàðà êîîðäèíàòíûõ îòîáðàæåíèé (µΓ, µ∆) äëÿ èíòåðïðåòàöèé (Γ, p̄) è

(∆, q̄), òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ r̄0 = (¯̄p, q̄), ¯̄p ∈ µ−1
∆ (p̄) è t̄0 = (¯̄q, p̄), ¯̄q ∈ µ−1

Γ (q̄),

êîîðäèíàòíûå îòîáðàæåíèÿ

µΓ ◦ µ∆ : UΓ◦∆(A, r̄0) → A,

µ∆ ◦ µΓ : U∆◦Γ(B, t̄0) → B
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îïðåäåëÿþòñÿ â A è B ñîîòâåòñòâåííî ôîðìóëàìè θA(ū, x, r̄0) è θB(ū, x, t̄0).

Çàìå÷àíèå 1.3. Çàìåòèì, ÷òî ï. (4) â îïðåäåëåíèè 1.7 íå âëå÷åò ïï. (2),

(3) â îïðåäåëåíèè 1.6. Óòâåðæäåíèå â ï. (2) äîëæíî áûòü èñòèííûì äëÿ

âñåõ êîðòåæåé ïàðàìåòðîâ èç ìíîæåñòâà X = φ∆ ∧ ψ(A). Â ñèëó çàìå÷à-

íèÿ 1.2

X = {(¯̄p, q̄) | q̄ ∈ ψ(A), p̄ ∈ φ(B), ¯̄p ∈ µ−1
∆ (p̄)},

ãäå µ∆ ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî âñåõ êîîðäèíàòíûõ îòîáðàæåíèé èíòåðïðåòà-

öèè B ' ∆(A, q̄). Îáîçíà÷èì ÷åðåç µp̄,q̄∆ êîîðäèíàòíîå îòîáðàæåíèå èíòåð-

ïðåòàöèè B ' ∆(A, q̄) èç ï. (4), êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ïàðå ïàðàìåòðîâ

(p̄, q̄). Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèå â ï. (4) äîëæíî áûòü èñòèííûì äëÿ

âñåõ êîðòåæåé ïàðàìåòðîâ èç ìíîæåñòâà

Y = {(¯̄p, q̄) | q̄ ∈ ψ(A), p̄ ∈ φ(B), ¯̄p ∈ (µp̄,q̄∆ )−1(p̄)}.

Òàêèì îáðàçîì, Y ⊆ X, íî íå èñêëþ÷åíî, ÷òî Y 6= X.

Åñëè àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû A è B ñòðîãî ðåãóëÿðíî áèèíòåðïðå-

òèðóåìû, òî ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü âñå âûâîäû êàê èç ðåãóëÿðíîé áèèí-

òåðïðåòèðóåìîñòè, òàê è èç ñèëüíîé áèèíòåðïðåòàöèè ñ ïàðàìåòðàìè.

Îïðåäåëåíèå 1.8. Ìû ãîâîðèì, ÷òî B (ñòðîãî) ïîëóàáñîëþòíî áèèí-

òåðïðåòèðóåòñÿ â A, åñëè ñóùåñòâóåò (ñòðîãî) ðåãóëÿðíàÿ áèèíòåðïðåòà-

öèÿ

,

ãäå ∆ àáñîëþòíà.

1.5. Ïðèëîæåíèÿ èíòåðïðåòèðóåìîñòè. Âàðèàíòû èíòåðïðåòèðóå-

ìîñòè, îïèñàííûå âûøå, ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü ðàçíûå ñëåäñòâèÿ [29, 31].

Íàïîìíèì, ÷òî òåîðèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà Th (A) ñòðóêòóðû A â ÿçûêå

L(A) ðàçðåøèìà, åñëè ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé äëÿ çàäàííîãî ïðåä-

ëîæåíèÿ ψ ÿçûêà L(A) ðåøàåò, ÿâëÿåòñÿ ëè ϕ èñòèííûì â L(A).

ÒÅÎÐÅÌÀ 1.1 [29, 31]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà

A ðåãóëÿðíî èíòåðïðåòèðóåìà â àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðå B. Åñëè òåîðèÿ
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ïåðâîãî ïîðÿäêà Th (B) ðàçðåøèìà, òî Th (A) òàêæå ðàçðåøèìà. Ñîîòâåò-

ñòâåííî, åñëè Th (A) íåðàçðåøèìà, òî Th (B) òàêæå íåðàçðåøèìà.

Ðåãóëÿðíàÿ áèèíòåðïðåòèðóåìîñòü ìåæäó A è B ïîçâîëÿåò íàì îïèñû-

âàòü ìîäåëè ýëåìåíòàðíîé òåîðèè Th (B) ñ ïîìîùüþ ìîäåëåé ýëåìåíòàðíîé

òåîðèè Th (A).

ÒÅÎÐÅÌÀ 1.2 [29]. Ïóñòü A è B ðåãóëÿðíî áèèíòåðïðåòèðóåìû äðóã

â äðóãå, è ïîòîìó A ' Γ(B, ϕ) è B ' ∆(A, ψ).

(1) Äëÿ ëþáîé L(B)-ñòðóêòóðû B̃ ≡ B ïàðà (Γ, ϕ) îïðåäåëÿåò â B̃ L(A)-

ñòðóêòóðó Ã ' Γ(B̃, ϕ), êîòîðàÿ ýëåìåíòàðíî ýêâèâàëåíòíà A (Ã ≡ A);

áîëåå òîãî, B̃ ' ∆(Ã, ψ).

(2) Äëÿ ëþáîé L(A)-ñòðóêòóðû Ã ≡ A ñóùåñòâóåò L(B)-ñòðóêòóðà B̃ ≡

B, òàêàÿ ÷òî Ã ' Γ(B̃, ϕ), à èìåííî, B̃ ' ∆(Ã, ψ).

Íàïîìíèì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 1.9 [31]. Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà A â ÿçûêå L(A) íà-

çûâàåòñÿ àáñîëþòíî áîãàòîé, åñëè êàæäàÿ ôîðìóëà ϕ(x1, . . . , xn) ñëàáîé

ëîãèêè âòîðîãî ïîðÿäêà â L(A) ýêâèâàëåíòíà íàä A íåêîòîðîé ôîðìóëå

ÿçûêà ïåðâîãî ïîðÿäêà ϕ∗(x1, . . . , xn) â L(A).

ÒÅÎÐÅÌÀ 1.3 [31, ëåììà 4.15]. Ïóñòü ñòðóêòóðà B ïîëóàáñîëþòíî

áèèíòåðïðåòèðóåìà â ñòðóêòóðå A. Åñëè A àáñîëþòíî áîãàòà, òî B òàêæå

àáñîëþòíî áîãàòà.

Íàïîìíèì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 1.10 [29]. Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà B = 〈B;L(B)〉 äî-

ïóñêàåò ðàâíîìåðíóþ ýëèìèíàöèþ ìíèìîñòåé (ñ ïàðàìåòðàìè), åñëè äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n è ëþáîãî îïðåäåëèìîãî (ñ ïàðàìåò-

ðàìè) îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ íà Bn ñóùåñòâóåò ôîðìóëà ψ(x̄, ȳ)

ÿçûêà L(B) ñî ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûìè x1, . . . , xn, y1, . . . , ym è íåêîòîðû-

ìè ïàðàìåòðàìè, òàêàÿ ÷òî äëÿ ëþáîãî b̄ ∈ Bn ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé

c̄ ∈ Bm ñ óñëîâèåì

b̄ ∼ b̄′ ⇐⇒ B |= ψ(b̄′, c̄), b̄′ ∈ Bn,
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ò. å. ψ(Bn, c̄) ÿâëÿåòñÿ êëàññîì ýêâèâàëåíòíîñòè ýëåìåíòà b̄.

ÒÅÎÐÅÌÀ 1.4 [29]. Ïóñòü A è B ñòðîãî èíúåêòèâíî áèèíòåðïðåòè-

ðóåìû ñ ïàðàìåòðàìè. Ñòðóêòóðà A äîïóñêàåò ðàâíîìåðíóþ ýëèìèíàöèþ

ìíèìîñòåé ñ ïàðàìåòðàìè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñòðóêòóðà B äîïóñ-

êàåò ðàâíîìåðíóþ ýëèìèíàöèþ ìíèìîñòåé ñ ïàðàìåòðàìè.

2 ÁÈÈÍÒÅÐÏÐÅÒÈÐÓÅÌÎÑÒÜ ÏÐÎÅÊÒÈÂÍÎÃÎ

ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ È ÏÎËß

Ïóñòü V áóäåò êëàññîì âñåõ êîíå÷íîìåðíûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ íàä

ïîëÿìè. Äëÿ n ∈ N ÷åðåç Vn ìû îáîçíà÷àåì ïîäêëàññ V , ñîñòîÿùèé èç âñåõ

âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ V ðàçìåðíîñòè n. Åñëè V ∈ Vn, òî V ÿâëÿåòñÿ âåê-

òîðíûì ïðîñòðàíñòâîì ðàçìåðíîñòè n íàä íåêîòîðûì ïîëåì, êîòîðîå, åñëè

íå óêàçàíî èíîå, ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç F . Êàê ìû óïîìèíàëè âî ââåäåíèè,

ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V � ìíîæåñòâî P (V )

âñåõ ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ V , ñíàáæåííîå áèíàðíûì îòíîøåíèåì ⊆,

âêëþ÷åíèåì, ò. å. ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðîé 〈P (V );⊆〉.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû, âî-ïåðâûõ, èçó÷àåì ñâîéñòâà ïðîåêòèâíûõ ïðî-

ñòðàíñòâ P (V ), êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè ÿçûêà L⊆ = {⊆}. Âî-

âòîðûõ, äëÿ êàæäîãî n ∈ N ñòðîèì ðåãóëÿðíóþ èíúåêòèâíóþ èíòåðïðåòà-

öèþ (Γ, ϕpar) ôîðìóëàìè ÿçûêà L⊆, êîòîðàÿ äëÿ êàæäîãî V ∈ Vn ðåãóëÿð-

íî èíòåðïðåòèðóåò ïîëå F â P (V ), òàê ÷òî F ' Γ(P (V ), ϕpar). Â-òðåòüèõ,

äëÿ êàæäîãî n ∈ N îïèñûâàåì àáñîëþòíóþ èíòåðïðåòàöèþ ∆ íà ÿçûêå

òåîðèè ïîëåé, êîòîðàÿ äëÿ êàæäîãî V ∈ Vn èíúåêòèâíî èíòåðïðåòèðóåò

P (V ) â F . Íàêîíåö, ïîêàçûâàåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî n ∈ N èíòåðïðåòàöèè

(Γ, ϕpar) è ∆ äàþò ðåãóëÿðíóþ èíúåêòèâíóþ ñèëüíóþ áèèíòåðïðåòàöèþ

P (V ) è F .

Âñþäó äàëåå äëÿ ïîäìíîæåñòâà A ⊆ V ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç 〈A〉 ïîä-

ïðîñòðàíñòâî V , íàòÿíóòîå íà A.

2.1. Ñâîéñòâà ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ, îïðåäåëÿåìûõ ôîð-

ìóëàìè. Ìíîæåñòâî P (V ) ìîæíî òàêæå ðàññìàòðèâàòü êàê ðåøåòêó ñ

îïåðàöèÿìè ∩ (êàê meet) è + (êàê join). Çäåñü äëÿ U1, U2 ∈ P (V ) U1+U2 =
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{v1 + v2 | v1 ∈ U1, v2 ∈ U2}.

ÏÐÅÄËÎÆÅÍÈÅ 2.1. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ âåðíû:

(1) îïåðàöèè ∩ è +, à òàêæå êîíñòàíòû {0} è V , ÿâëÿþòñÿ 0-îïðåäåëè-

ìûìè â 〈P (V );⊆〉;

(2) áèíàðíûé ïðåäèêàò ⊆ ÿâëÿåòñÿ 0-îïðåäåëèìûì êàê â 〈P (V );∩〉, òàê

è â 〈P (V );+〉;

(3) ñòðóêòóðû 〈P (V );⊆〉, 〈P (V );∩,+〉 è 〈P (V );∩,+, {0}, V 〉 àáñîëþòíî

ñèëüíî èíúåêòèâíî áèèíòåðïðåòèðóåìû äðóã â äðóãå.

Áîëåå òîãî, âñå ôîðìóëû, êîòîðûå âñòðå÷àþòñÿ â (1)�(3) âûøå, íå çà-

âèñÿò îò ïîëÿ F èëè ðàçìåðíîñòè dimF V .

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Ôîðìóëà

ϕ∩(z1, z2, y) = y ⊆ z1 ∧ y ⊆ z2 ∧ ∀w((w ⊆ z1 ∧ w ⊆ z2) −→ w ⊆ y)

îïðåäåëÿåò â 〈P (V );⊆〉 ãðàôèê îïåðàöèè ∩, à ôîðìóëà

ϕ+(z1, z2, y) = z1 ⊆ y ∧ z2 ⊆ y ∧ ∀w((z1 ⊆ w ∧ z2 ⊆ w) −→ y ⊆ w)

îïðåäåëÿåò â 〈P (V );⊆〉 îïåðàöèþ +. Ýëåìåíòû {0} è V òàêæå 0-îïðåäå-

ëèìû â 〈P (V );⊆〉 êàê íàèìåíüøèé è íàèáîëüøèé ýëåìåíòû îòíîñèòåëüíî

÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ⊆.

(2) Ôîðìóëà

ϕ⊆(z1, z2) = (z1 ∩ z2 = z1)

îïðåäåëÿåò ⊆ â 〈P (V );∩〉, à ôîðìóëà

ψ⊆(z1, z2) = (z1 + z2 = z2)

îïðåäåëÿåò ⊆ â 〈P (V );+〉.

(3) Ïóíêòû (1) è (2) ïîêàçûâàþò, ÷òî ñòðóêòóðû 〈P (V );⊆〉, 〈P (V );∩,+〉

è 〈P (V );∩,+, {0}, V 〉 àáñîëþòíî èíúåêòèâíî èíòåðïðåòèðóåìû äðóã â äðó-

ãå. Âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ òîæäåñòâåííûå îòîáðàæåíèÿ ñëóæàò êîîðäèíàò-

íûìè îòîáðàæåíèÿìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè èíòåðïðåòàöèè ïîðîæäàþò àá-
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ñîëþòíûå èíúåêòèâíûå ñèëüíûå áèèíòåðïðåòàöèè.

Çàìå÷àíèå 2.1. Ââèäó ïðåäëîæåíèÿ 2.1 ïðè äîêàçàòåëüñòâå òîãî, ÷òî

íåêîòîðîå ìíîæåñòâî îïðåäåëèìî (èëè 0-îïðåäåëèìî) â P (V ), äîñòàòî÷íî

äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî îïðåäåëèìî (0-îïðåäåëèìî) â

〈P (V );⊆,∩,+, {0}, V 〉.

Ñ ýòîãî ìîìåíòà ìû èñïîëüçóåì ýòîò ïîäõîä áåç ïðÿìûõ ññûëîê íà ïðåä-

ëîæåíèå 2.1.

ËÅÌÌÀ 2.1. Äëÿ âñåõ m ∈ N ñóùåñòâóåò ôîðìóëà ψm(z1, . . . , zm, z) â

ÿçûêå L⊆, òàêàÿ ÷òî äëÿ ëþáûõ V ∈ V è U1, . . . , Um, U ∈ P (V ) ñïðàâåäëèâî

P (V ) |= ψm(U1, . . . , Um, U)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò x1, . . . , xm ∈ V òàêèå, ÷òî

(1) U1 = 〈x1〉, . . . , Um = 〈xm〉;

(2) x1, . . . , xm îáðàçóþò áàçèñ U .

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå V ∈ V . Ôîðìóëà

Dim1(z) = (z 6= {0}) ∧ ∀y(y ⊆ z −→ y = {0} ∨ y = z)

âåðíà íà ïîäïðîñòðàíñòâå U èç V òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà dimF U = 1.

Ïóñòü

ψm(z1, . . . , zm, z) =
m∧
i=1

Dim1(zi)
m−1∧
i=1

(z1 + . . .+ zi ⊊ z1 + . . .+ zi+1)∧
(z1 + . . .+ zm = z).

Äëÿ ëþáîãî U1, . . . , Um, U ∈ P (V ) èìååò ìåñòî

P (V ) |= ψm(U1, . . . , Um, U)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäîå Ui èìååò ðàçìåðíîñòü 1 íàä F . Çíà÷èò,
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Ui = 〈xi〉 äëÿ íåêîòîðîãî xi ∈ V , è x1, . . . , xm îáðàçóþò áàçèñ U .

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 2.1. Äëÿ ëþáîãî m ∈ N ñóùåñòâóåò ôîðìóëà Dimm(z)

â ÿçûêå L⊆, òàêàÿ ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V ∈ V è

ïðîèçâîëüíîãî U ∈ P (V )

P (V ) |= Dimm(U) ⇐⇒ dimF (U) = m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

Dimm(z) = ∃z1 . . . ∃zmψm(z1, . . . , zm, z).

Òðåáóåìîå ñëåäóåò èç ëåììû 2.1.

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 2.2. Äëÿ ëþáîãî n ∈ N ñóùåñòâóåò ïðåäëîæåíèå Dn â

ÿçûêå L⊆, òàêîå ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V ∈ V

P (V ) |= Dn ⇐⇒ dimF V = n.

Ôîðìóëà ϕpar èç ñëåäóþùåãî ðåçóëüòàòà áóäåò îïèñûâàòü ïàðàìåòðû â

ðåãóëÿðíîé èíòåðïðåòàöèè F â P (V ), îòñþäà è íàçâàíèå.

ËÅÌÌÀ 2.2. Äëÿ ëþáîãî n ∈ N ñóùåñòâóåò ôîðìóëà

ϕpar(z1, . . . , zn, y2, . . . , yn)

â ÿçûêå L⊆, òàêàÿ ÷òî äëÿ ëþáûõ V ∈ V è L1, . . . , Ln,M1,2, . . . ,M1,n ∈

P (V )

P (V ) |= ϕpar(L1, . . . , Ln,M1,2, . . . ,M1,n)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû x1, . . . , xn ∈ V , äëÿ

êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(1) L1 = 〈x1〉, . . . , Ln = 〈xn〉 è {x1, . . . , xn} ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì V ;

(2) M1,2 = 〈x1 + x2〉, . . . ,M1,n = 〈x1 + xn〉.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òðåáóåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî â ÿçûêå L⊆ ñóùåñòâóþò

ôîðìóëû, îïèñûâàþùèå óñëîâèÿ (1) è (2) â ëþáîì âåêòîðíîì ïðîñòðàí-
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ñòâå V ∈ V . Ôîðìóëà ψn(z1, . . . , zn, z) èç ëåììû 2.1 îïèñûâàåò (1), êîãäà V

(êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ 0-îïðåäåëèìûì ýëåìåíòîì â P (V )) ïîäñòàâëÿåòñÿ âìå-

ñòî z. Äëÿ îïèñàíèÿ (2) çàìåòèì, ÷òî äëÿ i > 1 ëþáîå ïîäïðîñòðàíñòâî

〈x1 + αxi〉 ñ α 6= 0 ìîæåò áûòü âûáðàíî â êà÷åñòâå M1,i, ïîñêîëüêó çàìåíà

xi íà x′i = αxi äàåò 〈xi〉 = 〈x′i〉 è 〈x1+αxi〉 = 〈x1+x′i〉. Ïîýòîìó óñëîâèÿ (1)

è (2) âûïîëíÿþòñÿ.

M1,i ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì óñëîâèåì

(yi ⊆ 〈x1〉+ Li) ∧ (yi 6= {0}) ∧ (yi 6= 〈x1〉) ∧ (yi 6= Li) ∧ (yi 6= 〈x1〉+ Li).

Ñëåäîâàòåëüíî, òðåáóåìàÿ ôîðìóëà ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê

ϕpar(z̄, ȳ) = ψn(z1, . . . , zn, V ) ∧
n∧
i=2

(
(yi ⊆ z1 + zi)

∧ (yi 6= {0} ∧ (yi 6= z1) ∧ (yi 6= zi) ∧ (yi 6= z1 + zi)
)
.

Îáîçíà÷åíèå 2.1. Äëÿ V ∈ Vn îáîçíà÷èì ÷åðåç D ìíîæåñòâî âñåõ

êîðòåæåé p̄, óäîâëåòâîðÿþùèõ ôîðìóëå ϕpar â P (V ), ò. å.

D = {p̄ = (〈x1〉, . . . , 〈xn〉, 〈x1 + x2〉, . . . , 〈x1 + xn〉) | x̄ = (x1, . . . , xn)

ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì V }.

Îäíàêî x̄ íå îïðåäåëÿåòñÿ êîðòåæåì p̄ îäíîçíà÷íî; âîçìîæíî, ÷òî 〈xi〉 =

〈x′i〉 è 〈x1 + xi〉 = 〈x′1 + x′i〉, i = 1, . . . , n äëÿ íåêîòîðûõ äðóãèõ x′i ∈ V .

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî ïðîèñõîäèò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x′i =

αxi, i = 1, . . . , n, äëÿ íåêîòîðîãî α ∈ F , α 6= 0. Ïîýòîìó p̄ îïðåäåëÿåò

x̄ îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿð. Âûáåðåì ëþáóþ èç

ýòèõ áàç è îáîçíà÷èì åå êàê x̄p̄. Ñ ýòîãî ìîìåíòà, êîãäà p̄ è x̄ ïîÿâëÿþòñÿ

â òåêñòå, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî x̄ = (x1, . . . , xn), ãäå x̄ = x̄p̄.

ÏÐÅÄËÎÆÅÍÈÅ 2.2. Äëÿ ëþáûõ n ≥ 3 è 2 ≤ i < j ≤ n ñóùåñòâóåò

ôîðìóëà Πi,j(z, t̄) â ÿçûêå L⊆, òàêàÿ ÷òî äëÿ ëþáûõ V ∈ Vn, p̄ ∈ D è
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U ∈ P (V ) èìååò ìåñòî

P (V ) |= Πi,j(U, p̄) ⇐⇒ U = 〈xi − xj〉.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå V ∈ Vn è

p̄ = (〈x1〉, . . . , 〈xn〉, 〈x1 + x2〉, . . . , 〈x1 + xn〉) ∈ D .

Çàìåòèì, ÷òî

〈xi + βxj〉 ⊆ 〈x1 + xi〉+ 〈x1 + xj〉 ⇐⇒ β = −1. (2.1)

Äåéñòâèòåëüíî, ëåâàÿ ÷àñòü (2.1) ïîäðàçóìåâàåò

xi + βxj = γ1(x1 + xi) + γ2(x1 + xj)

äëÿ íåêîòîðûõ γ1, γ2 ∈ F . Ïîñêîëüêó {x1, . . . , xn} ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì V , òî

γ1 = 1, γ2 = −1 è β = −1, êàê è óòâåðæäàåòñÿ. Îáðàòíîå î÷åâèäíî.

Òåïåðü òðåáóåìóþ ôîðìóëó Πi,j(z, p̄) ìîæíî çàïèñàòü êàê

Πi,j(z, p̄) = (z ⊆ 〈xi〉+ 〈xj〉) ∧ (z ⊆ 〈x1 + xi〉+ 〈x1 + xj〉) ∧Dim1(z).

Ïî ïîñòðîåíèþ ôîðìóëà Πi,j(z, p̄) èìååò îäèí è òîò æå âèä äëÿ âñåõ ïà-

ðàìåòðîâ p̄ ∈ D . Ñëåäîâàòåëüíî, îíà ïðîèñõîäèò èç íåêîòîðîé ôîðìóëû

Πi,j(z, t̄), êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç Πi,j(z, p̄) ïóòåì çàìåíû êîðòåæà ïàðàìåò-

ðîâ p̄ ñîîòâåòñòâóþùèì êîðòåæåì íîâûõ ïåðåìåííûõ t̄.

Îáîçíà÷åíèå 2.2. Äëÿ V ∈ Vn, p̄ ∈ D è i, 2 ≤ i ≤ n, ðàññìîòðèì

ìíîæåñòâî ïðÿìûõ

Ai = {〈x1 + αxi〉 | α ∈ F},

îíî îïðåäåëèìî â P (V ) ôîðìóëîé

Ai(z, p̄) = z ⊆ 〈x1〉+ 〈xi〉 ∧Dim1(z) ∧ z 6= 〈xi〉
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ñ ïàðàìåòðàìè p̄. Îòîáðàæåíèå fi : Ai → F , çàäàííîå 〈x1 + αxi〉 7→ α,

ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé.

ÏÐÅÄËÎÆÅÍÈÅ 2.3. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ≥ 3 è ëþáîãî 2 ≤

i < j ≤ n ñóùåñòâóåò ôîðìóëà Φi,j(z1, z2, t̄) â ÿçûêå L⊆, òàêàÿ ÷òî äëÿ

ëþáûõ V ∈ Vn, p̄ ∈ D è U1, U2 ∈ P (V ) èìååò ìåñòî

P (V ) |= Φi,j(U1, U2, p̄) ⇐⇒ ∃α ∈ F
(
U1 = 〈x1 + αxi〉 ∧ U2 = 〈x1 + αxj〉

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ðåçóëüòàò äëÿ i = 2, òàê êàê â

îáùåì ñëó÷àå 3 ≤ i < j ≤ n ìîæíî âçÿòü

Φi,j(z1, z2, t̄) = ∃s(Φ2,i(s, z1, t̄) ∧ Φ2,j(s, z2, t̄)).

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå V ∈ Vn è p̄ = (〈x1〉, . . . , 〈xn〉, 〈x1+x2〉, . . . , 〈x1+

xn〉) ∈ D . Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ α, β ∈ F è 3 ≤ j ≤ n âåðíî

〈x2 − xj〉 ⊆ 〈x1 + αx2〉+ 〈x1 + βxj〉 ⇐⇒ α = β. (2.2)

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè α = β, òî x1 +αx2 − (x1 + βxj) = α(x2 − xj), ïîýòîìó

〈x2 − xj〉 ⊆ 〈x1 + αx2〉+ 〈x1 + βxj〉.

È íàîáîðîò, åñëè 〈x2 − xj〉 ⊆ 〈x1 + αx2〉+ 〈x1 + βxj〉, òî

x2 − xj = γ1(x1 + αx2) + γ2(x1 + βxj)

äëÿ íåêîòîðûõ γ1, γ2 ∈ F . Ñëåäîâàòåëüíî, γ2 = −γ1, γ1α = 1, −γ1β = −1,

ïîýòîìó α = β. Òåïåðü ôîðìóëó Φ2,j(z1, z2, p̄) ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì

îáðàçîì

Φ2,j(z1, z2, p̄) = z1 ∈ A2 ∧ z2 ∈ Aj ∧ ∃u(Π2,j(u, p̄) ∧ u ⊆ z1 + z2),

ãäå z1 ∈ A2 è z2 ∈ Aj îáîçíà÷àþò ôîðìóëû A2(z1, p̄) è Aj(z2, p̄) èç îáîçíà-

÷åíèÿ (2.2), êîòîðûå îïðåäåëÿþò â P (V ) ìíîæåñòâà A2 è Aj , â òî âðåìÿ

êàê ôîðìóëà Π2,j(u, p̄) èç ïðåäëîæåíèÿ (2.2) îïðåäåëÿåò â P (V ) ýëåìåíò
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〈x2 − xj〉. Ïî ïîñòðîåíèþ ôîðìóëà Φ2,j(z1, z2, p̄) èìååò îäèí è òîò æå âèä

äëÿ âñåõ ïàðàìåòðîâ p̄ ∈ D . Ñëåäîâàòåëüíî, îíà ïðîèñõîäèò îò ôîðìóëû

Φ2,j(z1, z2, t̄), êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç Φ2,j(z1, z2, p̄) çàìåíîé êîðòåæà ïàðà-

ìåòðîâ p̄ ñîîòâåòñòâóþùèì êîðòåæåì íîâûõ ïåðåìåííûõ t̄.

ÏÐÅÄËÎÆÅÍÈÅ 2.4. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ≥ 3 ñóùåñòâóåò

ôîðìóëà Λ(z1, z2, . . . , zn, t̄) â ÿçûêå L⊆, òàêàÿ ÷òî äëÿ ëþáûõ V ∈ Vn, p̄ ∈ D

è W,U2, . . . , Un ∈ P (V ) âûïîëíÿåòñÿ

P (V ) |= Λ(W,U2, . . . , Un, p̄)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

U2 = 〈x1 + α2x2〉, . . . , Un = 〈x1 + αnx2〉, W = 〈x1 + α2x2 + . . .+ αnxn〉.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíoå V ∈ Vn è ïðîèçâîëüíûé

íàáîð p̄ = (〈x1〉, . . . , 〈xn〉, 〈x1 + x2〉, . . . , 〈x1 + xn〉) ∈ D . Äëÿ ëþáîãî îäíî-

ìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà 〈x1+α2x2+ . . .+αnxn〉 ∈ P (V ) è ïðîèçâîëüíîãî

2 ≤ i ≤ n äëÿ âñÿêèõ α1, . . . , αn, βi ∈ F âûïîëíÿåòñÿ

αi = βi ⇐⇒ 〈x1 +α2x2 + . . .+αnxn〉 ⊆ 〈x1 + βixi〉+ 〈x2〉+ . . .+ 〈xn〉, (2.3)

ãäå 〈xi〉 îïóùåíî â ïðàâîé ñóììå âûøå. Ýòî äîêàçûâàåòñÿ ïðîñòîé ïðîâåð-

êîé, àíàëîãè÷íîé òåì, ÷òî áûëè â ïðåäûäóùèõ ïðåäëîæåíèÿõ. Óòâåðæäå-

íèå (2.3) ìîæíî çàïèñàòü ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû

Λ′
i(z1, s, p̄) = z1 ⊆ s+ 〈x2〉+ . . .+ 〈xn〉 ∧ 0 6= s ∈ Ai ∧Dim1(z1),

ãäå 〈xi〉 îïóùåíî â ïðàâîé ñóììå âûøå, à s ∈ Ai îáîçíà÷àåò ôîðìóëó

Ai(s, p̄) èç îáîçíà÷åíèÿ (2.2), à ýëåìåíòû 〈x2〉, . . . , 〈xn〉 ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåò-

ðàìè èç p̄. Ôîðìóëà Λ′
i(z1, s, p̄) ïî÷òè òà, êîòîðàÿ íàñ èíòåðåñóåò, íî â ýòîé

ôîðìóëå s ïðèíèìàåò çíà÷åíèå â Ai, õîòÿ íàì òðåáóåòñÿ, ÷òîáû s ïðèíè-

ìàë çíà÷åíèå â A2. Êîððåêòèðóåì ôîðìóëó Λ′
i, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Φi,j èç
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ïðåäëîæåíèÿ (2.3) ñëåäóþùèì îáðàçîì

Λi(z1, zi, p̄) = ∃s(Φ2,i(zi, s, p̄) ∧ Λ′
i(z1, s, p̄)).

Òåïåðü èñêîìóþ ôîðìóëó Λ(z1, z2, . . . , zn, p̄) ìîæíî ïîëó÷èòü êàê êîíúþíê-

öèþ

Λ(z1, z2, . . . , zn, p̄) =

n∧
i=2

Λi(z1, zi, p̄).

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îòìåòèì, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ ôîðìóëà

Λ(z1, z2, . . . , zn, p̄) èìååò îäèí è òîò æå âèä äëÿ âñåõ ïàðàìåòðîâ p̄ ∈ D .

Ñëåäîâàòåëüíî, îíà ïðîèñõîäèò èç íåêîòîðîé ôîðìóëû Λ(z1, z2, . . . , zn, t̄),

êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç Λ(z1, z2, . . . , zn, p̄) ïóòåì çàìåíû êîðòåæà ïàðàìåò-

ðîâ p̄ ñîîòâåòñòâóþùèì êîðòåæåì íîâûõ ïåðåìåííûõ t̄.

ÏÐÅÄËÎÆÅÍÈÅ 2.5. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ≥ 3 ñóùåñòâóåò

ôîðìóëà Σ(z1, z2, . . . , zn, t̄) â ÿçûêå L⊆, òàêàÿ ÷òî äëÿ ëþáûõ V ∈ Vn, p̄ ∈ D

è W,U2, . . . , Un ∈ P (V ) âûïîëíÿåòñÿ

P (V ) |= Σ(W,U2, . . . , Un, p̄)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò α2, . . . , αn ∈ F , òàêèå ÷òî

U2 = 〈x1 + α2x2〉, . . . , Un = 〈x1 + αnx2〉, W = 〈α2x2 + . . .+ αnxn〉.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå V ∈ Vn è

p̄ = (〈x1〉, . . . , 〈xn〉, 〈x1 + x2〉, . . . , 〈x1 + xn〉) ∈ D .

Åñëè âñå αi = 0, òî âñå Ui = 〈x1〉, è W = {0}. Ýòîò ñëó÷àé ëåãêî

çàïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé

Σ0(z1, z2, . . . , zn, p̄) =

n∧
i=2

(zi = 〈x1〉) −→ (z1 = {0})

ñ ïàðàìåòðàìè p̄.

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ α2, . . . , αn, β2, . . . , βn ∈ F , òàêèõ ÷òî
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íåêîòîðûé αi îòëè÷åí îò 0, èìååì

〈α2x2 + . . .+ αnxn〉 ⊆ 〈x1 + β2x2 + . . .+ βnxn〉+ 〈x1〉 (2.4)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà α2 = γβ2, . . . , αn = γβn äëÿ íåêîòîðîãî 0 6= γ ∈

F , ÷òî ýêâèâàëåíòíî 〈α2x2+ . . . αnxn〉 = 〈β2x2+ . . . βnxn〉. Ýòî ïîêàçûâàåò,

÷òî åñëè íåêîòîðîå αi 6= 0, òî òðåáóåìàÿ ôîðìóëà ìîæåò áûòü çàïèñàíà

êàê

Σ′(z1, . . . , zn, p̄) = z1 ⊆ 〈x2〉+ . . .+ 〈xn〉 ∧Dim1(z1)

∧ ∃s
(
z1 ⊆ s+ 〈x1〉 ∧ Λ(s, z2, . . . , zn, p̄)

)
,

ãäå Λ(s, z2, . . . , zn, p̄) � ôîðìóëà èç ïðåäëîæåíèÿ 2.4.

Òåïåðü òðåáóåìóþ ôîðìóëó Σ(z1, z2, . . . , zn, p̄) ìîæíî âûðàçèòü êàê êîíú-

þíêöèþ

Σ(z1, z2, . . . , zn, p̄) =

(
n∧
i=2

(zi = 〈x1〉) −→ z1 = {0}

)

∧

(
n∨
i=2

(zi 6= 〈x1〉) −→ Σ′(z1, . . . , zn, p̄)

)
.

Îïÿòü æå, êàê ìû óòâåðæäàëè â ïðåäëîæåíèÿõ âûøå, ïî ïîñòðîåíèþ

ôîðìóëà Σ(z1, z2, . . . , zn, p̄) èìååò îäèí è òîò æå âèä äëÿ âñåõ ïàðàìåò-

ðîâ p̄ ∈ D . Ñëåäîâàòåëüíî, îíà ïðîèñõîäèò îò ôîðìóëû Σ(z1, z2, . . . , zn, t̄),

êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç Σ(z1, z2, . . . , zn, p̄), ãäå êîðòåæ ïàðàìåòðîâ p̄ çàìå-

íÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì êîðòåæåì íîâûõ ïåðåìåííûõ t̄.

2.2. Ðåãóëÿðíàÿ èíúåêòèâíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ F â P (V ).

ÒÅÎÐÅÌÀ 2.1. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ≥ 3 ñóùåñòâóåò ðåãóëÿð-

íàÿ èíúåêòèâíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ (Γ, ϕpar) â ÿçûêå L⊆, êîòîðàÿ äëÿ ëþáîãî

V ∈ Vn ðåãóëÿðíî èíúåêòèâíî èíòåðïðåòèðóåò ïîëå F â P (V ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå V ∈ Vn è ïðîèçâîëüíûé

êîðòåæ p̄ = (〈x1〉, . . . , 〈xn〉, 〈x1 + x2〉, . . . , 〈x1 + xn〉) ∈ D . Íàïîìíèì, ÷òî

ìíîæåñòâî D îïðåäåëèìî â P (V ) ôîðìóëîé ϕpar èç ëåììû 2.1.
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Îïðåäåëèì áèíàðíûå îïåðàöèè ⊕ è � íà ìíîæåñòâå A2 = {〈x1 +αx2〉 |

α ∈ F} ñ ïîìîùüþ ïàðàìåòðîâ p̄. Çàìåòèì, ÷òî A2 îïðåäåëèìî â P (V )

ôîðìóëîé A2(z, p̄) èç íîòàöèè (2.2) ñ ïàðàìåòðàìè p̄. Ïîêàæåì, ÷òî ýòî

ïðèâîäèò ê ðåãóëÿðíîé èíòåðïðåòàöèè F â P (V ) ñ íàáîðîì ïàðàìåòðîâ D

è áèåêöèåé f2 : A2 → F , ñì. îáîçíà÷åíèå (2.2), â êà÷åñòâå êîîðäèíàòíîãî

îòîáðàæåíèÿ èíòåðïðåòàöèè.

Ïóñòü U1 = 〈x1 + α1x2〉, U2 = 〈x1 + α2x2〉, U3 = 〈x1 + α3x2〉. Çàäàäèì

îïåðàöèè

U1 ⊕ U2 = U3 ⇐⇒ α1 + α2 = α3

è

U1 � U2 = U3 ⇐⇒ α1 · α2 = α3.

Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî îïåðàöèè ⊕ è � îïðåäåëèìû â P (V ) ñ ïàðàìåò-

ðàìè p̄, ìíîæåñòâî A2 ñ îïåðàöèÿìè ⊕ è � ÿâëÿåòñÿ ïîëåì, èçîìîðôíûì

ïîëþ F ïîñðåäñòâîì áèåêöèè f2 : A2 → F (íàïîìíèì, ÷òî f2 : 〈x1+αx2〉 ∈

A2 → α ∈ F ), à ïîëó÷åííàÿ èíòåðïðåòàöèÿ F â P (V ) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé,

ò. å. ôîðìóëû, äàþùèå èíòåðïðåòàöèè, ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè â p̄ ∈ D .

Îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ ⊕ çàìåòèì, ÷òî äëÿ α1, α2, α3 ∈ F âûïîëíÿåòñÿ

ñëåäóþùàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü:

〈x1 + α3x2 + x3〉 ⊆ 〈x1 + α1x2〉+ 〈α2x2 + x3〉 ⇐⇒ α3 = α1 + α2. (2.5)

( ⇐= ) Î÷åâèäíî.

( =⇒ ) Äëÿ íåêîòîðûõ δ1, δ2 ∈ F èìååò ìåñòî

x1 + α3x2 + x3 = δ1(x1 + α1x2) + δ2(α2x2 + x3),

è ìû ìîæåì âèäåòü, ÷òî δ1 = 1, δ2 = 1. Òàêèì îáðàçîì, α3 = α1 + α2.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Λ(z1, . . . , zn, p̄) èç ïðåäëîæåíèÿ 2.4, ïîëó÷àåì, ÷òî

ëèíèÿ 〈x1+α3x2+x3〉 ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé, óäîâëåòâîðÿþùåé ôîðìóëå

Λ∗(z, U3, p̄) = Λ(z, U3, 〈x1 + x2〉, 〈x1〉, . . . , 〈x1〉, p̄).
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Àíàëîãè÷íî, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Σ(z1, . . . , zn, p̄) èç ïðåäëîæåíèÿ 2.5, ïî-

ëó÷àåì, ÷òî ëèíèÿ 〈α2x2 + x3〉 ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé, óäîâëåòâîðÿþùåé

ôîðìóëå

Σ∗(z, U2, p̄) = Σ(z, U2, 〈x1 + x2〉, 〈x1〉, . . . , 〈x1〉, p̄).

ßñíî, ÷òî óñëîâèå (2.5) ìîæíî çàäàòü ñëåäóþùåé ôîðìóëîé

Φ⊕(z1, z2, z3, p̄) = ∃s∃t(s ⊆ z1 + t ∧ Λ∗(s, z3, p̄) ∧ Σ∗(t, z2, p̄)),

êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò ñëîæåíèå ⊕ íà A2.

Îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ � çàìåòèì, ÷òî

〈x1 + γx2 + βx3〉 ⊆ 〈x1〉+ 〈αx2 + x3〉 ⇐⇒ γ = αβ. (2.6)

( ⇐= ) Òðåáóåìîå ñëåäóåò èç

x1 + αβx2 + βx3 = x1 + β(αx2 + x3).

( =⇒ ) Äëÿ íåêîòîðûõ δ1, δ2 ∈ F èìååò ìåñòî

x1 + γx2 + βx3 = δ1x1 + δ2(αx2 + x3),

îòêóäà δ1 = 1, δ2 = β. Òàêèì îáðàçîì, γ = αβ.

Ïðÿìàÿ 〈x1 + α3x2 + α2x3〉 ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé, óäîâëåòâîðÿþùåé

ôîðìóëå

Λ∗∗(z, U3, U2, p̄) = Λ(z, U3, U2, 〈x1〉, . . . , 〈x1〉, p̄).

Àíàëîãè÷íî, ïðÿìàÿ 〈α1x2+x3〉 ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé, óäîâëåòâîðÿþùåé

ôîðìóëå

Σ∗∗(z, U1, p̄) = Σ(z, U1, 〈x1 + x3〉, 〈x1〉, . . . , 〈x1〉, p̄).

ßñíî, ÷òî óñëîâèå (2.6) ìîæíî îïèñàòü ôîðìóëîé

Φ⊙(z1, z2, z3, p̄) = ∃s∃t(s ⊆ 〈x1〉+ t ∧ Λ∗∗(s, z3, z2, p̄) ∧ Σ∗∗(t, z1, p̄)),
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êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò óìíîæåíèå � íà A2.

Ïî ïîñòðîåíèþ îòîáðàæåíèå f2 : A2 → F äàåò èçîìîðôèçì àëãåáðàè-

÷åñêèõ ñòðóêòóð f2 : 〈A2;⊕,�〉 → F . Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî ôîðìóëû

Γ = {A2(z, t̄),Φ⊕(z1, z2, z3, t̄),Φ⊙(z1, z2, z3, t̄)}

âìåñòå ñ ôîðìóëîé ϕpar(t̄) èç ëåììû 2.2, êîòîðàÿ 0-îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî

ïàðàìåòðîâ D â P (V ), äàþò ðåãóëÿðíóþ èíúåêòèâíóþ èíòåðïðåòàöèþ F

â P (V ), ïîýòîìó F ' Γ(P (V ), ϕpar), è îòîáðàæåíèÿ f2 (êîòîðûå çàâèñÿò îò

ïàðàìåòðà p̄ ∈ D) ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòíûìè îòîáðàæåíèÿìè ýòîé èíòåð-

ïðåòàöèè.

ÏÐÅÄËÎÆÅÍÈÅ 2.6. Äëÿ ëþáûõ n ≥ 3, m ≥ 1 ñóùåñòâóåò ôîðìóëà

Θm,n(x, z̄i,j , t̄) â ÿçûêå L⊆, ãäå z̄i,j � ýòî êîðòåæ èç m × n ïåðåìåííûõ,

òàêàÿ ÷òî äëÿ ëþáûõ V ∈ Vn, W,Uij ∈ P (V ), 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n è p̄ ∈ D

âûïîëíÿåòñÿ

P (V ) |= Θm,n(W, Ūij , p̄)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

Uij = 〈x1 + αi,jx2〉, (2.7)

1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, αi,j ∈ F ,

W = 〈α1,1x1 + . . .+ α1,nxn, . . . , αm,1x1 + . . .+ αm,nxn〉. (2.8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå V ∈ Vn è p̄ ∈ D . Ñíà-

÷àëà îòìåòèì, ÷òî îòíîøåíèå (2.7) îïðåäåëèìî â P (V ) ñ ïàðàìåòðàìè p̄

ïî ôîðìóëå A2(z, p̄) èç îáîçíà÷åíèÿ (2.2). Ïî ïðåäëîæåíèÿì 2.4 è 2.5 äëÿ

çàäàííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Ui,j èç (2.7) îòíîøåíèå

Wi = 〈αi,1x1 + . . .+ αi,nxn〉

îïðåäåëèìî â P (V ) ñ ïàðàìåòðàìè p̄. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè αi,1 = 0, òî ïî
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ïðåäëîæåíèþ 2.5 èìååò ìåñòî

P (V ) |= Σ(Wi, Ui,2, . . . , Ui,n, p̄) ⇐⇒Wi = 〈αi,2x2 + . . .+ αi,nxn〉.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, åñëè αi,1 6= 0, êîðòåæ

U ′
i,2 =

〈
x1 +

αi,2
αi,1

x2

〉
, . . . , U ′

i,n =

〈
x1 +

αi,n
αi,1

x2

〉
îïðåäåëèì â P (V ) (ïðè äàííûõ Ui,j è p̄) ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Φ⊙ èç òåî-

ðåìû 2.1 (êîòîðàÿ èíòåðïðåòèðóåò óìíîæåíèå � íà A2). Â ýòîì ñëó÷àå ïî

ïðåäëîæåíèþ 2.4

P (V ) |= Λ(Wi, U
′
i,1, . . . , U

′
i,n, p̄) ⇐⇒Wi =

〈
x1 +

αi,2
αi,1

x2 + . . .+
αi,n
αi,1

xn

〉
= 〈αi,1x1 + . . .+ αi,nxn〉.

Òåïåðü îòíîøåíèå (2.8) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó

W =W1 + . . .+Wn

n∧
i=1

Wi = 〈αi,1x1 + . . .+ αi,nxn〉,

êîòîðîå îïðåäåëèìî â P (V ) ôîðìóëîé, ñîäåðæàùåé Ui,j è ïàðàìåòðû p̄.

Êàê è â ïðåäëîæåíèÿõ 2.4 è 2.5 ñòðóêòóðà ýòîé ôîðìóëû íå çàâèñèò îò Ui,j

è p̄, ïîýòîìó äåéñòâèòåëüíî ñóùåñòâóåò òðåáóåìàÿ ôîðìóëà Θm,n(x, z̄i,j , t̄).

2.3. Àáñîëþòíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ P (V ) â F . ×òîáû äîêàçàòü èíú-

åêòèâíóþ èíòåðïðåòèðóåìîñòü P (V ) â F , íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå ðå-

çóëüòàòû èç ëèíåéíîé àëãåáðû. Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî êîíå÷-

íîé ðàçìåðíîñòè n íàä ïîëåì F . Çàôèêñèðóåì áàçèñ x̄ = (x1, . . . , xn) â V .

Òîãäà êàæäûé âåêòîð u ∈ V ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëåí ñâîèì

êîðòåæåì êîîðäèíàò a ∈ Fn â áàçèñå x̄. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé n× n-ìàòðèöû

A ∈ Mn(F ) ñ êîýôôèöèåíòàìè â F îáîçíà÷èì ÷åðåç S(A) ïîäïðîñòðàí-

ñòâî â V , íàòÿíóòîå íà âåêòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñòðîêàì A. Î÷åâèäíî,

÷òî êàæäîå ïîäïðîñòðàíñòâî â V ðàâíî S(A) äëÿ íåêîòîðîãî A ∈ Mn(F ).
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Èñïîëüçóÿ ýëåìåíòàðíûå îïåðàöèè ñî ñòðîêàìè, êàæäóþ òàêóþ ìàòðèöó A

ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â ìàòðèöó B ∈Mn(F ), êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ â ðåäóöè-

ðîâàííîé ñòóïåí÷àòîé ôîðìå ïî ñòðîêàì, ò. å. B íàõîäèòñÿ â ñòóïåí÷àòîé

ôîðìå ïî ñòðîêàì, âñå åå îïîðíûå ýëåìåíòû ðàâíû 1, è îïîðíûå ýëåìåíòû

ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûìè íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè â ñâîèõ ñòîëáöàõ. Çà-

ìåòèì, ÷òî åñëè B ïðèâîäèòñÿ ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê ê

A, òî S(B) = S(A). Õîðîøî èçâåñòíî [33], ÷òî äëÿ êàæäîé A ∈ Mn(F )

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ìàòðèöà B â ðåäóöèðîâàííîé ñòóïåí÷àòîé ôîð-

ìå ïî ñòðîêàì òàêàÿ, ÷òî A ïðèâîäèòñÿ ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè

ñòðîê ê B. Íàì ïîòðåáóåòñÿ ýòîò ðåçóëüòàò â ñëåäóþùåé ôîðìå

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 2.1 [33]. Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàç-

ìåðíîñòè n íàä ïîëåì F . Òîãäà äëÿ êàæäîãî ïîäïðîñòðàíñòâà U ⊆ V

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ n × n-ìàòðèöà A íàä ïîëåì F â ïðèâåäåííîé

ñòóïåí÷àòîé ôîðìå ïî ñòðîêàì, òàêàÿ ÷òî U = S(A).

ÒÅÎÐÅÌÀ 2.2. Äëÿ ëþáîãî n ∈ N ñóùåñòâóåò àáñîëþòíàÿ èíúåêòèâ-

íàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ∆ íà ÿçûêå êîëåö, êîòîðàÿ äëÿ ëþáîãî ïîëÿ F àáñî-

ëþòíî èíúåêòèâíî èíòåðïðåòèðóåò â F ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî P (V )

äëÿ ëþáîãî V ∈ Vn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ïîëå F è F -âåêòîðíîå

ïðîñòðàíñòâî V ðàçìåðíîñòè n. Ìû ðàññìàòðèâàåì êîðòåæè â Fn
2
êàê

ìàòðèöû n × n. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî ïîäïðîñòðàíñòâà U èç V

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ n × n ìàòðèöà A íàä ïîëåì F â ïðèâåäåííîé

ñòóïåí÷àòîé ôîðìå ïî ñòðîêàì, òàêàÿ ÷òî U = S(A). Ïóñòü

R = {A ∈ Fn
2 | A íàõîäèòñÿ â ôîðìå ðåäóöèðîâàííîãî

ñòóïåí÷àòîãî ðÿäà}.

Ìû èñïîëüçóåì R â êà÷åñòâå îáëàñòè íàøåé èíòåðïðåòàöèè.

Ïîêàæåì, ÷òî R ÿâëÿåòñÿ 0-îïðåäåëèìûì. Ïóñòü σ = (σ1, . . . , σk) �

ëþáàÿ (âêëþ÷àÿ ïóñòóþ) âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç {1, . . . , n}.

Ìàòðèöà A = (Ai,j), ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê êîðòåæ A = (A1,1, . . . , A1,n, . . . ,

An,1, . . . , An,n) ∈ Fn
2
, íàõîäèòñÿ â ïðèâåäåííîé íîðìàëüíîé ôîðìå ïî ñòðî-
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êàì è èìååò îïîðíóþ 1 òî÷íî â ñòîëáöàõ σ1, . . . , σk òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà A óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(1) Ai,1 = 0, . . . , Ai,σi−1 = 0, Ai,σi = 1 äëÿ âñåõ i = 1, . . . , k (ýòî îçíà÷àåò,

÷òî 1 ÿâëÿåòñÿ îïîðíîé òî÷êîé â i-é ñòðîêå, σi-ì ñòîëáöå).

(2) Aj,σi = 0 äëÿ âñåõ 1 ≤ i 6= j ≤ k (ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå ýëåìåíòû,

êðîìå Ai,σi , ðàâíû 0 â ñòîëáöå σi).

(3) Ai,j = 0 äëÿ âñåõ i > k, j = 1, . . . , n (ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå ñòðîêè

íèæå ñòðîêè k ÿâëÿþòñÿ íóëåâûìè).

Óñëîâèÿ (1)�(3) âûøå ìîæíî çàäàòü ôîðìóëîé íà ÿçûêå F , îáîçíà÷èì

åå ϕσ(A).

Òîãäà R 0-îïðåäåëèìî â F ñëåäóþùåé ôîðìóëîé

ΦR(A) =
∨
σ

ϕσ(A),

ãäå äèçúþíêöèÿ èìååò ìåñòî ïî âñåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì σ, îïèñàííûì

âûøå.

Çàôèêñèðóåì áàçèñ x̄ = (x1, . . . , xn) â V è îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

µ∆ : R → P (V ), µ∆(A) = S(A), ãäå S(A) � ïîäïðîñòðàíñòâî â V , ïî-

ðîæäåííîå ñòðîêàìè A, ðàññìàòðèâàåìûìè êàê âåêòîðû â V îòíîñèòåëü-

íî áàçèñà x̄. Êàê îáñóæäàëîñü âûøå, ñì. óòâåðæäåíèå 2.1, µ∆ ÿâëÿåòñÿ

áèåêöèåé. Îïðåäåëèì áèíàðíîå îòíîøåíèå ⊆R íà R ïîñðåäñòâîì

A ⊆R B ⇐⇒ S(A) ⊆ S(B),

ãäå A,B ∈ R. Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî îòíîøåíèå⊆R íà ìíîæåñòâåR ÿâëÿåòñÿ

0-îïðåäåëèìûì â F . Ïóñòü A = (Ai,j), B = (Bi,j). S(A) ⊆ S(B) òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäàÿ ñòðîêà A ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé

ñòðîê B. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ⊆R íà R ïî ôîðìóëå

Φ⊆(A,B) = ΦR(A) ∧ ΦR(B)

∧
n∧
i=1

∃c1 . . . ∃cn

 n∧
j=1

(Ai,j = c1 ·B1,j + . . .+ cn ·Bn,j)

 .
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Îòîáðàæåíèå µ∆ äàåò èçîìîðôèçì ñòðóêòóð µ∆ : 〈R;⊆R〉 → 〈P (V );⊆〉.

Ñëåäîâàòåëüíî, íàáîð ôîðìóë ∆ = {ΦR,Φ⊆} äàåò èíúåêòèâíóþ àáñîëþò-

íóþ èíòåðïðåòàöèþ P (V ) â F , P (V ) ' ∆(F ), ñ êîîðäèíàòíûì îòîáðàæå-

íèåì µ∆.

2.4. Ðåãóëÿðíàÿ èíúåêòèâíàÿ ñèëüíàÿ áèèíòåðïðåòàöèÿ P (V ) è

F . Îñíîâíûì òåõíè÷åñêèì ðåçóëüòàòîì ñëóæèò ñëåäóþùàÿ

ÒÅÎÐÅÌÀ 2.3.Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ≥ 3 èíòåðïðåòàöèè (Γ, ϕpar)

è ∆ èç òåîðåì âûøå äàþò äëÿ ëþáîãî V ∈ Vn èíúåêòèâíóþ ñèëüíóþ ïî-

ëóàáñîëþòíóþ áèèíòåðïðåòàöèþ P (V ) â F .

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V ∈ Vn. Ïóñòü

∆(F ) � àáñîëþòíàÿ èíúåêòèâíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ P (V ) â F ñ êîîðäèíàò-

íûì îòîáðàæåíèåì µ∆ èç òåîðåìû 2.2 è F ' Γ(P (V ), ϕpar) � ðåãóëÿð-

íàÿ èíúåêòèâíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ F â P (V ) èç òåîðåìû 2.1. Çàôèêñèðóåì

êîðòåæ ïàðàìåòðîâ p̄ = (〈x1〉, . . . , 〈xn〉, 〈x1 + x2〉, . . . , 〈x1 + xn〉) ∈ D , ãäå

D = ϕpar(P (V )). Íàïîìíèì, ÷òî îòîáðàæåíèå

f2,p̄ : A2,p̄ = {〈x1 + αx2〉 | α ∈ F} −→ F,

îïðåäåëåííîå êàê 〈x1 + αx2〉 → α äëÿ α ∈ F , ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòíûì

îòîáðàæåíèåì µΓ : Γ(P (V ), p̄) → F , êîòîðîå äàåò èçîìîðôèçì ïîëåé. Çäåñü

ìû íåìíîãî ìåíÿåì îáîçíà÷åíèÿ èç òåîðåìû 2.1, ââîäÿ ïàðàìåòðû p̄ â A2,p̄

è f2,p̄. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà áèèíòåðïðåòèðóåìîñòè ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1. Äëÿ èíòåðïðåòàöèé

F
Γ⇝ P (V )

∆⇝ F

íàì íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ôîðìóëà θF (ū, x, ȳ) òàêàÿ, ÷òî äëÿ

ïàðàìåòðîâ ¯̄p = µ−1
∆ (p̄) ôîðìóëà θF (ū, x, ¯̄p) îïðåäåëÿåò êîîðäèíàòíîå îòîá-

ðàæåíèå µΓ ◦ µ∆ : UΓ◦∆(F, ¯̄p) → F (ñì. îáîçíà÷åíèÿ â ï. 1.4). Çàìåòèì,

÷òî ïàðàìåòðû ¯̄p = µ−1
∆ (p̄) äàþò µ−1

∆ (〈x1〉) è µ−1
∆ (〈x2〉), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ

ìàòðèöàìè â ôîðìå ñîêðàùåííîãî ñòóïåí÷àòîãî ðÿäà, èìåþùèìè òîëü-

êî ïåðâóþ ñòðîêó, îòëè÷íóþ îò íóëÿ. Ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ýòè
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ñòðîêè ÿâëÿþòñÿ â òî÷íîñòè âåêòîð-ñòðîêàìè x1 è x2. Èòàê, åñëè çàäàíà

µ−1
∆ (〈x1 + αx2〉) (êîòîðàÿ ñíîâà ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé â ôîðìå ñîêðàùåííî-

ãî ðÿäà ñòðîê, ñîäåðæàùåé òîëüêî îäíó, ïåðâóþ, íåíóëåâóþ ñòðîêó), ìû

ìîæåì çàïèñàòü ôîðìóëó θF (ū, x, ȳ) â F , òàêóþ ÷òî

F |= θF (µ
−1
∆ (〈x1 + αx2〉), α, ¯̄p) ⇐⇒ µ−1

∆ (〈x1 + αx2〉) = x1 + αx2.

Ôîðìóëà θF (µ
−1
∆ (〈x1 + αx2〉), α, ¯̄p) îïðåäåëÿåò â F îòîáðàæåíèå µΓ ◦ µ∆.

Ñëó÷àé 2. Äëÿ èíòåðïðåòàöèé

P (V )
∆⇝ F

Γ⇝ P (V )

òðåáóåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ôîðìóëà θP (V )(ū, x, ȳ), òàêàÿ ÷òî äëÿ

ïàðàìåòðîâ p̄ ôîðìóëà θP (V )(ū, x, p̄) îïðåäåëÿåò â P (V ) êîîðäèíàòíîå îòîá-

ðàæåíèå µ∆ ◦ µΓ : U∆◦Γ(P (V ), p̄) → P (V ).

Íàïîìíèì, ÷òî µ∆ îòîáðàæàåò ìàòðèöó A ∈ R â ïîäïðîñòðàíñòâî S(A)

èç V , îõâàòûâàåìîå ñòðîêàìè A, ðàññìàòðèâàåìûìè êàê âåêòîðû â V îò-

íîñèòåëüíî íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî áàçèñà x̄ èç V . Ïðèíèìàÿ ðàçíûå

áàçèñû x̄, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ðàçíûå êîîðäèíàòíûå îòîáðàæåíèÿ µ∆, õî-

òÿ S(A) äëÿ x̄ è αx̄, α ∈ F , îäèíàêîâû. Ïðè çàäàíèè êîðòåæà ïàðàìåòðîâ

p̄ = (〈x1〉, . . . , 〈xn〉, 〈x1 + x2〉, . . . , 〈x1 + xn〉) ∈ D ìû èìååì áàçèñ x̄p̄ äëÿ

V (ñì. îáîçíà÷åíèå 2.1), êîòîðûé îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî

óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿð. Äëÿ ïàðàìåòðîâ p̄ ìû îïðåäåëÿåì µ∆ êàê óêàçàíî

âûøå ñ x̄ = x̄p̄. Êàê óïîìèíàëîñü âûøå, â ýòîì ñëó÷àå S(A) îäíîçíà÷íî

îïðåäåëÿåòñÿ êîðòåæåì p̄.

Äëÿ U ∈ P (V ) ïîëîæèì µ−1
∆ (U) = A = (Ai,j) ∈ R ⊆ Fn

2
, ãäå R �

ìíîæåñòâî ïðèâåäåííûõ n× n ìàòðèö â ñòóïåí÷àòîé ôîðìå íàä F èç òåî-

ðåìû 2.2. Çàòåì

(µ−1
Γ ◦ µ−1

∆ )(U) = µ−1
Γ (A) =


〈x1 +A1,1x2〉 . . . 〈x1 +A1,nx2〉

...
. . .

...

〈x1 +An,1x2〉 . . . 〈x1 +An,nx2〉

 (2.9)
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ãäå µ−1
Γ ïðèìåíÿåòñÿ ê A ïî-êîîðäèíàòíî. Ïîñêîëüêó èíòåðïðåòàöèè Γ è

∆ èíúåêòèâíû, îòîáðàæåíèÿ µ−1
Γ è µ−1

∆ îïðåäåëåíû êîððåêòíî. Îáîçíà÷èì

ìàòðèöó â (2.9) ÷åðåç A∗. Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî ìàòðèö R∗ = {A∗ |

A ∈ R} îïðåäåëèìî â P (V ) ñ ïàðàìåòðàìè p̄, ïîñêîëüêó âêëþ÷åíèå A∗
i,j ∈

A2,p̄ îïðåäåëèìî â P (V ), a ìíîæåñòâî R îïðåäåëèìî â F (ñì. àðãóìåíòû

â òåîðåìå 2.2), ñëåäîâàòåëüíî R∗ îïðåäåëèìî â èíòåðïðåòàöèè 〈A2,p̄;⊕,�〉

ïîëÿ F â P (V ), à çíà÷èò è â P (V ).

×òîáû óñòàíîâèòü ñóùåñòâîâàíèå ôîðìóëû θP (V )(ū, x, ȳ), òàêîé ÷òî äëÿ

ïàðàìåòðîâ p̄ ôîðìóëà θP (V )(ū, x, p̄) îïðåäåëÿåò â P (V ) êîîðäèíàòíoe îòîá-

ðàæåíèå µ∆ ◦ µΓ, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ U ∈ P (V ) è A∗ ∈ R∗ âè-

äà (2.9) ñîîòíîøåíèå

U = 〈A1,1x1 + . . .+A1,nxn〉+ . . .+ 〈An,1x1 + . . .+An,nxn〉 (2.10)

îïðåäåëèìî â P (V ) ñ ïàðàìåòðàìè p̄. Èìåííî ýòî è ñäåëàíî â ïðåäëîæå-

íèè 2.6.

Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî P (V ) è F ðåãóëÿðíî ñèëüíî èíúåêòèâíî áèèíòåð-

ïðåòèðóåìû äðóã â äðóãå. Òàê êàê èíòåðïðåòàöèÿ ∆ àáñîëþòíà, òî ïîëó-

÷åííàÿ ðåãóëÿðíàÿ áèèíòåðïðåòàöèÿ ïîëóàáñîëþòíà.

3 ÏÐÈËÎÆÅÍÈß

Â ýòîì ðàçäåëå ìû îïèñûâàåì íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ áèèíòåðïðåòèðóåìî-

ñòè F è P (V ). Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíàÿ òåîðåìà ïðîåêòèâíîé

ãåîìåòðèè ñëåäóåò èç ðåãóëÿðíîé èíòåðïðåòèðóåìîñòè F â P (V ); äëÿ ýòî-

ãî íå íóæíà áèèíòåðïðåòàöèÿ. Äðóãèå òåîðåòèêî-ìîäåëüíûå ðåçóëüòàòû

ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè ñëåäñòâèÿìè îáùèõ ñâîéñòâ ðåãóëÿðíûõ áèèíòåðïðå-

òàöèé, èçëîæåííûõ â � 1.5.

3.1. Îñíîâíàÿ òåîðåìà ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè. Ðåãóëÿðíàÿ èí-

òåðïðåòèðóåìîñòü F è P (V ) (òåîðåìà 2.1) âëå÷åò èñõîäíóþ îñíîâíóþ òåî-

ðåìó ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè, çäåñü íå òðåáóåòñÿ áèèíòåðïðåòèðóåìîñòü.
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Íàïîìíèì, ÷òî îòîáðàæåíèå f : V1 → V2 ìåæäó âåêòîðíûìè ïðîñòðàíñòâà-

ìè V1 è V2 íàä èçîìîðôíûìè ïîëÿìè F1 è F2 ÿâëÿåòñÿ ïîëóëèíåéíûì, åñëè

ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì ïîëåé σ : F1 → F2, òàêîé ÷òî äëÿ âñåõ x, y ∈ V1 è

α, β ∈ F1 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî f(αx+ βy) = σ(α)f(x) + σ(β)f(y).

ÒÅÎÐÅÌÀ (îñíîâíàÿ òåîðåìà ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè). Ïóñòü V1 è

V2 � êîíå÷íîìåðíûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëÿìè F1 è F2 ñîîò-

âåòñòâåííî, è dimF1 V1 ≥ 3. Åñëè ïðîåêòèâíûå ïðîñòðàíñòâà P (V1) è P (V2)

èçîìîðôíû, òî ïîëÿ F1 è F2 èçîìîðôíû è dimF1 V1 = dimF2 V2. Áîëåå

òîãî, ëþáîé èçîìîðôèçì π : P (V1) → P (V2) èíäóöèðóåòñÿ ïîëóëèíåéíîé

áèåêöèåé f : V1 → V2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü π � èçîìîðôèçì, π : P (V1) → P (V2). Ïî ñëåä-

ñòâèþ 3.2, dimF1 V1 = dimF2 V2. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé êîðòåæ ïàðàìåòðîâ

p̄1, êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò ôîðìóëå ϕpar â P (V1). Òîãäà p̄2 = π(p̄1) óäîâëå-

òâîðÿåò ôîðìóëå ϕpar â P (V2). Èç òåîðåìû 2.1 ñëåäóåò, ÷òî èíòåðïðåòàöèÿ

Γ(P (V1), p̄1) èçîìîðôíà ïîëþ F1, à èíòåðïðåòàöèÿ Γ(P (V2), p̄2) � ïîëþ F2.

Èçîìîðôèçì π äàåò èçîìîðôèçì σ : Γ(P (V1), p̄1) → Γ(P (V2), p̄2). Â ÷àñòíî-

ñòè, ïîëÿ F1 è F2 èçîìîðôíû. Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî π èíäóöèðóåòñÿ íåêî-

òîðûì ïîëóëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì V1 → V2 îòíîñèòåëüíî èçîìîðôèçìà

ïîëåé σ. Îáîçíà÷èì F ∗
1 = Γ(P (V1), p̄1) è F ∗

2 = Γ(P (V2), p̄2) è îòîæäåñòâèì

F1 ñ F ∗
1 è F2 ñ F ∗

2 .

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò W ∈ P (V1). Òîãäà

W = 〈α1,1x1 + . . .+ α1,nxn, . . . , αm,1x1 + . . .+ αm,nxn〉 (3.1)

äëÿ íåêîòîðûõ αi,j ∈ F1 è áàçèñà x̄ = x̄p̄1 . Ïî ïðåäëîæåíèþ 2.6 ðàâåíñòâî

(3.1) âûïîëíÿåòñÿ â P (V1) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

P (V1) |= Θm,n(W, Ūij , p̄1)

ãäå

Uij = 〈x1 + αi,jx2〉,

1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî π : P (V1) → P (V2) ÿâëÿåòñÿ èçîìîð-
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ôèçìîì, ïîëó÷àåì

P (V2) |= Θm,n(π(W ), π(Uij), π(p̄1))

ãäå

π(Uij) = 〈y1 + σ(αi,j)y2〉,

1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, π(p̄) = p̄2, è x̄p̄2 = (y1, . . . , yn). Ñíîâà ïî ïðåäëîæå-

íèþ 2.6,

π(W ) = 〈σ(α1,1)y1 + . . .+ σ(α1,n)yn, . . . , σ(αm,1)y1 + . . .+ σ(αm,n)yn〉.

Ñëåäîâàòåëüíî, π èíäóöèðóåòñÿ σ-ïîëóëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì g : V1 →

V2, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ äåéñòâèåì x1 → y1, . . . , xn → yn.

3.2. Ðàçðåøèìîñòü òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà.

ÒÅÎÐÅÌÀ 3.1. Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n ≥ 3

íàä ïîëåì F . Òåîðèÿ Th (P (V )) ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ðàçðåøèìà òåîðèÿ Th (F ).

Èçâåñòíî, ÷òî òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà ïîëÿ R äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë,

ïîëÿ C êîìïëåêñíûõ ÷èñåë è ïîëÿ Qp p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë èìåþò ðàçðåøè-

ìûå òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà. Â òî âðåìÿ êàê ïîëå Q ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë,

à òàêæå âñå åãî êîíå÷íûå àëãåáðàè÷åñêèå ðàñøèðåíèÿ (ìû íàçûâàåì èõ

÷èñëîâûìè ïîëÿìè) èìåþò íåðàçðåøèìûå òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà.

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 3.1. Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè

n ≥ 3 íàä ïîëåì F .

(1) Åñëè F ∈ {R,C,Qp}, òî òåîðèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ïðîåêòèâíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà P (V ) ðàçðåøèìà.

(2) Åñëè F � ýòî ëèáîQ, ëèáî ÷èñëîâîå ïîëå, òî òåîðèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà

ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà P (V ) íåðàçðåøèìà.

3.3. Êëàññèôèêàöèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ðåãóëÿðíàÿ áèèíòåðïðåòè-

ðóåìîñòü F è P (V ) äàåò ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è êëàññèôèêàöèè ìîäåëåé

òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà P (V ) ñ dimF V ≥ 3.
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Ïóñòü ⊆ � áèíàðíûé ïðåäèêàò, à P = 〈P ;⊆〉 � ïðîèçâîëüíàÿ ñòðóêòóðà

â ÿçûêå {⊆}. Çàäà÷à êëàññèôèêàöèè ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ ïðîåêòèâíîãî

ïðîñòðàíñòâà P (V ) òðåáóåò îïèñàíèÿ âñåõ ñòðóêòóð P = 〈P ;⊆〉 òàêèõ,

÷òî P (V ) ≡ P.

ÒÅÎÐÅÌÀ 3.2. Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n ≥ 3

íàä ïîëåì F . Äëÿ ëþáîé àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðû P = 〈P ;⊆〉 âûïîëíÿ-

åòñÿ P (V ) ≡ P òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà P èçîìîðôíà P (V̄ ), ãäå V̄ �

âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n íàä ïîëåì F̄ , òàêèì ÷òî F ≡ F̄ .

Ðåçóëüòàò íèæå õàðàêòåðèçóåò ñëó÷àé, êîãäà äâà ïðîåêòèâíûõ ïðî-

ñòðàíñòâà êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè íå ìåíåå 3 íàä ïîëÿìè ýëåìåíòàðíî ýê-

âèâàëåíòíû.

ÒÅÎÐÅÌÀ 3.3. Ïóñòü V1, V2 � êîíå÷íîìåðíûå âåêòîðíûå ïðîñòðàí-

ñòâà íàä ïîëÿìè F1 è F2 ñîîòâåòñòâåííî, ãäå n = dimF1 V1, m = dimF2 V2 è

n ≥ 3. Òîãäà

P (V1) ≡ P (V2) ⇐⇒ F1 ≡ F2 & n = m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî P (V1) ≡ P (V2). Ïî ñëåäñòâèþ 2.2,

dimF1 V1 = dimF2 V2. Ïî òåîðåìå 2.1, Fi ðåãóëÿðíî èíòåðïðåòèðóåòñÿ â

P (Vi) òåìè æå ôîðìóëàìè (Γ, ϕpar), ïîýòîìó Fi ' Γ(P (Vi), ϕpar), i = 1, 2.

Òàê êàê P (V1) ≡ P (V2), òî F1 ≡ F2. Íàîáîðîò, ïðåäïîëîæèì, ÷òî F1 ≡ F2 è

m = n. Ïî òåîðåìå 2.2, P (V1) è P (V2) àáñîëþòíî èíòåðïðåòèðóåìû â F1 è

F2 ôîðìóëàìè ∆, ïîýòîìó P (V1) ' ∆(F1) è P (V2) ' ∆(F2). Ñëåäîâàòåëü-

íî, P (V1) ≡ P (V2).

3.4. Áîãàòûå ïðîåêòèâíûå ãåîìåòðèè.

ÒÅÎÐÅÌÀ 3.4. Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä

ïîëåì F ðàçìåðíîñòè n ≥ 3. Åñëè ïîëå F àáñîëþòíî áîãàòîå, òî ïðîåêòèâ-

íîå ïðîñòðàíñòâî P (V ) òàêæå àáñîëþòíî áîãàòîå.

Èçâåñòíî, ÷òî ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q, êàê è âñå ÷èñëîâûå ïîëÿ,

àáñîëþòíî áîãàòû. Îòñþäà è èç òåîðåìû 3.4 âûòåêàåò

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 3.2. Ïóñòü F � ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q èëè ÷èñëî-

âîå ïîëå, à V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n ≥ 3 íàä F . Òîãäà
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ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî P (V ) àáñîëþòíî áîãàòî.

Ýòîò ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè F � ýòî Q èëè ÷èñëîâîå ïîëå, à

V � ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî è âûøå, òî ëîãèêà ïåðâîãî ïîðÿäêà ïðîåêòèâíîãî

ïðîñòðàíñòâà P (V ) ÷ðåçâû÷àéíî ìîùíà.

3.5. Ýëèìèíàöèÿ ìíèìîñòåé.

ÒÅÎÐÅÌÀ 3.5. Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî

ðàçìåðíîñòè n ≥ 3 íàä ïîëåì F . P (V ) äîïóñêàåò ðàâíîìåðíóþ ýëèìè-

íàöèþ ìíèìîñòåé ñ ïàðàìåòðàìè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F äîïóñêàåò

ðàâíîìåðíóþ ýëèìèíàöèþ ìíèìîñòåé ñ ïàðàìåòðàìè.

Èçâåñòíî, ÷òî ïîëÿ Q, R, C è âñå ÷èñëîâûå ïîëÿ äîïóñêàþò ðàâíîìåð-

íóþ ýëèìèíàöèþ ìíèìîñòåé (ñ ïàðàìåòðàìè). Ïîýòîìó èìååò ìåñòî

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 3.3. Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî

ðàçìåðíîñòè n ≥ 3 íàä ïîëåì F . Åñëè F ∈ {Q,R,C}, òî ïðîåêòèâíîå

ïðîñòðàíñòâî P (V ) äîïóñêàåò ðàâíîìåðíóþ ýëèìèíàöèþ ìíèìîñòåé ñ ïà-

ðàìåòðàìè.
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Ïàìÿòè Âèòàëèÿ Àíàòîëüåâè÷à Ðîìàíüêîâà

Ïîäãðóïïà H ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ âåðáàëüíî çàìêíóòîé [1], åñëè âñÿ-

êîå óðàâíåíèå âèäà w(x, y, . . . ) = h, ãäå w � ýòî ýëåìåíò ñâîáîäíîé ãðóïïû

F (x, y, . . . ) è h ∈ H, îáëàäàþùåå ðåøåíèåì â G, èìååò ðåøåíèå è â H. Åñ-

ëè æå êàæäàÿ êîíå÷íàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ñ êîýôôèöèåíòàìè èç H (ò. å.

{w1(x, y, . . . ) = 1, . . . , wm(x, y, . . . ) = 1}, ãäå wi ∈ H ∗ F (x, y, . . . ), à ∗ îáî-

çíà÷àåò ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå), èìåþùàÿ ðåøåíèå â G, èìååò ðåøåíèå â

H, òî ïîäãðóïïó H íàçûâàþò àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîé â G.

Àëãåáðàè÷åñêàÿ çàìêíóòîñòü � ýòî áîëåå ñèëüíîå ñâîéñòâî, ÷åì âåð-

áàëüíàÿ çàìêíóòîñòü, îäíàêî óäèâèòåëüíî ÷àñòî ýòè ñâîéñòâà îêàçûâàþò-

ñÿ ýêâèâàëåíòíûìè. Ïåðâûé íåòðèâèàëüíûé ðåçóëüòàò íà ýòó òåìó áûë

äîêàçàí â 2014 ã.
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ÒÅÎÐÅÌÀ (Ìÿñíèêîâ � Ðîìàíüêîâ [1]). Âåðáàëüíî çàìêíóòàÿ ïîä-

ãðóïïà ñâîáîäíîé ãðóïïû êîíå÷íîãî ðàíãà àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòà.

Ïîçæå âûÿñíèëîñü, ÷òî èìååò ìåñòî çíà÷èòåëüíî áîëåå îáùèé ôàêò:

Ñâîáîäíàÿ âåðáàëüíî çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà ëþáîé ãðóïïû àëãåáðàè÷åñêè

çàìêíóòà [2].

Ýòîò ðåçóëüòàò äåëàåò îñìûñëåííûì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå: ãðóïïó

H íàçûâàþò ñèëüíî âåðáàëüíî çàìêíóòîé [3], åñëè îíà àëãåáðàè÷åñêè çà-

ìêíóòà âî âñÿêîé ãðóïïå, ñîäåðæàùåé H â êà÷åñòâå âåðáàëüíî çàìêíóòîé

ïîäãðóïïû. Òàêèì îáðàçîì, âåðáàëüíàÿ çàìêíóòîñòü � ýòî ñâîéñòâî ïîä-

ãðóïïû, à ñèëüíàÿ âåðáàëüíàÿ çàìêíóòîñòü � ýòî ñâîéñòâî àáñòðàêòíîé

ãðóïïû.

Êëàññ ñèëüíî âåðáàëüíî çàìêíóòûõ ãðóïï îêàçàëñÿ äîâîëüíî øèðîê.

Íàïðèìåð, ñèëüíî âåðáàëüíî çàìêíóòûìè ÿâëÿþòñÿ

- âñå àáåëåâû ãðóïïû [3],

- âñå ñâîáîäíûå ãðóïïû [2],

- è äàæå âñå ïî÷òè ñâîáîäíûå ãðóïïû, íå ñîäåðæàùèå íååäèíè÷-

íûõ êîíå÷íûõ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï [2, 4] (íàïîìíèì, ÷òî ïî-

÷òè ñâîáîäíàÿ ãðóïïà � ýòî ãðóïïà, ñîäåðæàùàÿ ñâîáîäíóþ

ïîäãðóïïó êîíå÷íîãî èíäåêñà),

- âñå ãðóïïû, ðàñêëàäûâàþùèåñÿ â ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå íåòðèâè-

àëüíûì îáðàçîì [5],

- ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ëþáîé ñâÿçíîé ïîâåðõíîñòè, êðîìå áóòûë-

êè Êëåéíà, ñì. [3, 6],

- è äàæå âñå àöèëèíäðè÷åñêè ãèïåðáîëè÷åñêèå ãðóïïû áåç íåòðè-

âèàëüíûõ êîíå÷íûõ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï [7] (ýòî îáîáùàåò íåñêîëü-

êî èç ïðèâåäåííûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ),

- âñå êîíå÷íûå ãðóïïû ñ íåàáåëåâûì ìîíîëèòîì (â ÷àñòíîñòè, âñå êî-

íå÷íûå ïðîñòûå ãðóïïû) [8],
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- âñå äèýäðàëüíûå ãðóïïû, ïîðÿäîê êîòîðûõ íå äåëèòñÿ íà âîñåìü [8].

Îòìåòèì îáùóþ òåîðåìó î âëîæåíèè, ïîëó÷åííóþ â [8]: Êàæäàÿ ãðóïïà

H âêëàäûâàåòñÿ â ñèëüíî âåðáàëüíî çàìêíóòóþ ãðóïïó ìîùíîñòè |H|+ℵ0,

óäîâëåòâîðÿþùóþ âñåì òîæäåñòâàì ãðóïïû H.

Êëàññ âñåõ ãðóïï, óäîâëåòâîðÿþùèõ âñåì òîæäåñòâàì ãðóïïû H, íàçû-

âàþò ìíîãîîáðàçèåì, ïîðîæäåííûì ãðóïïîé H è îáîçíà÷àþò varH, ñì. [9].

Ðîëü òîæäåñòâ â ýòîé íàóêå îáúÿñíÿåòñÿ ñëåäóþùèì (ïðîñòûì) çàìå÷àíè-

åì: Åñëè ãðóïïà H ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêòîì âñÿêîé êîíå÷íî ïîðîæäåííîé ãðóï-

ïû G ∈ varH, ñîäåðæàùåé H â êà÷åñòâå âåðáàëüíî çàìêíóòîé ïîäãðóïïû,

òî H ñèëüíî âåðáàëüíî çàìêíóòà [1].

Íàïîìíèì, ÷òî ðåòðàêòîì ãðóïïû íàçûâàþò îáðàç ýíäîìîðôèçìà ρ,

òàêîãî ÷òî ρ ◦ ρ = ρ. Ýòî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñèëüíîé âåðáàëüíîé çà-

ìêíóòîñòè êàæåòñÿ î÷åíü îãðàíè÷èòåëüíûì, îäíàêî, íà ñàìîì äåëå, ìíî-

ãèå ãðóïïû îáëàäàþò äàæå áîëåå ñèëüíûì ñâîéñòâîì: ãðóïïà H íàçûâà-

åòñÿ ñèëüíûì ðåòðàêòîì [8], åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêòîì ëþáîé ãðóïïû

G ⊇ H èç ìíîãîîáðàçèÿ varH.

ÒÅÎÐÅÌÀ (ÊÌÎ)[8]. Ñèëüíûìè ðåòðàêòàìè ÿâëÿþòñÿ

- âñå êîíå÷íûå ãðóïïû ñ íåàáåëåâûì ìîíîëèòîì (â ÷àñòíîñòè, âñå êî-

íå÷íûå ïðîñòûå ãðóïïû),

- êàæäàÿ êîíå÷íàÿ ãðóïïà H, ñîäåðæàùàÿ íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó C,

òàêóþ ÷òî C ñîâïàäàåò ñî ñâîèì öåíòðàëèçàòîðîì, íå ðàçëàãàåòñÿ

â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå íåòðèâèàëüíûõ íîðìàëüíûõ â H ïîäãðóïï è

ÍÎÄ (|C|, |H/C|) = 1.

Íàïîìíèì, ÷òî ìîíîëèòîì ãðóïïû íàçûâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå âñåõ åå

íååäèíè÷íûõ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï, à ìîíîëèòè÷åñêîé � ãðóïïà ñ íååäè-

íè÷íûì ìîíîëèòîì.

Â îáùåì ñëó÷àå, êîíå÷íî æå, ñèëüíàÿ ðåòðàêòíîñòü ãîðàçäî ñèëüíåå

ñèëüíîé âåðáàëüíîé çàìêíóòîñòè. Íàïðèìåð, âñå àáåëåâû ãðóïïû ñèëüíî

âåðáàëüíî çàìêíóòû (êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå), íî ëèøü íåìíîãèå èç íèõ

ÿâëÿþòñÿ ñèëüíûìè ðåòðàêòàìè, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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ÒÅÎÐÅÌÀ (î íèëüïîòåíòíûõ ñèëüíûõ ðåòðàêòàõ [10]. Íèëüïîòåíò-

íàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì ðåòðàêòîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà

àáåëåâà è

- ëèáî äåëèìàÿ,

- ëèáî ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó öèêëè÷åñêèõ ãðóïï îãðàíè÷åí-

íûõ â ñîâîêóïíîñòè ïîðÿäêîâ, ëþáûå äâà íåèçîìîðôíûõ ñëàãàåìûõ

â êîòîðîé èìåþò âçàèìíî ïðîñòûå ïîðÿäêè.

Ýòà çàìåòêà ñëóæèò îòâåòîì íà âîïðîñ À.Â.Âàñèëüåâà: âñå ëè êîíå÷-

íûå ñèììåòðè÷åñêèå ãðóïïû ñèëüíî âåðáàëüíî çàìêíóòû? Äëÿ áîëüøèí-

ñòâà òàêèõ ãðóïï îòâåò ëåãêî âûòåêàåò èç òåîðåìû ÊÌÎ. Òðóäíûì êàçàë-

ñÿ ñëó÷àé ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû ñòåïåíè ÷åòûðå, íî, êàê âûÿñíèëîñü, èç

íåêîòîðûõ äàâíî èçâåñòíûõ ôàêòîâ íåòðóäíî âûâîäèòñÿ, ÷òî è ýòà ãðóïïà

íå ÿâëÿåòñÿ èñêëþ÷åíèåì, ñì. äàëåå.

ÎÑÍÎÂÍÀß ÒÅÎÐÅÌÀ. Âñå êîíå÷íûå ñèììåòðè÷åñêèå è çíàêîïå-

ðåìåííûå ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ ñèëüíûìè ðåòðàêòàìè (â ÷àñòíîñòè, îíè ñèëü-

íî âåðáàëüíî çàìêíóòû).

Âîïðîñ. Áóäóò ëè áåñêîíå÷íûå ñèììåòðè÷åñêèå (ôèíèòàðíûå è ïîë-

íûå) è çíàêîïåðåìåííûå ãðóïïû ñèëüíî âåðáàëüíî çàìêíóòûìè?

Ó íåèñêóøåííîãî ÷èòàòåëÿ ìîæåò ñëîæèòüñÿ âïå÷àòëåíèå, ÷òî ÷óòü ëè

íå âñå ãðóïïû ñèëüíî âåðáàëüíî çàìêíóòû. Äåéñòâèòåëüíî, äîêàçàòü îò-

ñóòñòâèå ýòîãî ñâîéñòâà áûâàåò íå ïðîñòî. Äî íåäàâíåãî âðåìåíè áûëè èç-

âåñòíû ëèøü åäèíè÷íûå ïðèìåðû íå ñèëüíî âåðáàëüíî çàìêíóòûõ ãðóïï:

- äâå íåàáåëåâû ãðóïïû ïîðÿäêà âîñåìü [2, 11],

- ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà áóòûëêè Êëåéíà 〈a, b | a2 = b2〉, [6].

Æåñòêèå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñèëüíîé âåðáàëüíîé çàìêíóòîñòè áûëè

ïîëó÷åíû ëèøü íåäàâíî:

öåíòð êîíå÷íî ïîðîæäåííîé ñèëüíî âåðáàëüíî çàìêíóòîé ãðóïïû

- âûäåëÿåòñÿ â íåé ïðÿìûì ñîìíîæèòåëåì, åñëè ãðóïïà êîíå÷íà [8],
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- ÷èñò (=ñåðâàíòåí), åñëè ãðóïïà, íàïð., ëèíåéíà (è âîîáùå ïðàêòè-

÷åñêè âñåãäà, ò. å. ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ,

êîòîðûå ïî÷òè âñåãäà âûïîëíåíû) [12].

Íàïðèìåð, íå ÿâëÿþòñÿ ñèëüíî âåðáàëüíî çàìêíóòûìè

- âñå êîíå÷íûå íèëüïîòåíòíûå íåàáåëåâû ãðóïïû (è äàæå âñå êîíå÷-

íî ïîðîæäåííûå íèëüïîòåíòíûå ãðóïïû ñ íåàáåëåâîé ïåðèîäè÷åñêîé

÷àñòüþ [10]),

- âñå íåàáåëåâû ãðóïïû êîñ,

- ãðóïïà SL2024(Z).

Äðóãèå ðåçóëüòàòû î âåðáàëüíîé çàìêíóòîñòè ñì. â ðàáîòàõ [13]�[17].

Íàçîâåì ãðóïïóH ìàêñèìàëüíîé ìîíîëèòè÷åñêîé â êëàññå ãðóïï K 3

H, åñëè îíà íå ñîäåðæèòñÿ íè â êàêîé á�îëüøåé ãðóïïå èç K , ìîíîëèò

êîòîðîé ñîäåðæèò ìîíîëèò ãðóïïû H (ò. å. èç âêëþ÷åíèé H ⊆ G ∈ K è

(ìîíîëèò ãðóïïû H) ⊆ (ìîíîëèò ãðóïïû G) âûòåêàåò ðàâåíñòâî G = H).

ËÅÌÌÀ (î ìîíîëèòè÷åñêèõ ñèëüíûõ ðåòðàêòàõ). Êîíå÷íàÿ ìîíîëè-

òè÷åñêàÿ ãðóïïà H ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì ðåòðàêòîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà îíà ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé ìîíîëèòè÷åñêîé â êëàññå êîíå÷íûõ ãðóïï

èç varH.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â îäíó ñòîðîíó óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî: ÿäðî ðåòðàê-

öèè G→ H íà ñîáñòâåííóþ ïîäãðóïïó îáÿçàíî ñîäåðæàòü ìîíîëèò ãðóïïû

G, ïîýòîìó îí äîëæåí òðèâèàëüíî ïåðåñåêàòü H.

Äîêàæåì â äðóãóþ ñòîðîíó, ò. å. ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðóïïà H ìàêñè-

ìàëüíàÿ ìîíîëèòè÷åñêàÿ â êëàññå êîíå÷íûõ ãðóïï èç varH 3 G ⊇ H. Ìû

õîòèì ïîñòðîèòü ðåòðàêöèþ G → H. Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì óòâåð-

æäåíèåì: Êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà A ãðóïïû B ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêòîì òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêòîì êàæäîé êîíå÷íî ïîðîæäåííîé

ïîäãðóïïû ãðóïïû B, ñîäåðæàùåé A, [8, § 2].

Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïó G ìîæíî ñ÷èòàòü êîíå÷íî ïîðîæäåííîé, ò. å.

äàæå êîíå÷íîé, ïîñêîëüêó ìíîãîîáðàçèå, ïîðîæäåííîå êîíå÷íîé ãðóïïîé
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ñîñòîèò èç ëîêàëüíî êîíå÷íûõ ãðóïï [9]. Âûáåðåì â G ìàêñèìàëüíóþ íîð-

ìàëüíóþ ïîäãðóïïó N , òðèâèàëüíî ïåðåñåêàþùóþ H (èëè, ÷òî òî æå ñà-

ìîå, íå ñîäåðæàùóþ ìîíîëèò M ãðóïïû H). Òîãäà

- åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì π G→ G/N áóäåò èíúåêòèâíûì íà H;

- ãðóïïà G/N îêàæåòñÿ ìîíîëèòè÷åñêîé ñ ìîíîëèòîì, ñîäåðæàùèì

π(M) (â ñèëó ìàêñèìàëüíîñòè íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû N);

- G/N = π(H) (ïîñêîëüêó π(H) ' H ìàêñèìàëüíàÿ ìîíîëèòè÷åñêàÿ â

êëàññå êîíå÷íûõ ãðóïï èç varH);

- òîãäà êîìïîçèöèÿ G
π−→G/N = π(H) ' H (ñ ïîäõîäÿùèì èçîìîð-

ôèçìîì) îêàæåòñÿ èñêîìîé ðåòðàêöèåé G→ H.

Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû.. Ñèììåòðè÷åñêèå ãðóïïû ñòå-

ïåíè, íå ïðåâîñõîäÿùåé äâóõ, è çíàêîïåðåìåííûå ãðóïïû ñòåïåíè, íå ïðå-

âîñõîäÿùåé òðåõ, ÿâëÿþòñÿ öèêëè÷åñêèìè è, ñëåäîâàòåëüíî, ñèëüíûìè

ðåòðàêòàìè ïî òåîðåìå Äåíèñîâà î íèëüïîòåíòíûõ ñèëüíûõ ðåòðàêòàõ,

ñì. ââåäåíèå.

Ñèììåòðè÷åñêèå è çíàêîïåðåìåííûå ãðóïïû êîíå÷íîé ñòåïåíè n ⩾ 5

ÿâëÿþòñÿ ìîíîëèòè÷åñêèìè ñ íåàáåëåâûì ìîíîëèòîì, ïîýòîìó îíè òîæå

ñóòü ñèëüíûå ðåòðàêòû ïî òåîðåìå KMO.

Ìîíîëèòû ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû S3 ñòåïåíè òðè è çíàêîïåðåìåííîé

ãðóïïû A4 ñòåïåíè ÷åòûðå àáåëåâû (ýòî çíàêîïåðåìåííàÿ ãðóïïà A3 ñòå-

ïåíè òðè è ÷åòâåðíàÿ ãðóïïà Êëåéíà V4), ïîýòîìó ïåðâîå óòâåðæäåíèå

òåîðåìû KMO íåïðèìåíèìî, çàòî âòîðîå ïðèìåíèìî (â êà÷åñòâå C ñëåäó-

åò âçÿòü ìîíîëèò).

Åäèíñòâåííûé îñòàâøèéñÿ ñëó÷àé � ýòî ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà H =

S4 ñòåïåíè ÷åòûðå. Ýòà ãðóïïà ìîíîëèòè÷åñêàÿ (ìîíîëèò � ýòî ÷åòâåðíàÿ

ãðóïïà Êëåéíà V4). Êëàññèôèêàöèÿ ìîíîëèòè÷åñêèõ ãðóïï èç ìíîãîîáðà-
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çèÿ, ïîðîæäåííîãî ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïîé ñòåïåíè ÷åòûðå, èçâåñòíà:

êîíå÷íûå íåíèëüïîòåíòíûå ìîíîëèòè÷åñêèå ãðóïïû èç

ìíîãîîáðàçèÿ varS4 � ýòî â òî÷íîñòè ñèììåòðè÷åñêèå

ãðóïïû ñòåïåíåé òðè è ÷åòûðå è çíàêîïåðåìåííàÿ ãðóïïà

ñòåïåíè ÷åòûðå [18].

(∗)

Òàêèì îáðàçîì, S4 � ýòî ìàêñèìàëüíàÿ ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà â êëàññå

êîíå÷íûõ ãðóïï èç varS4. Ïðèìåíåíèå ëåììû î ìîíîëèòè÷åñêèõ ñèëüíûõ

ðåòðàêòàõ çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Äàäèì íåêîòîðûå ïîÿñíåíèÿ îòíîñèòåëüíî êëàññèôèêàöèè (∗). Äîêàçàí

áîëåå îáùèé ðåçóëüòàò, à èìåííî èìååò ìåñòî

ËÅÌÌÀ ([18, ëåììà 4.3.1]). Åñëè êîíå÷íàÿ íåíèëüïîòåíòíàÿ ìîíîëè-

òè÷åñêàÿ ãðóïïà G ∈ A2A3A2, ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà êîòîðîé ëåæèò â D,

óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó
[
[x, y]3, y3, y2

]
= 1, òî G èçîìîðôíà S4, A4 èëè

S3.

Çäåñü An � ýòî ìíîãîîáðàçèå àáåëåâûõ ãðóïï ýêñïîíåíòû n, à D � ýòî

ìíîãîîáðàçèå, ïîðîæäåííîå äèýäðàëüíîé ãðóïïîé ïîðÿäêà âîñåìü (îíî æå

ïîðîæäàåòñÿ ãðóïïîé êâàòåðíèîíîâ, è îíî æå çàäàåòñÿ òîæäåñòâàìè x4 = 1

è [x2, y] = 1).

- Ìíîãîîáðàçèå, ïîðîæäåííîå ãðóïïîé S4, êîíå÷íî æå, ñîäåðæèòñÿ â

ïðîèçâåäåíèè ìíîãîîáðàçèé A2, A3 è A2, ïîñêîëüêó ñàìà ãðóïïà S4

òàì ñîäåðæèòñÿ: ôàêòîðû ñóáíîðìàëüíîãî ðÿäà {1} ◁ V4 ◁ A4 ◁ S4

ÿâëÿþòñÿ àáåëåâûìè ãðóïïàìè ýêñïîíåíò äâà, òðè è äâà.

- Ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà S4 (à ñëåäîâàòåëüíî, âñÿêàÿ ãðóïïà èç varS4)

óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó
[
[x, y]3, y3, y2

]
= 1, ÷òî ëåãêî ïðîâåðèòü (íà

ñàìîì äåëå, â [18] âûïèñàí â ÿâíîì âèäå áàçèñ òîæäåñòâ ãðóïïû S4).

- Ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà âñÿêîé êîíå÷íîé ãðóïïû èç varS4 ëåæèò âD.

Ýòî âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû S4 ÿâëÿåòñÿ

äèýäðàëüíîé ãðóïïîé ïîðÿäêà âîñåìü, è èç ñëåäóþùåãî îáùåãî ôàêòà

(êîòîðûé íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç òåîðåìû Áèðêãîôà):
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ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà âñÿêîé êîíå÷íîé ãðóïïû èç ìíîãîîáðàçèÿ, ïî-

ðîæäåííîãî êîíå÷íîé ãðóïïîé G, ñîäåðæèòñÿ â ìíîãîîáðàçèè, ïîðîæäåí-

íîì ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïîé ãðóïïû G.

Òåì ñàìûì êëàññèôèêàöèÿ (∗) äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó-

÷àåì äëÿ [18, ëåììà 4.3.1].

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîðû âûðàæàþò ñâîþ áëàãîäàðíîñòü À.Þ.Îëüøàí-

ñêîìó çà öåííîå çàìå÷àíèå. Âòîðîé àâòîð áëàãîäàðèò Ôîíä ðàçâèòèÿ òåî-

ðåòè÷åñêîé ôèçèêè è ìàòåìàòèêè ¾ÁÀÇÈÑ¿.
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ÃÐÓÏÏÛ ÁÀÓÌÑËÀÃÀ � ÑÎËÈÒÅÐÀ:

ÝËÅÌÅÍÒÀÐÍÀß ÒÅÎÐÈß

Àííîòàöèÿ: Äëÿ ðàçðåøèìîé ãðóïïû Áàóìñëàãà � Ñîëèòåðà BS(1, n) (n > 1)

îïðåäåëÿåòñÿ äåëèìîå ïîïîëíåíèå BSd(1, n). Îïèñûâàþòñÿ ãðóïïû, ýëåìåíòàðíî

ýêâèâàëåíòíûå ãðóïïå BSd(1, n), íàõîäèòñÿ àêñèîìàòèêà òåîðèè ãðóïïû BSd(1, n),

äîêàçûâàåòñÿ ðàçðåøèìîñòü ýòîé òåîðèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà Áàóìñëàãà � Ñîëèòåðà, äåëèìîå ïîïîëíå-

íèå, ðàçðåøèìàÿ òåîðèÿ.

Ñâåòëîé ïàìÿòè Âèòàëèÿ Àíàòîëüåâè÷à Ðîìàíüêîâà

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â ðàáîòàõ àâòîðà è À. Ã.Ìÿñíèêîâà èçó÷àëàñü àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ

íàä òàê íàçûâàåìûìè æåñòêèìè ãðóïïàìè, à çàòåì è òåîðèÿ ìîäåëåé ýòèõ

ãðóïï (ñì. îáçîð àâòîðà, èçëîæåííûé â [1]). Áûëè òàêæå îïðåäåëåíû äåëè-

ìûå æåñòêèå ãðóïïû è äîêàçàíî, ÷òî âñÿêàÿ æåñòêàÿ ãðóïïà âêëàäûâàåò-

ñÿ â äåëèìóþ. Òåîðèÿ êëàññà äåëèìûõ m-æåñòêèõ (ñòóïåíè ðàçðåøèìîñòè

m) ãðóïï îêàçàëàñü ïîõîæà íà êëàññè÷åñêóþ òåîðèþ àëãåáðàè÷åñêè çà-

ìêíóòûõ ïîëåé, îíà ïîëíà, ðàçðåøèìà, ω-ñòàáèëüíà è îáëàäàåò äðóãèìè

õîðîøèìè ñâîéñòâàìè. Èìååòñÿ îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ æåñòêîé ãðóïïû: â [2]

îïðåäåëåíû îáîáùåííî æåñòêèå èëè r-ãðóïïû. Äëÿ íèõ, îäíàêî, ìíîãèå

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ ÈÌ ÑÎ ÐÀÍ (òåìà FWNF-
2022-0002). Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Ñ. Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê, Ðîññèÿ;
rmnvski@math.nsc.ru.
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âîïðîñû àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè è òåîðèè ìîäåëåé îêàçàëèñü ñëîæíåå,

÷åì äëÿ æåñòêèõ ãðóïï.

Â [3, 4] èçó÷àëèñü 2-ñòóïåííî ðàçðåøèìûå r-ãðóïïû. Ïîñêîëüêó â íà-

ñòîÿùåé ðàáîòå ðå÷ü òàêæå ïîéäåò, â îñíîâíîì, î 2-ñòóïåííî ðàçðåøè-

ìûõ ãðóïïàõ, óäîáíî áóäåò ðàññìîòðåòü ïîäêëàññ êëàññà 2-ñòóïåííî ðàç-

ðåøèìûõ îáîáùåííî æåñòêèõ ãðóïï, êîòîðûé â [4] îáîçíà÷àëñÿ ÷åðåç R2.

Ïðåæäå, ÷åì åãî îïðåäåëèòü, íàïîìíèì, ÷òî åñëè â ãðóïïå G åñòü àáå-

ëåâà íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà B è A = G/B, òî äåéñòâèå ãðóïïû G íà B

ñîïðÿæåíèÿìè

b→ bg = g−1bg

îïðåäåëÿåò íà B ñòðóêòóðó ïðàâîãî ìîäóëÿ íàä ãðóïïîâûì êîëüöîì ZA.

Ãîâîðÿò, ÷òî 2-ñòóïåííî ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ æåñòêîé (2-

æåñòêîé), åñëè â íåé åñòü íîðìàëüíûé ðÿä

G = ρ1(G) > ρ2(G) > ρ3(G) = 1, (0.1)

ñ àáåëåâûìè ôàêòîðàìè A = G/ρ2(G), ρ2(G), ïðè÷åì ãðóïïà A íå èìååò

Z-êðó÷åíèÿ, à ìîäóëü ρ2(G) íå èìååò ZA-êðó÷åíèÿ.

Îòêàæåìñÿ òåïåðü îò ïîñëåäíåãî îãðàíè÷åíèÿ è äîïóñêàåì, ÷òî ìîäóëü

ρ2(G) ìîæåò èìåòü ZA-êðó÷åíèå. Âîçüìåì òîãäà àííóëÿòîð An(ρ2(G)) ìî-

äóëÿ ρ2(G) â ZA è ðàññìîòðèì êîëüöî R = ZA/An(ρ2(G)). Ïîíÿòíî, ÷òî

ρ2(G) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê R-ìîäóëü. Åñëè â îïðåäåëåíèè 2-æåñòêîé

ãðóïïû çàìåíèòü óñëîâèå ½ρ2(G) íå èìååò ZA-êðó÷åíèÿ� íà ½ρ2(G) íå èìååò

R-êðó÷åíèÿ è ãðóïïà A êàíîíè÷åñêè âêëàäûâàåòñÿ â ìóëüòèïëèêàòèâíóþ

ãðóïïó îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ R∗ êîëüöà R,� òî ïîëó÷èì îïðåäåëåíèå ãðóï-

ïû êëàññà R2. Â òàêîé ãðóïïå ðÿä (1), åñëè âîîáùå ñóùåñòâóåò, îïðåäåëÿ-

åòñÿ îäíîçíà÷íî è íàçûâàåòñÿæåñòêèì. Ïîýòîìó äëÿ ÷ëåíîâ ðÿäà èñïîëü-

çóåòñÿ îáîçíà÷åíèå ρi(G). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ

öåëîñòíîñòè, à öåíòðàëèçàòîð ëþáîãî íåòðèâèàëüíîãî ýëåìåíòà èç ρ2(G)

ñîâïàäàåò ñ ρ2(G). Â ÷àñòíîñòè, ïîäãðóïïà ρ2(G) ðàâíÿåòñÿ öåíòðàëèçà-

òîðó ëþáîãî íååäèíè÷íîãî êîììóòàòîðà äâóõ ýëåìåíòîâ è ïîýòîìó ìîæåò

áûòü îïðåäåëåíà â ñèãíàòóðå òåîðèè ãðóïï êàê ∃-, òàê è ∀-ôîðìóëîé. Â



Ïîïîëíåíèå ðàçðåøèìîé ãðóïïû Áàóìñëàãà � Ñîëèòåðà 549

ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïàðà (A,R) àññîöèèðóåòñÿ

ñ ãðóïïîé G. Â íåé ïî ïîñòðîåíèþ R � êîììóòàòèâíàÿ îáëàñòü öåëîñòíî-

ñòè, A � ïîäãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ èç R∗, ïîðîæäàþùàÿ âñå R êàê êîëüöî.

Åñëè êàêàÿ-òî äðóãàÿ ãðóïïà G′ ∈ R2 ñîäåðæèò G è (A′, R′) � àññîöèèðî-

âàííàÿ ñ íåé ïàðà, òî (A,R) áóäåò åå ïîäïàðîé, ò. å. A-ïîäãðóïïà â A′, R �

ïîäêîëüöî â R′.

Ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà Áàóìñëàãà�Ñîëèòåðà

BS(1, n) = 〈a, b | a−1ba = bn〉 (n > 1)

íå ÿâëÿåòñÿ æåñòêîé, íî ïðèíàäëåæèò êëàññó R2. Äëÿ íåå R = Qn =

Q[1/n] � êîëüöî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå äðîáåé, çíà-

ìåíàòåëè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ñòåïåíÿìè n, A = nZ � áåñêîíå÷íàÿ öèêëè-

÷åñêàÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà ñ ïîðîæäàþùèì n, ñàìà ãðóïïà îòîæ-

äåñòâëÿåòñÿ ñ ãðóïïîé ìàòðèö nZ 0

Qn 1

 .

Ãðóïïà G ∈ R2 íàçûâàåòñÿ äåëèìîé, åñëè A � äåëèìàÿ àáåëåâà ãðóïïà

(îíà òîãäà ïðåäñòàâèìà â âèäå ïðÿìîé ñóììû êîïèé Q), è ìîäóëü ρ2(G)

ÿâëÿåòñÿ äåëèìûì R-ìîäóëåì, à òîãäà íà ρ2(G) ìîæíî ñìîòðåòü êàê íà

âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì ÷àñòíûõ K êîëüöà R. Ïóñòü D2 îáîçíà-

÷àåò êëàññ äåëèìûõ ãðóïï èç R2. Èçâåñòíû ñëåäóþùèå ôàêòû.

ÏÐÅÄËÎÆÅÍÈÅ 1 [3, òåîðåìà 3]. Êàæäàÿ ãðóïïà èç êëàññà R2 âêëà-

äûâàåòñÿ â äåëèìóþ.

ÏÐÅÄËÎÆÅÍÈÅ 2 [3, òåîðåìà 2]. Êàæäàÿ ãðóïïà G ∈ D2 ðàñùåïëÿ-

åòñÿ â ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå A · ρ2(G).

ÏÐÅÄËÎÆÅÍÈÅ 3 [2, òåîðåìû 3, 4]. Ñóùåñòâóþò ðåêóðñèâíûå ñèñòå-

ìû àêñèîì â ñèãíàòóðå òåîðèè ãðóïï, îïðåäåëÿþùèå êàæäûé èç êëàññîâ

R2 è D2.

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ ïîëåçíîå äëÿ ðåàëèçàöèè êàêèõ-òî óñëî-
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âèé â âèäå ôîðìóë ñëåäóþùåå

ÏÐÅÄËÎÆÅÍÈÅ 4. Ïóñòü G ∈ R2 è (A,R) � àññîöèèðîâàííàÿ ñ

G ïàðà. Ïî îïðåäåëåíèþ âñÿêèé ýëåìåíò èç R ìîæåò áûòü âûðàæåí ÷å-

ðåç êàêèå-òî ýëåìåíòû x1, . . . , xs èç A, ò. å. ïðåäñòàâèì â âèäå ëèíåéíîé

êîìáèíàöèè α1u1 + . . .+ αquq ìîíîìîâ u1, . . . , uq îò x
±1
1 , . . . , x±1

s ñ öåëûìè

êîýôôèöèåíòàìè α1, . . . , αq. Òîãäà ôîðìóëà îò ïåðåìåííûõ x1, . . . , xs

∧
i

(xi ∈ A) ∧ (α1u1 + . . .+ αquq = 0)

èíòåðïðåòèðóåòñÿ íàä G â ñèãíàòóðå òåîðèè ãðóïï êàê ∀-ôîðìóëà

∀z1∀z2(([z1, z2]u1)α1 . . . ([z1, z2]
uq)αq = 1),

èëè êàê ∃-ôîðìóëà

∃z1∃z2(([z1, z2] 6= 1) ∧ (([z1, z2]
u1)α1 . . . ([z1, z2]

uq)αq = 1)).

Ãðóïïà Áàóìñëàãà � Ñîëèòåðà BS(1, n) (n > 1) âêëàäûâàåòñÿ â äåëè-

ìóþ ãðóïïó

BSd(1, n) =

 nQ 0

Q(nQ) 1

 ,

ïðåäñòàâëåííóþ ìàòðèöàìè íàä ïîëåì Q(nQ), çäåñü nQ îáîçíà÷àåò ìíîæå-

ñòâî ðàöèîíàëüíûõ ñòåïåíåé ÷èñëà n.

Ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ

ÏÐÅÄËÎÆÅÍÈÅ 5. Åñëè ãðóïïà G ∈ D2 ñîäåðæèò BS(1, n) (n > 1)

â êà÷åñòâå ïîäãðóïïû, òî îíà ñîäåðæèò ãðóïïó BSd(1, n), êîòîðàÿ áóäåò

íàèìåíüøåé äåëèìîé ïîäãðóïïîé â G, ñîäåðæàùåé BS(1, n).

Ïîýòîìó ìû ìîæåì íàçâàòü BSd(1, n) äåëèìûì ïîïîëíåíèåì ãðóïïû

Áàóìñëàãà � Ñîëèòåðà BS(1, n). Îòìåòèì, ÷òî ýòà ãðóïïà áóäåò ïîëíîé â

òåðìèíîëîãèè òåîðèè ãðóïï, ò. å. â íåé èç ëþáîãî ýëåìåíòà (îäíîçíà÷íî)

èçâëåêàåòñÿ êîðåíü ëþáîé íàòóðàëüíîé ñòåïåíè.

Èçâåñòíàÿ òåîðåìà Íîñêîâà [5] óòâåðæäàåò, ÷òî ýëåìåíòàðíàÿ òåîðèÿ
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êîíå÷íî ïîðîæäåííîé ðàçðåøèìîé ãðóïïû àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìà òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðóïïà ïî÷òè àáåëåâà (ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíè-

åì àáåëåâîé ãðóïïû ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîé). Â ÷àñòíîñòè, òåîðèÿ ãðóï-

ïû BS(1, n) íåðàçðåøèìà. Èíàÿ ñèòóàöèÿ â ñëó÷àå äåëèìîãî ïîïîëíåíèÿ

BSd(1, n). Ïðåæäå, ÷åì ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, îòìåòèì,

÷òî ãðóïïû Áàóìñëàãà�Ñîëèòåðà BS(1, n) (n > 1) ïðè ðàçíûõ n ðàçëè÷íû,

à âîò èõ ïîïîëíåíèÿ ìîãóò ñîâïàäàòü. Ââåäåì ýêâèâàëåíòíîñòü n1 ∼ n2 ⇔

BSd(1, n1) = BSd(1, n2), ïîñëåäíåå óñëîâèå ðàâíîñèëüíî n
Q
1 = nQ2 . Â êàæ-

äîì êëàññå ýêâèâàëåíòíîñòè ñóùåñòâóåò (åäèíñòâåííîå) ïðèâåäåííîå ÷èñ-

ëî, ò. å. òàêîå n > 1, êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ñòåïåíüþ. Ïîýòîìó

ïðè èçó÷åíèè ãðóïï BSd(1, n) ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî n � ïðèâåäåííîå

íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Bn êëàññ ãðóïï G ∈ D2, ñîäåðæàùèõ â êà÷åñòâå ïîä-

ãðóïïû BSd(1, n) è óäîâëåòâîðÿþùèõ òðåáîâàíèþ: åñëè (A,R) � àññîöèè-

ðîâàííàÿ ñ G ïàðà è ìíîæåñòâî {n} ∪ Y ñîñòàâëÿåò áàçó A êàê Q-ãðóïïû,

òî ýëåìåíòû èç Y àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû (íàä Z â R). Â ýòîé ñèòóàöèè

R ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ãðóïïîâîé àëãåáðîé íàä êîëüöîì Z[nQ] ñâîáîä-

íîé àáåëåâîé Q-ãðóïïû ñ áàçîé Y . Ãðóïïà G îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ãðóïïîé

ìàòðèö

A 0

V 1

, ãäå V � íåêîòîðîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì

÷àñòíûõ êîëüöà R. Èç îïðåäåëåíèé ïîëó÷àåòñÿ Bn1 = Bn2 ⇔ n1 ∼ n2.

ÒÅÎÐÅÌÀ 1. Åñëè ãðóïïà G ýëåìåíòàðíî ýêâèâàëåíòíà BSd(1, n),

òî G ∈ Bn.

Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû áóäåò èçâëå÷åíà ðåêóðñèâíàÿ ñèñòåìà àê-

ñèîì Σ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò êëàññ ãðóïï Bn.

ÒÅÎÐÅÌÀ 2. Òåîðèÿ êëàññà ãðóïï Bn, ò. å. îïðåäåëåííàÿ àêñèîìàìè

Σ, ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé è ïîýòîìó îíà ñîâïàäàåò ñ òåîðèåé ãðóïïû BSd(1, n),

â ÷àñòíîñòè, ýòà òåîðèÿ ðàçðåøèìà.

Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 ñóùåñòâåííî èñïîëüçóþòñÿ èäåè èç ðàáîòû

[6], à â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2 � èç [7]. Ìû ïëàíèðóåì â äàëüíåéøåì

ïîêàçàòü, ÷òî èçó÷àåìàÿ òåîðèÿ áóäåò ω-ñòàáèëüíîé, è èññëåäîâàòü äðóãèå

àñïåêòû ýòîé òåîðèè.
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1 ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ ÒÅÎÐÅÌÛ 1

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïðåä-

ïîëàãàòü, ÷òî n � ïðèâåäåííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà ëþáîé ìíîãî÷ëåí

âèäà xm − n (m ∈ N) íåïðèâîäèì íàä Q, è ñëåäîâàòåëüíî ñòåïåíü ðàñøè-

ðåíèÿ ïîëåé Q( m
√
n)/Q ðàâíà m. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè xm − n ðàçëàãàåòñÿ

â ïðîèçâåäåíèå öåëî÷èñëåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ h1(x) è h2(x) ñòåïåíåé k è

m− k ñî ñòàðøèì êîýôôèöåíòîì 1, òî ñâîáîäíûé ÷ëåí ìíîãî÷ëåíà h1(x),

ïóñòü ýòî áóäåò a, ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ k êîðíåé

ìíîãî÷ëåíà xm − n, êàæäûé èç êîòîðûõ ðàâåí çíà÷åíèþ m
√
n, óìíîæåí-

íîìó íà êàêîé-òî êîðåíü èç 1 ñòåïåíè m. Òîãäà ìîäóëü öåëîãî ÷èñëà a

ðàâåí ( m
√
n)k. Ðàçëîæèì |a| íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè |a| = pα1

1 . . . pαs
s . Èìååì

(( m
√
n)k)m = nk = pα1m

1 . . . pαsm
s . Òàê êàê n � ïðèâåäåííîå ÷èñëî, â öåëûõ

÷èñëàõ èç nk ìîãóò èçâëåêàòüñÿ êîðíè òîëüêî ñòåïåíåé, äåëÿùèõ k. Ó íàñ

æå âèäíî, ÷òî èçâëåêàåòñÿ êîðåíü ñòåïåíè m > k; ïðîòèâîðå÷èå.

Åñëè ãðóïïà G ýëåìåíòàðíî ýêâèâàëåíòíà BSd(1, n), òî, ïî ïðåäëîæå-

íèþ 3, G ∈ D2. Ïóñòü (A,R) � àññîöèèðîâàííàÿ ñ G ïàðà. Ïî ïðåäëîæå-

íèþ 2 èìååòñÿ ðàñùåïëåíèå G = A · ρ2(G). Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî êîëüöî R

ñîäåðæèò Qn è n ∈ A, îòêóäà ãðóïïà BS(1, n) ñîäåðæèòñÿ â êà÷åñòâå ïîä-

ãðóïïû â G, à òîãäà è ãðóïïà BSd(1, n) ñîäåðæèòñÿ â G (ïðåäë. 5). Ãðóïïà

A ÿâëÿåòñÿ äåëèìîé àáåëåâîé ãðóïïîé áåç êðó÷åíèÿ, ïóñòü {n} ∪ Y � åå

áàçà êàê Q-ãðóïïû. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ýëåìåíòû èç Y àëãåáðàè÷åñêè

íåçàâèñèìû.

Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, íàéäóòñÿ íàáîð (y1, . . . , ys) ðàçëè÷íûõ ýëåìåí-

òîâ èç Y è íåòðèâèàëüíûé ìíîãî÷ëåí f(x1, . . . , xs) ñ öåëûìè êîýôôèöè-

åíòàìè, äëÿ êîòîðîãî f(y1, . . . , ys) = 0. Î÷åâèäíî, ÷òî íàáîð (y1, . . . , ys)

íå ìîæåò óäîâëåòâîðÿòü íèêàêîìó ðàâåíñòâó nkxk11 . . . xkss = nlxl11 . . . x
ls
s ,

ãäå (k, k1 . . . ks), (l, l1 . . . ls) � ðàçëè÷íûå íàáîðû öåëûõ ÷èñåë. Ïðåäñòàâèì

ìíîãî÷ëåí f â âèäå f1 − f2, ãäå â f1 ñîáðàíû ìîíîìû ñ ïîëîæèòåëüíûìè

êîýôôèöèåíòàìè, à â −f2 � ñ îòðèöàòåëüíûìè. Çàòåì êîýôôèöèåíòû ìíî-

ãî÷ëåíîâ f1 è f2 ðàçëîæèì ïî ñòåïåíÿì n. Ìíîãî÷ëåíó f ñîïîñòàâèì ìíî-

æåñòâî M = M(f) ýëåìåíòîâ âèäà nkxk11 . . . xkss , ãäå k, k1, . . . , ks � öåëûå



Ïîïîëíåíèå ðàçðåøèìîé ãðóïïû Áàóìñëàãà � Ñîëèòåðà 553

íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, ó÷àñòâóþùèõ â ýòèõ ðàçëîæåíèÿõ, è åãî ðàçáèå-

íèå íà ïîäìíîæåñòâà M1 è M2 òàê, ÷òî fi (i = 1, 2) ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ

ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ýëåìåíòîâ èç Mi ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ìíîæåñòâà

{1, 2, . . . , n− 1}. Ïî ïîñòðîåíèþ, åñëè nkxk11 . . . xkss ∈M1, n
lxl11 . . . x

ls
s ∈M2,

òî íàáîðû (k1 . . . ks), (l1 . . . ls) ðàçëè÷íû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç φf (x1, . . . , xs)

êîíúþíêöèþ âñåõ íåðàâåíñòâ u(x1, . . . , xs) 6= v(x1, . . . , xs), ãäå u, v � ðàç-

ëè÷íûå ýëåìåíòû èç M . Î÷åâèäíî, íà G èñòèííà ôîðìóëà

σf = ∃x1 . . . ∃xs

(∧
i

(xi ∈ A) ∧ φf (x1, . . . , xs) ∧ (f(x1, . . . , xs) = 0)

)
. (1.1)

Êîíå÷íî, âûðàæåíèå σf ñòðîãî íå ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé â ÿçûêå òåîðèè

ãðóïï, îäíàêî ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåíèÿ 4 åãî ìîæíî ïåðåïèñàòü, ÷òî âàæ-

íî, â âèäå ∃-ôîðìóëû. Ýòà ôîðìóëà äîëæíà áûòü èñòèííà è íà ãðóïïå

BSd(1, n). Ïîýòîìó íàéäåòñÿ íàáîð ýëåìåíòîâ (c1, . . . , cs) èç nQ, ÿâëÿþ-

ùèéñÿ ðåøåíèåì ôîðìóëû φf (x1, . . . , xs) ∧ (f(x1, . . . , xs) = 0).

Âûáåðåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî m, äëÿ êîòîðîãî âñå ci ∈ 〈n1/m〉. Ïîëå

Q(n
1
m ) ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó Q-ìîäóëåé

Q, n
1
m ·Q, n

2
m ·Q, . . . , n

m−1
m ·Q.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò nkxk11 . . . xkss èçM . Åãî çíà÷åíèå nkck11 . . . ckss

áóäåò ïðèíàäëåæàòü îäíîìó èç ñìåæíûõ êëàññîâ

nZ, n
1
m · nZ, n

2
m · nZ, . . . , n

m−1
m · nZ

öèêëè÷åñêîé ãðóïïû (n
1
m )Z ïî ïîäãðóïïå nZ. Ýòè êëàññû ëåæàò â óêàçàí-

íûõ âûøå ñîîòâåòñòâóþùèõ Q-ìîäóëÿõ. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè (âåäü

ìû ìîæåì ìíîãî÷ëåí f óìíîæèòü íà ïîäõîäÿùóþ íàòóðàëüíóþ ñòåïåíü n)

áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñå çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ èçM ïðè x1 = c1, . . . , xs =

cs ëåæàò â îáúåäèíåíèè

nN ∪ n
1
m · nN ∪ n

2
m · nN ∪ . . . ∪ n

m−1
m · nN.
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Ê ïðèìåðó, ïóñòü {u1, u2, u3} � ìíîæåñòâî òåõ ýëåìåíòîâ èç M1, çíà÷åíèÿ

êîòîðûõ ëåæàò â n
1
m · nN. Òîãäà ýòè çíà÷åíèÿ èìåþò âèä n

1
m · nk1 , n

1
m ·

nk2 , n
1
m · nk3 , ãäå k1, k2, k3 � ðàçëè÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, à ïðîåêöèÿ

f1(c1, . . . , cs) íà ìîäóëü n
1
m ·Q ïðåäñòàâèìà â âèäå

n
1
m (α1 · nk1 + α2 · nk2 + α3 · nk3), αi ∈ {1, 2, . . . , n− 1}.

Åñëè æå âçÿòü çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ èçM2, êîòîðûå ëåæàò â n
1
m ·nN, òî îíè

èìåþò âèä n
1
m · nl, ãäå l 6= k1, k2, k3. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî f1(c1, . . . , cs) 6=

f2(c1, . . . , cs), ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò ðàâåíñòâó f(c1, . . . , cs) = 0. Ñëåäî-

âàòåëüíî, ôîðìóëà σf ëîæíà íà BSd(1, n), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëî-

æåíèþ îá ýëåìåíòàðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè ãðóïï G è BSd(1, n). Òåîðåìà 1

äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 1. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 âûòåêàåò, ÷òî åñëè ãðóïïà

G ∈ D2 ñîäåðæèò BSd(1, n) è íå ïðèíàäëåæèò êëàññó Bn, òî íà íåé âû-

ïîëíÿåòñÿ îäíà èç ôîðìóë âèäà σf , â òî âðåìÿ êàê âñå òàêèå ôîðìóëû íå

âûïîëíÿþòñÿ íà BSd(1, n).

Ïî ïðåäëîæåíèþ 3 ñóùåñòâóåò ðåêóðñèâíàÿ ñèñòåìà àêñèîì Σ1 â ñèãíà-

òóðå òåîðèè ãðóïï, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò êëàññ ãðóïï D2. Íåñëîæíî âûïè-

ñàòü ñèñòåìó àêñèîì Σ2, êîòîðàÿ äëÿ ãðóïïû G ∈ D2 ðåàëèçóåò óñëîâèå: G

ñîäåðæèò â êà÷åñòâå ïîäãðóïïû BS(1, n) (òîãäà îíà ñîäåðæèò è BSd(1, n)).

Îáîçíà÷èì òàêæå ÷åðåç Σ3 ìíîæåñòâî àêñèîì ¬σf , ñì. ôîðìóëó (2), ïî

âñåì íåòðèâèàëüíûì öåëî÷èñëåííûì ìíîãî÷ëåíàì f îò ëþáîãî êîíå÷íîãî

÷èñëà ïåðåìåííûõ. Ñèñòåìà àêñèîì Σ1 ∪ Σ2 ∪ Σ3 ýêâèâàëåíòíà íåêîòîðîé

ðåêóðñèâíîé ñèñòåìå àêñèîì, êîòîðóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ. Ïî ïîñòðîåíèþ

ãðóïïà BSd(1, n) óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì Σ.

ÏÐÅÄËÎÆÅÍÈÅ 6. Ðåêóðñèâíàÿ ñèñòåìà àêñèîì Σ îïðåäåëÿåò êëàññ

ãðóïï Bn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç çàìå÷àíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî ãðóïïû, óäîâëåòâîðÿþ-

ùèå àêñèîìàì Σ ïðèíàäëåæàò êëàññó Bn. Ïîêàæåì îáðàòíîå. Ïî ïîñòðîå-

íèþ ãðóïïû èç Bn óäîâëåòâîðÿþò àêñèîìàì Σ1 ∪Σ2. Òðåáóåòñÿ ïîêàçàòü,

÷òî îíè óäîâëåòâîðÿþò àêñèîìàì Σ3. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 ìû
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óñòàíîâèëè, ÷òî ýòèì àêñèîìàì óäîâëåòâîðÿåò ãðóïïà BSd(1, n). Ïîñêîëü-

êó Σ3 ñîñòîèò èç ∀-ôîðìóë, äîñòàòî÷íî ïîíÿòü, ÷òî ëþáàÿ ãðóïïà G ∈ Bn

óíèâåðñàëüíî ýêâèâàëåíòíà BSd(1, n).

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå èç [4]. Íàçîâåì ìîðôèçìîì (A1, R1) → (A2, R2)

äâóõ ïàð ãîìîìîðôèçì êîëåö R1 → R2, ïåðåâîäÿùèé A1 â A2. Áóäåì ãî-

âîðèòü, ÷òî ìîðôèçì ñóùåñòâåííûé, åñëè îáðàç A1 â A2 íååäèíè÷íàÿ ïîä-

ãðóïïà.

ÏÐÅÄËÎÆÅÍÈÅ 7 [4]. Óíèâåðñàëüíûå òåîðèè äâóõ ðàñùåïëåííûõ

ãðóïï G1, G2 ∈ R2 ñîâïàäàþò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäàÿ èç ñî-

îòâåòñòâóþùèõ ïàð (A1, R1), (A2, R2) ëîêàëüíî äèñêðèìèíèðóåòñÿ äðóãîé

ñóùåñòâåííûìè ìîðôèçìàìè.

Èòàê, ïóñòüG ∈ Bn è (A,R)� ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïàðà. Ïàðà (nQ,Z[nQ]),

ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãðóïïå BSd(1, n), ÿâëÿåòñÿ ïîäïàðîé â (A,R), ïîýòîìó

äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî (A,R) ëîêàëüíî äèñêðèìèíèðóåòñÿ ïàðîé (nQ,

Z[nQ]). Ïóñòü F � êîíå÷íî ïîäìíîæåñòâî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ èç R, êî-

òîðîå ìû õîòèì äèñêðèìèíèðîâàòü. Òîãäà â (A,R) íàéäóòñÿ òàêèå ïîäïàðà

(A′, R′) è íàòóðàëüíîå ÷èñëî m, ÷òî A′ � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ñ áà-

çîé {n
1
m , y1, . . . , ys}, R′ � êîëüöî ëîðàíîâûõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä Z[n±

1
m ] îò

y1, . . . , ys è F ⊆ R′. Çàäà÷à ëåãêî ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà F ñîñòîèò ïðî-

ñòî èç îäíîãî íåòðèâèàëüíîãî ëîðàíîâà ìíîãî÷ëåíà f(y1, . . . , ys) íàä êîëü-

öîì Z[n±
1
m ]. Î÷åâèäíî, ñóùåñòâóåò íàáîð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (k1, . . . , ks)

òàêîé ÷òî f(nk1 , . . . , nks) 6= 0. Èñêîìûé ìîðôèçì ïàð (A′, R′) → (nQ,Z[nQ])

çàäàåòñÿ òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì íà Z[n±
1
m ] è y1 → nk1 , . . . , ys →

nks . Ïðåäëîæåíèå 6 äîêàçàíî.

2 ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ ÒÅÎÐÅÌÛ 2

2.1. Â ýòîì ðàçäåëå ïðèâåäåì íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ.

ËÅÌÌÀ 1. Ïóñòü C = (cij) � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà r, ñîñòàâ-

ëåííàÿ èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë; M � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå cij ïî âñåì

(i, j) 6= (r, r); îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, ïîëó÷åííîé âû÷åðêèâàíèåì ïîñëåä-

íåé ñòðîêè è ïîñëåäíåãî ñòîëáöà, îòëè÷åí îò íóëÿ; crr ≥ M r · r!. Òîãäà
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detC 6= 0.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ðàçëîæåíèå detC ïî ïî-

ñëåäíåé ñòðîêå.

ËÅÌÌÀ 2. Ïóñòü íàáîð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (c1, c2, . . . , cm) óäîâëåòâî-

ðÿåò íåðàâåíñòâàì ci ≥ cii−1 · i! ïðè i = 2, . . . ,m. Äëÿ k < m ðàññìîòðèì

ìàòðèöó 
c1 c2 . . . ck

c2 c3 . . . ck+1

. . . . . . . . . . . .

cm−k+1 cm−k+2 . . . cm

 .

Òîãäà ëþáîé ìèíîð ýòîé ìàòðèöû îòëè÷åí îò íóëÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ÷èñëî ñòðîê m − k + 1 è ÷èñëî ñòîëáöîâ k

ðàññìàòðèâàåìîé ìàòðèöû íå ìåíüøå r ≥ 2, è ïî èíäóêöèè ëþáîé ìèíîð

ïîðÿäêà r − 1 îòëè÷åí îò íóëÿ. Âîçüìåì ìèíîð ïîðÿäêà r. Òîãäà ìîæ-

íî óòâåðæäàòü, ÷òî îí óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ëåììû 1 è, ñëåäîâàòåëüíî,

îòëè÷åí îò íóëÿ. Ëåììà äîêàçàíà.

Ïóñòü n � ïðèâåäåííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî è u ∈ Q(nQ). Òîãäà íàéäåòñÿ

òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî m, ÷òî u ∈ Q(α), ãäå α = n
1
m . Ýëåìåíò u îäíî-

çíà÷íî ïðåäñòàâèì â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýëåìåíòîâ 1, α, . . . , αm−1

ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Íàçîâåì äëèíîé u ÷èñëî íåíóëåâûõ

êîýôôèöèåíòîâ â òàêîì ïðåäñòàâëåíèè. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëèíà íå çàâè-

ñèò îò âûáîðà m è íå ìåíÿåòñÿ ïðè óìíîæåíèè íà ýëåìåíò èç nQ, à òàêæå,

÷òî äëèíà ïðîèçâåäåíèÿ uv íå ïðåâîñõîäèò ïðîèçâåäåíèå äëèí u è v.

ËÅÌÌÀ 3. Ïóñòü n � ïðèâåäåííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, α = n
1
m ,

u = c1 + c2α+ . . .+ cmα
m−1,

ãäå ci � íàòóðàëüíûå ÷èñëà ñ óñëîâèåì ci ≥ cii−1 · i! ïðè i = 2, . . . ,m. Åñëè

äëèíà ýëåìåíòà v ∈ Q(nQ) ðàâíà s + 1 (s ≥ 0), òî äëèíà ýëåìåíòà uv íå

ìåíüøå m− s(s2 + s+ 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì îñíîâíîé ñëó÷àé, êîãäà v ∈
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Q(α). Ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

v = bo + b1α
k1 + . . .+ bsα

ks , 0 6= bi ∈ Q, 0 < k1 < . . . < ks < m.

Îòîæäåñòâèì u ñ êîîðäèíàòíîé ñòðîêîé (c1, c2, . . . , cm) è ðàçîáüåì åå íà

ïîäñòðîêè (ws+1, ws, . . . , w2, w1), ãäå äëèíà ñòðîêè w1 ðàâíà k1, äëèíà ñòðî-

êè (w2, w1) ðàâíà k2, ... , äëèíà ñòðîêè (ws, . . . , w2, w1) ðàâíà ks. Òîãäà

uαk1 = (nw1, ws+1, . . . , w2),

uαk2 = (nw2, nw1, ws+1, . . . , w3),

. . . ,

uαks = (nws, . . . , nw1, ws+1).

Ñîñòàâèì ìàòðèöó

W =


ws+1 ws . . . w2 w1

w1 ws+1 . . . w3 w2

. . . . . . . . . . . . . . .

ws ws−1 . . . w1 ws+1

 .

Ïðîâåäåì â ýòîé ìàòðèöå âåðòèêàëüíûå ëèíèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçáè-

åíèÿì ñòðîê. Íàïðèìåð, ïåðâîé ñòðîêå ñîîòâåòñòâóþò ëèíèè íà ðàññòî-

ÿíèÿõ, ñ÷èòàÿ ñïðàâà, k1, k2, . . . , ks, âòîðîé íà ðàññòîÿíèÿõ k2 − k1, k3 −

k1, . . . ,m−k1 è ò. ä. Âñåãî áóäåò ïðîâåäåíî s(s+1) ëèíèé, ïðè÷åì íåêîòîðûå

èç ïðîâåäåííûõ ëèíèé ìîãóò ñîâïàäàòü. Â ðåçóëüòàòå ìàòðèöàW ðàçîáüåò-

ñÿ íà âåðòèêàëüíûå ïîëîñû â êîëè÷åñòâå íå áîëåå s(s+1)+1 = s2+s+1. Ðàñ-

ñìîòðèì êàêóþ-òî îäíó ïîëîñó. Êîîðäèíàòíàÿ ñòðîêà ýëåìåíòà uv â ïðåäå-

ëàõ ýòîé ïîëîñû, ïóñòü ýòî áóäåò e, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ñòðîê

ïîëîñû ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êîýôôèöèåíòàìè bi èëè bin (i = 0, 1, . . . , s).

Ïîêàæåì, ÷òî â e èìååòñÿ íå áîëåå s íóëåé. Åñëè øèðèíà ïîëîñû íå ïðå-

âîñõîäèò s, òî äîêàçûâàòü íå÷åãî. Ïóñòü øèðèíà ïîëîñû ðàâíà r ≥ s + 1.

Ðàññìîòðèì ïîëîñó êàê ìàòðèöó. Ïî ïîñòðîåíèþ â íåé íåò îäèíàêîâûõ

ñòðîê è êàæäàÿ ñòðîêà èìååò âèä (ci, , ci+1, . . . , ci+r−1). Ïåðåñòàâëÿÿ ñòðî-
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êè ìàòðèöû, ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî ïåðâûé ñòîëáåö, à òîãäà è ëþáîé

äðóãîé, èìååò âèä


ci0

ci1

. . .

cis

, ãäå io < i1 < . . . < is. Åñëè â ñòðîêå e èìååòñÿ

s + 1 íóëåé, òî â ïîëîñå ñîîòâåòñòâóþùèé ìèíîð (s + 1)-ãî ïîðÿäêà äîë-

æåí ðàâíÿòüñÿ íóëþ. Ëþáîé ìèíîð ïîëîñû ÿâëÿåòñÿ ìèíîðîì ìàòðèöû

èç ëåììû 2; ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ óòâåðæäåíèåì ýòîé ëåììû. Èòàê,

êîîðäèíàòíàÿ ñòðîêà ýëåìåíòà uv â êàæäîé ïîëîñå èìååò íå áîëåå s íó-

ëåé. Òàê êàê ÷èñëî ïîëîñ îãðàíè÷åíî çíà÷åíèåì s2+ s+1, äëèíà ýëåìåíòà

uv íå ìåíüøå m − s(s2 + s + 1). Òàêèì îáðàçîì ñëó÷àé, êîãäà v ∈ Q(α),

ðàññìîòðåí.

Â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî v ∈ Q(β), ãäå α = βl (l ∈ N)

è

v = bo + b1β
k1 + . . .+ bsβ

ks , 0 6= bi ∈ Q, 0 < k1 < . . . < ks < ml.

Ðàçîáüåì v â ñóììó v′ + v′′, ãäå â v′ ñîáðàíû ñëàãàåìûå ñëàãàåìûå biβki ,

ãäå ki äåëèòñÿ íà l, à â v′′ îñòàëüíûå. Ïðîåêöèÿ ýëåìåíòà uv íà Q-ìîäóëü

Q+Q · α+ . . .+Q · αm−1

áóäåò ðàâíà uv′ Òàê êàê äëèíà v′ íå áîëüøå s+1, òî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ

óæå äîêàçàííûì. Ëåììà äîêàçàíà.

Ðàññìîòðèì ãðóïïó G ∈ Bn è ñîîòâåòñòâóþùóþ ïàðó (A,R). Ïóñòü

X = (xij) � êîíå÷íàÿ òàáëèöà, èìåþùàÿ q ñòðîê íå îáÿçàòåëüíî îäèíàêî-

âîé äëèíû, ñîñòàâëåííàÿ èç ïåðåìåííûõ xij , è L = (lij) � òàáëèöà òîãî æå

ðàçìåðà èç íåíóëåâûõ öåëûõ ÷èñåë. Ïîëàãàåì wi =
∑
j
lijxij (i = 1, . . . , q).

Åñëè T � ïðàâûé R-ìîäóëü è (t1, . . . , tq) � íàáîð ýëåìåíòîâ èç T , òî íàçî-

âåì íåòðèâèàëüíîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ýòîãî íàáîðà íàä R ñ êîíôèãó-

ðàöèåé L ëþáîå âûðàæåíèå t1w1 + . . .+ tqwq, êîãäà çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ

xij ðàâíû íåêîòîðûì aij ∈ A è ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ âñåõ wi â R îòëè÷-

íû îò íóëÿ. Åñëè ïðè ýòîì t1w1 + . . . + tqwq = 0, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî

èìååòñÿ íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü íàáîðà (t1, . . . , tq) íàä R ñ
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êîíôèãóðàöèåé L. Ïî óñëîâèþ ïàðà (A,R) ñîäåðæèò â êà÷åñòâå ïîäïàðû

(nQ,Z[nQ]).

ËÅÌÌÀ 4. Ïóñòü (t1, . . . , tq) � íàáîð ýëåìåíòîâ èç Z[nQ], è èìååòñÿ

íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü ýòîãî íàáîðà íàä R ñ êîíôèãóðàöèåé

L. Òîãäà ñóùåñòâóåò àíàëîãè÷íàÿ çàâèñèìîñòü íàä Z[nQ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåä-

ëîæåíèÿ 6 ìû óñòàíîâèëè, ÷òî ïàðà (A,R) ëîêàëüíî äèñêðèìèíèðóåòñÿ ïà-

ðîé (nQ,Z[nQ]). Ïðèìåíèì ýòî çäåñü. Ïóñòü çàäàííàÿ çàâèñèìîñòü ïîëó÷à-

åòñÿ ïðè xij = aij ∈ A. Òîãäà íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî m è àëãåáðàè÷å-

ñêè íåçàâèñèìûå ýëåìåíòû y1, . . . , ys ∈ A, äëÿ êîòîðûõ âñå t1, . . . , tq ñîäåð-

æàòñÿ â Z[n±
1
m ], à âñå aij � â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå 〈n

1
m , y1, . . . , ys〉.

Äàëåå âûáèðàåì ýïèìîðôèçì êîëåö

φ : Z[n±
1
m , y±1

1 , . . . , y±1
s ] → Z[n±

1
m ],

êîòîðûé òîæäåñòâåííî äåéñòâóåò íà Z[n±
1
m ], ïåðåâîäèò y1, . . . , ys â nk1 , . . . ,

nks (ki ∈ N) ñîîòâåòñòâåííî, è ïðè ýòîì âñå wiφ 6= 0. Ïðèìåíÿÿ φ ê ëåâîé

÷àñòè ðàâåíñòâà t1w1 + . . . + tqwq = 0, ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ çàâèñèìîñòü.

Ëåììà äîêàçàíà.

2.2. Íàçîâåì ðàçìåðíîñòüþ ãðóïïû G ∈ D2 ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ïàðîé

(A,R) íàáîð d(G) = (d1, d2), ãäå d1 � ðàçìåðíîñòü A íàä Q, d2 � ðàç-

ìåðíîñòü âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ρ2(G) íàä ïîëåì ÷àñòíûõ K êîëüöà R.

Ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ

ÏÐÅÄËÎÆÅÍÈÅ 8. Äâå ãðóïïû èç êëàññà Bn èçîìîðôíû òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ðàçìåðíîñòè ñîâïàäàþò.

Ïðèíöèïèàëüíûì óòâåðæäåíèåì â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2 ÿâëÿåòñÿ

ñëåäóþùåå

ÏÐÅÄËÎÆÅÍÈÅ 9. Ïóñòü U � íåãëàâíûé óëüòðàôèëüòð íà ìíîæå-

ñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N,H � ñ÷åòíàÿ ãðóïïà èç êëàññà Bn, G = HN/U �

ñîîòâåòñòâóþùàÿ óëüòðàñòåïåíü ãðóïïû H. Òîãäà d(G) = (2ω, 2ω).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî n � ïðèâåäåííîå íàòó-
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ðàëüíîå ÷èñëî. Ãðóïïà G ïðèíàäëåæèò êëàññó Bn, ïóñòü (A,R) � ñîîò-

âåòñòâóþùàÿ ïàðà. Ôîðìóëüíàÿ ïîäãðóïïà ρ2(G) ðàâíà ρ2(H)N/U ïî òåî-

ðåìå Ëîñÿ, à ôàêòîð-ãðóïïà A = G/ρ2(G) ðàâíà (H/ρ2(H))N/U . Ïîñëåä-

íÿÿ ãðóïïà êîíòèíóàëüíà, ïîýòîìó ïåðâûé ïàðàìåòð â d(G) ðàâåí 2ω. Ïî

àíàëîãè÷íûì ñîîáðàæåíèÿì âòîðîé ïàðàìåòð íå áîëüøå 2ω è òðåáóåòñÿ

ïîêàçàòü, ÷òî îí â òî÷íîñòè ðàâåí 2ω.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà H = BSd(1, n). Â ýòîé ñèòóàöèè ìû

íåïîñðåäñòâåííî óêàæåì êîíòèíóàëüíîå ìíîæåñòâî F = {fr | 2 ≤ r ∈ R}

ýëåìåíòîâ èç äåêàðòîâîé ñòåïåíè ρ2(H)N ãðóïïû ρ2(H), îáðàçû êîòîðûõ â

óëüòðàñòåïåíè ρ2(H)N/U áóäóò ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä àññîöèèðîâàííûì

ñ ãðóïïîéG êîëüöîì R, à òîãäà è íàä ïîëåì ÷àñòíûõ ýòîãî êîëüöà. Óêàæåì

êàêîé ýëåìåíò èç ãðóïïû ρ2(H), êîòîðàÿ îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ àääèòèâíîé

ãðóïïîé ïîëÿ Q(nQ), ñòîèò â l-îé (l ∈ N) êîìïîíåíòå fr(l) ýëåìåíòà fr.

Ñíà÷àëà ïîëîæèì m = m(r, l) = [lr]!, çäåñü [lr] � öåëàÿ ÷àñòü îò lr. Îòìå-

òèì, ÷òî ïðè r > r′ ÷èñëîm(r, l) äåëèòñÿ íà ÷èñëîm(r′, l) è ïðè äîñòàòî÷íî

áîëüøîì l çíà÷èòåëüíî åãî ïðåâîñõîäèò. Òî÷íåå, íàì ïîíàäîáèòñÿ, ÷òîáû

äëÿ ëþáûõ êîíñòàíò L1, L2 > 1 íàøåëñÿ íîìåð l0, ïðè êîòîðîì â ñëó÷àå

l ≥ l0 âûïîëíÿëîñü áû íåðàâåíñòâî m(r, l) > m(r′, l) · L1 + L2. Ïîëàãàåì

fr(l) = c1 + c2α+ . . .+ cmα
m−1,

ãäå α = n
1
m , c1 = 1, à äàëåå ci = cii−1 · i!.

Ñëåäóåò äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàáîðà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë (r1, r2,

. . . , rq), ãäå r1 > r2 > . . . > rq îáðàçû f r1 , f r2 , . . . , f rq ýëåìåíòîâ fr1 , fr2 , . . . frq

â ρ2(H)N/U ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä R. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå è

f r1v1 + f r2v2 + . . .+ f rqvq = 0,

ãäå ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êàæäîå vi 6= 0 ÿâëÿåòñÿ öåëî÷èñëåííîé ëè-

íåéíîé êîìáèíàöèåé íåñêîëüêèõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû (nQ)N/U . Ïóñòü s + 1

îãðàíè÷èâàåò ÷èñëî òàêèõ ýëåìåíòîâ ïî âñåì i. Çàôèêñèðóåì êàêèå-òî ïðî-

îáðàçû ýòèõ ýëåìåíòîâ â äåêàðòîâîé ñòåïåíè (nQ)N è îáîçíà÷èì ÷åðåç vi

ñîîòâåòñòâóþùèå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè. Ìû ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå, åñëè
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äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî íîìåðîâ l ∈ N, äëÿ êîòîðûõ

fr1(l)v1(l) + fr2(l)v2(l) + . . .+ frq(l)vq(l) 6= 0

ïðèíàäëåæèò óëüòðàôèëüòðó U . Ïî óñëîâèþ {l | vi(l) 6= 0; i = 1, . . . , q} ∈

U . Ïî ëåììå 3 äëèíà ýëåìåíòà fr1(l)v1(l) íå ìåíüøå m(r1, l)− s(s2+ s+1).

Ïðè i > 1 äëèíà fri(l)vi(l) íå ïðåâîñõîäèò m(ri, l)(s + 1), à òîãäà äëèíà

ñóììû fr2(l)v2(l) + . . .+ frq(l)vq(l) íå ïðåâîñõîäèò

(m(r2, l) + . . .+m(rq, l))(s+ 1) ≤ m(r2, l)(q − 1)(s+ 1).

Ïî óñëîâèþ íàéäåòñÿ l0 ∈ N, òàêîå ÷òî ïðè l ≥ l0 çíà÷åíèå m(r1, l)− s(s2+

s+ 1) áóäåò ïðåâîñõîäèòü m(r2, l)(q − 1)(s+ 1). Ïîýòîìó

{l | (vi(l) 6=0; i=1, . . . , q)∧(fr1(l)v1(l)+fr2(l)v2(l)+. . .+frq(l)vq(l) 6= 0)} ∈ U.

Ñëó÷àé H = BSd(1, n) ðàññìîòðåí.

Â îáùåì ñëó÷àå H ñîäåðæèò â êà÷åñòâå ïîäãðóïïû BSd(1, n) è G =

HN/U ñîäåðæèò BSd(1, n)N/U . Ìû ðàíåå ïðåäïîëîæèëè, ÷òî G ñîîòâåò-

ñòâóåò ïàðà (A,R), ïóñòü ãðóïïå BSd(1, n)N/U ñîîòâåòñòâóåò ïàðà (A′, R′).

Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî îáðàçû â ρ2(G) ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà F , ïîñòðî-

åííîãî âûøå (ìû äîêàçàëè, ÷òî îíè ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä R′), îñòàþòñÿ

ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè íàä R. Ýòî îáåñïå÷èâàåò ñëåäóþùàÿ

ËÅÌÌÀ 5. Ïóñòü (t1, . . . , tq) � íàáîð ýëåìåíòîâ èç (Z[nQ])N/U è èìå-

åòñÿ íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü t1v1 + . . . + tqvq = 0 íàä R ñ

êîíôèãóðàöèåé L. Òîãäà ñóùåñòâóåò àíàëîãè÷íàÿ çàâèñèìîñòü íàä R′.

Äëÿ êàæäîãî ti âûáåðåì ïðîîáðàç ti ∈ (Z[nQ])N. Ïóñòü X = (xij) �

ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîíôèãóðàöèè L òàáëèöà ïåðåìåííûõ, è xij = aij ∈

A � çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ, äëÿ êîòîðûõ ïîëó÷àåòñÿ óêàçàííàÿ ëèíåéíàÿ

çàâèñèìîñòü. Ïóñòü bij îáîçíà÷àþò êàêèå-òî ïðîîáðàçû ýòèõ çíà÷åíèé â

(H/ρ2(H))N. Çàìåíîé aij íà bij ïîëó÷àåì èç (v1, . . . , vm) íàáîð (v1, . . . , vm).
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Ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ∆ íîìåðîâ l ∈ N, äëÿ êîòîðûõ

t1(l)v1(l) + . . .+ tq(l)vq(l) = 0

è ïðè ýòîì âñå vi(l) 6= 0, ïðèíàäëåæèò óëüòðàôèëüòðó U . Ïî ëåììå 4

äëÿ êàæäîãî l ∈ ∆ íàéäóòñÿ òàêèå γijl ∈ Q, ÷òî åñëè ìû â v1(l), . . . , vq(l)

çàìåíèì bij(l) íà nγijl , òî íåòðèâèàëüíûå çàâèñèìîñòè f1(l)v1(l) + . . . +

fq(l)vq(l) = 0 ñîõðàíÿòñÿ. Îïðåäåëèì cij ∈ (nQ)N óñëîâèåì: cij(l) = nγijl

ïðè l ∈ ∆ è cij(l) = 1 ïðè l /∈ ∆. Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî xij îáðàçû cij â

(nQ)N/U, ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ íåòðèâèàëüíóþ ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü íàä

R′. Ëåììà 5, à âìåñòå ñ íåé è ïðåäëîæåíèå 9 äîêàçàíû.

Èç ïðåäëîæåíèé 8 è 9 âûòåêàåò, ÷òî óëüòðàñòåïåíè ïî íåãëàâíîìó óëü-

òðàôèëüòðó íà ñ÷åòíîì ìíîæåñòâå ëþáûõ äâóõ ñ÷åòíûõ ìîäåëåé òåîðèè

êëàññà Bn èçîìîðôíû, à òîãäà ïî òåîðåìå Êåéñëåðà�Øåëàõà ýòà òåîðèÿ

ïîëíà è ñîâïàäàåò ñ òåîðèåé ãðóïïû BSd(1, n). Òåîðèÿ èìååò ðåêóðñèâíóþ

àêñèîìàòèêó, ïîýòîìó îíà ðàçðåøèìà. Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîð âûðàæàåò ñâîþ áëàãîäàðíîñòü Ô.À.Äóäêèíó è

À.À.Áóòóðëàêèíó çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ íåêîòîðûõ àñïåêòîâ ýòîé ðà-

áîòû.
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(P, [−,−]) � àëãåáðà Ëè, à P óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó Ëåéáíèöà

[x, y · z] = y · [x, z] + z · [x, y].

Àëãåáðà Ïóàññîíà P íàçûâàåòñÿ óíèòàëüíîé, åñëè (P, ·) óíèòàëüíà. Â

ýòîé ñòàòüå ìû âñåãäà ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ àëãåáðà Ïóàñ-

ñîíà óíèòàëüíà. Ìû îáû÷íî îïóñêàåì îïåðàöèþ ·, åñëè íå âîçíèêàåò íåñî-

ãëàñîâàííîñòü.

ßñíî, ÷òî àëãåáðû ïîëèíîìîâ ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàìè Ïóàññîíà ñ òðèâè-

àëüíîé ñêîáêîé Ïóàññîíà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïóñòü L � ñâîáîäíàÿ àëãåáðà

Ëè, ïîðîæäåííàÿ ïðîèçâîëüíûì ìíîæåñòâîìX, è Y � ëèíåéíûé áàçèñ L .

Òîãäà ñèììåòðè÷åñêàÿ àëãåáðà Ïóàññîíà S(L ) ïðîñòðàíñòâà L , à èìåí-

íî ïîëèíîìèàëüíàÿ àëãåáðà ñî ñâîáîäíûì ïîðîæäàþùèì ìíîæåñòâîì Y ,

ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé àëãåáðîé Ïóàññîíà, ïîðîæäåííîé X, [1]. Èññëåäîâàíèå

àâòîìîðôèçìîâ ïîëèíîìèàëüíûõ àëãåáð ÿâëÿåòñÿ î÷åíü âàæíîé òåìîé, ïî-

ýòîìó åñòåñòâåííî èçó÷àòü òàêæå àâòîìîðôèçìû ñâîáîäíûõ àëãåáð Ïóàñ-

ñîíà.

Ââåäåì íåêîòîðûå îñíîâíûå òåðìèíû. Ïóñòü An � ïðîèçâîëüíàÿ ñâî-

áîäíàÿ àëãåáðà ñ ìíîæåñòâîì ñâîáîäíûx ïîðîæäàþùèx X := {x1, . . . , xn},

îáîçíà÷èì ÷åðåç Aut(An) ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ An. Àâòîìîðôèçì âèäà

σ(i, α, f) := (x1, . . . , xi−1, αxi + f, xi+1, . . . , xn),

ãäå 1 ≤ i ≤ n, 0 6= α ∈ k, è f ëåæèò â ïîäàëãåáðå An, ïîðîæäåí-

íîéX\{xi}, íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíûì àâòîìîðôèçìîì àëãåáðû An. Ïîä-

ãðóïïà TA(An) ãðóïïû Aut(An), ïîðîæäåííàÿ âñåìè ýëåìåíòàðíûìè àâ-

òîìîðôèçìàìè, íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé ðó÷íûõ àâòîìîðôèçìîâ àëãåáðû An.

Ýëåìåíòû ïîäãðóïïû TA(An) íàçûâàþòñÿ ðó÷íûìè àâòîìîðôèçìàìè, à

ýëåìåíòû èç Aut(An) \ TA(An) � äèêèìè àâòîìîðôèçìàìè. Çäåñü è íèæå

ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç

φ = (f1, . . . , fn)

ýíäîìîðôèçì àëãåáðû An, îïðåäåëÿåìûé ïðàâèëîì φ(xi) = fi ∈ An äëÿ
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âñåõ i ≤ n.

Ñóùåñòâóþò òåñíûå ñâÿçè ìåæäó àâòîìîðôèçìàìè ïîëèíîìèàëüíûõ

àëãåáð, ñâîáîäíûõ àññîöèàòèâíûõ àëãåáð è ñâîáîäíûõ àëãåáð Ïóàññîíà.

Íàïðèìåð, àâòîìîðôèçìû ïîëèíîìèàëüíûõ àëãåáð (ñâîáîäíûõ àññîöèà-

òèâíûõ àëãåáð è ñâîáîäíûõ àëãåáð Ïóàññîíà ñîîòâåòñòâåííî) îò äâóõ ïåðåìåí-

íûõ ÿâëÿþòñÿ ðó÷íûìè [2�6], ãäå äëÿ àëãåáð Ïóàññîíà õàðàêòåðèñòèêà

îñíîâíîãî ïîëÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàâíîé 0. Áîëåå òîãî, ãðóïïû àâòîìîðôèç-

ìîâ âûøåóïîìÿíóòûõ äâóïîðîæäåííûõ ñâîáîäíûõ àëãåáð èçîìîðôíû.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, àâòîìîðôèçìû ïîëèíîìèàëüíîé àëãåáðû è ñâîáîä-

íîé àññîöèàòèâíîé àëãåáðû îò òðåõ ïåðåìåííûõ ìîãóò áûòü äèêèìè. Íàè-

áîëåå èçâåñòíûìè ïðèìåðàìè ñëóæàò àâòîìîðôèçì Íàãàòû [7�9] è àâòî-

ìîðôèçì Àíèêà [10]. Ëþáîé àâòîìîðôèçì n-ïîðîæäåííîé ïîëèíîìèàëüíîé

àëãåáðû ìîæåò áûòü ïîäíÿò äî àâòîìîðôèçìà n-ïîðîæäåííîé ñâîáîäíîé

àëãåáðû Ïóàññîíà, ïîýòîìó 3-ïîðîæäåííûå ñâîáîäíûå àëãåáðû Ïóàññîíà

òàêæå èìåþò äèêèå àâòîìîðôèçìû. Îäíàêî, íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, îñòà-

åòñÿ îòêðûòûì âîïðîñ, êàæäûé ëè äèêèé àâòîìîðôèçì n-ïîðîæäåííîé

ñâîáîäíîé àëãåáðû Ïóàññîíà èíäóöèðóåò äèêèé àâòîìîðôèçì n-ïîðîæäåííîé

ïîëèíîìèàëüíîé àëãåáðû ïðè ïðîåêöèè, ïåðåâîäÿùåé ñêîáêè Ïóàññîíà â

íóëü. Â ýòîé ñòàòüå ìû ñòðîèì äèêèé àâòîìîðôèçì òèïà Àíèêà

δ := (x1 + [x3, x1x3 − [x3, x2]], x2 + (x1x3 − [x3, x2])x3, x3) (0.1)

3-ïîðîæäåííîé ñâîáîäíîé àëãåáðû Ïóàññîíà, êîòîðûé èíäóöèðóåò ðó÷-

íîé àâòîìîðôèçì ïîëèíîìèàëüíîé àëãåáðû îò 3 ïåðåìåííûõ. Ïîñêîëü-

êó δ(x1x3− [x3, x2]) = x1x3− [x3, x2], âèäèì, ÷òî δ ÿâëÿåòñÿ ýïèìîðôèçìîì.

Ñëåäóÿ ðàññóæäåíèÿì èç [11, ñ. 343, ïðåäëîæåíèå 8.1], çàêëþ÷àåì, ÷òî δ

ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì.

Â § 1 ìû èññëåäóåì ñâÿçè ìåæäó ãðóïïàìè ðó÷íûõ àâòîìîðôèçìîâ ñâî-

áîäíîé àëãåáðû Ïóàññîíà è ïîëèíîìèàëüíîé àëãåáðû. Â § 2 îïðåäåëÿåì

ìàòðèöû ßêîáè äëÿ ýíäîìîðôèçìîâ ñâîáîäíûõ àëãåáð Ïóàññîíà è äîêà-

çûâàåì öåïíîå ïðàâèëî. Õîòÿ öåïíîå ïðàâèëî âûïîëíÿåòñÿ â îáùåì ñëó-

÷àå [12], äëÿ ïîëíîòû è óäîáñòâà ÷èòàòåëåé ìû âñå ðàâíî âêëþ÷àåì äîêà-
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çàòåëüñòâî. Â § 3 óñòàíàâëèâàåì íàø ãëàâíûé ðåçóëüòàò: àâòîìîðôèçì δ

â (1) ÿâëÿåòñÿ äèêèì è ñòàáèëüíî ðó÷íûì.

Íàø ïîäõîä â ïåðâóþ î÷åðåäü âäîõíîâëåí ñòàòüåé [10]; âíîñèì íåêîòî-

ðûå èçìåíåíèÿ, êîòîðûå óïðîùàþò äîêàçàòåëüñòâà.

1 ÐÓ×ÍÛÅ ÀÂÒÎÌÎÐÔÈÇÌÛ ÑÂÎÁÎÄÍÛÕ ÀËÃÅÁÐ

ÏÓÀÑÑÎÍÀ

Â ýòîì ðàçäåëå èññëåäóåì ñâÿçü ìåæäó ðó÷íûìè àâòîìîðôèçìàìè ñâî-

áîäíûõ àëãåáð Ïóàññîíà è àëãåáð ïîëèíîìîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pn ñâî-

áîäíóþ àëãåáðó Ïóàññîíà ñî ñâîáîäíûì ïîðîæäàþùèì ìíîæåñòâîì X :=

{x1, . . . , xn}. Ïóñòü Cn � àëãåáðà ïîëèíîìîâ ñ ïåðåìåííûìè x1, . . . , xn. Âñå-

ãäà ïðåäïîëàãàåì, ÷òî Cn ñíàáæåíà òðèâèàëüíîé ñêîáêîé Ïóàññîíà. Òîãäà

ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì àëãåáð Ïóàññîíà

πn : Pn −→ Cn, xi 7→ xi, äëÿ âñåõ 1 ≤ i ≤ n.

ßäðî Ker(πn) ãîìîìîðôèçìà πn ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì àëãåáðû Pn, ïîðîæäåí-

íûì {[xi, xj ] | xi, xj ∈ X, i > j}. Íàêîíåö, äëÿ êàæäîãî ýíäîìîðôèç-

ìà φ = (f1, . . . , fn) àëãåáðû Pn îáîçíà÷àåì ÷åðåç φ = (πn(f1), . . . , πn(fn))

èíäóöèðîâàííûé ýíäîìîðôèçì àëãåáðû Cn. Åñëè φ ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèç-

ìîì, òî φ òàêæå ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì. Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîé ýëåìåí-

òàðíûé àâòîìîðôèçì φ âèäà

σ(i, 1, f), f ∈ Ker(πn), (1.1)

óäîâëåòâîðÿåò òîìó, ÷òî φ = id � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå àëãåáðû Cn.

Äëÿ p 6= q îáîçíà÷àåì ÷åðåç σpq àâòîìîðôèçì An, êîòîðûé ìåíÿåò ìå-

ñòàìè xp è xq, â òî âðåìÿ êàê îñòàëüíûå ïåðåìåííûå ôèêñèðîâàíû. Òî-

ãäà σpq ÿâëÿåòñÿ ðó÷íûì è

σpq = σ(q,−1, xp)σ(p, 1,−xq)σ(q, 1, xp).
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Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â An ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó

ýëåìåíòàðíûìè àâòîìîðôèçìàìè [13, 10]:

σ(i, α, f)σ(i, β, g) = σ(i, αβ, βf + g); (1.2)

σ(i, α, f)−1σ(j, β, g)σ(i, α, f) = σ(j, β, σ(i, α, f)−1(g)), (1.3)

ãäå i 6= j è f ëåæàò â ïîäàëãåáðå An, ïîðîæäåííîé X \ {xi, xj};

σpqσ(i, α, f)σpq = σ(j, α, σpq(f)), (1.4)

ãäå 1 ≤ p 6= q ≤ n è xj = σpq(xi).

Äëÿ j > 1 íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé (èëè â ñèëó [10]) óáåæäàåìñÿ,

÷òî σ1j óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó

σ1j = σ(1,−1, 0)σ(1, 1, xj)σ(j, 1,−x1)σ(1, 1, xj). (1.5)

Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó (5) ïîëó÷àåì

σ(j, α, g) = σ1jσ(1, α, σ1j(g))σ1j . (1.6)

Çàìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâà (6) è (7) ÿâëÿþòñÿ îáùèìè ôàêòàìè îá ýëå-

ìåíòàðíûõ àâòîìîðôèçìàõ, íå çàâèñÿùèìè îò ðàññìàòðèâàåìîé ñâîáîäíîé

àëãåáðû.

Â îáùåì ñëó÷àå íåèçâåñòíî, îáðàçóþò ëè ñîîòíîøåíèÿ (3)�(5) ïîëíûé

íàáîð îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ãðóïïû TA(An), íî îíè îáðàçóþò

åãî, åñëè An = C3 � àëãåáðà ïîëèíîìîâ ñ ïåðåìåííûìè x1, x2, x3 íàä ïîëåì

õàðàêòåðèñòèêè 0, [13].

ËÅÌÌÀ 1.1. Ïóñòü Π � èíäóöèðîâàííûé ãîìîìîðôèçìîì ãðóïï:

Π : TA(Pn) −→ TA(Cn), φ 7→ φ.

Òîãäà ÿäðî Π, êàê íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû TA(Pn), ïîðîæäàåòñÿ

âñåìè ýëåìåíòàðíûìè àâòîìîðôèçìàìè âèäà (2).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü N � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû TA(Pn),

ïîðîæäåííàÿ âñåìè ýëåìåíòàðíûìè àâòîìîðôèçìàìè âèäà (2). Î÷åâèäíî,

÷òî N ⊆ Ker(Π), ïîýòîìó èìååòñÿ êîððåêòíî îïðåäåëåííûé ãîìîìîðôèçì

ãðóïï

Π1 : TA(Pn)/N −→ TA(Cn), φN 7→ φ.

Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî Π1 ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà f ∈ Pn âûïîëíÿåòñÿ f = f0 + f1, ãäå f0 íå ñî-

äåðæèò ñêîáîê Ïóàññîíà, à f1 ëåæèò â Ker(πn). Áîëåå òîãî, äëÿ σ(i, α, f) ∈

TA(Pn) â ñèëó (3) âåðíî

σ(i, α, f) = σ(i, α, f0)σ(i, 1, f1).

Òàêèì îáðàçîì, σ(i, α, f)N = σ(i, α, f0)N è

Π1(σ(i, α, f)N) = Π1(σ(i, α, f0)N) = σ(i, α, f0) = σ(i, α, f0) ∈ TA(Cn).

(1.7)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïóñòü φ = (g1, . . . , gn) � (ðó÷íîé) àâòîìîðôèçì Cn.

Ðàññìàòðèâàÿ g1, . . . , gn êàê ýëåìåíòû â Pn, ïîëó÷àåì φP := (g1, . . . , gn) ∈

Aut(Pn). Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

Ω : TA(Cn) −→ TA(Pn)/N, φ 7→ φPN.

Î÷åâèäíî, ÷òî Ω � ãîìîìîðôèçì ãðóïï, è

Ω(σ(i, α, f)) = σ(i, α, f)N. (1.8)

Ýëåìåíòàðíûå àâòîìîðôèçìû ïîðîæäàþò ãðóïïû ðó÷íûõ àâòîìîðôèç-

ìîâ, è ïî (8), (9) ñïðàâåäëèâû

ΩΠ1 = Id è Π1Ω = Id′,

ãäå Id è Id′ � òîæäåñòâåííûå îòîáðàæåíèÿ ãðóïï TA(Pn)/N è TA(Cn) ñî-

îòâåòñòâåííî.
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2 ßÊÎÁÈÅÂÛ ÌÀÒÐÈÖÛ È ÖÅÏÍÎÅ ÏÐÀÂÈËÎ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ñíà÷àëà íàïîìèíàåì êîíñòðóêöèþ óíèâåðñàëüíîé (ìóëü-

òèïëèêàòèâíîé) îáåðòûâàþùåé àëãåáðû Pe ïðîèçâîëüíîé àëãåáðû Ïóàñ-

ñîíà P â ìíîãîîáðàçèè àëãåáð Ïóàññîíà, [14]. Çàòåì îïðåäåëÿåì ÿêîáèåâû

ìàòðèöû äëÿ ýíäîìîðôèçìîâ Pn. Íàêîíåö, äîêàçûâàåì, ÷òî öåïíîå ïðà-

âèëî âûïîëíÿåòñÿ.

Ïóñòü MP = {Ma | a ∈ P} è HP = {Ha | a ∈ P} � äâå êî-

ïèè P, òàêèå ÷òî îòîáðàæåíèÿ M : P −→ MP , îòïðàâëÿþùåå a â Ma, è

H : P −→ HP , îòïðàâëÿþùåå a â Ha, ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè èçîìîðôèçìà-

ìè. Òîãäà Pe � ýòî àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ ïðÿìîé ñóììîé

ïðîñòðàíñòâ MP ⊕HP , ñ îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè

MaMb =Mab, (2.1)

H[a,b] = HaHb −HbHa, (2.2)

Hab =MbHa +MaHb, (2.3)

HaMb =M[a,b] +MbHa, (2.4)

M1 = 1 (2.5)

äëÿ âñåõ a, b ∈ P. Èç (12) è (14) ñëåäóåò, ÷òî H1 = 0. Áîëåå òîãî, êàæäûé

(óíèòàëüíûé) P-ìîäóëü V ÿâëÿåòñÿ ëåâûì Pe-ìîäóëåì ñ äåéñòâèÿìè

Ma(v) = a · v è Ha(v) = [a, v]

äëÿ âñåõ a ∈ P è v ∈ V . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî P ïîðîæäàåòñÿ ìíîæå-

ñòâîì X. Ïåðåïèñûâàÿ âñå ÷ëåíû â ëåâîé ÷àñòè ïðèâåäåííûõ âûøå óðàâ-

íåíèé â (10)�(13), ìû âèäèì, ÷òî ýëåìåíòû âèäà MaHxi1
. . . Hxit

ïðè t ≥ 0

ëèíåéíî ïîðîæäàþò Pe. Îïðåäåëèì

P en = (Pn)
e è Cen = (Cn)

e.

ËÅÌÌÀ 2.1 [14, ñëåäñòâèå 3]. Êàæäûé íåíóëåâîé ýëåìåíò â P en ìîæåò
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áûòü îäíîçíà÷íî çàïèñàí â âèäå

∑
1≤i≤q

Maiwi,

ãäå êàæäûé ai ëåæèò â Pn, êàæäûé wi èìååò âèäHxi1
. . . Hxit

, ãäå t çàâèñèò

îò i, è wi 6= wj ïðè i 6= j.

Ïîñêîëüêó Cn � àëãåáðà Ïóàññîíà ñ òðèâèàëüíûìè ñêîáêàìè Ïóàññîíà,

èç óðàâíåíèé (10), (11) è (13) ñëåäóåò, ÷òî Cen � êîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà.

Îáúåäèíÿÿ ýòî ñ ëåììîé 2.1, ïîëó÷àåì

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 2.1. Ce1 = P e1 � àëãåáðà ìíîãî÷ëåíîâ îò ïåðåìåííûõMx1

è Hx1 .

Çàìåòèì, ÷òî ãîìîìîðôèçìû àëãåáð Ïóàññîíà èíäóöèðóþò ãîìîìîð-

ôèçìû ñîîòâåòñòâóþùèõ èì óíèâåðñàëüíûõ îáåðòûâàþùèõ àëãåáð. Ïóñòü

P1 è P2 � äâå àëãåáðû Ïóàññîíà, è φ � ãîìîìîðôèçì àëãåáð Ïóàññîíà

èç P1 â P2. Ïîñêîëüêó (P1)
e è (P2)

e îáà îïðåäåëåíû ñîîòíîøåíèÿìè

âèäà (10)�(14), ìû ìîæåì ïîñòðîèòü àññîöèàòèâíûé ãîìîìîðôèçì àëãåáð

φe : (P1)
e −→ (P2)

e, Ma 7→Mφ(a), Ha 7→ Hφ(a)

äëÿ âñåõ a ∈ P1. Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåì ãîìîìîðôèçì àëãåáð

πen : P en −→ Cen.

Òåïåðü âñïîìíèì, ÷òî ïðîèçâîäíûå Ôîêñà ∂(−)
∂xi

� ýòî ëèíåéíûå îòîá-

ðàæåíèÿ èç Pn â P en, îïðåäåëÿåìûå ïðàâèëàìè:

∂xj
∂xi

= δi,j ,

∂(ab)

∂xi
=Ma

∂b

∂xi
+Mb

∂a

∂xi
,

∂[a, b]

∂xi
= Ha

∂b

∂xi
−Hb

∂a

∂xi
,

äëÿ âñåõ a, b ∈ Pn, ãäå δi,i = 1 è δi,j = 0, åñëè i 6= j. Ëåãêî ïîêàçàòü,

÷òî ∂(−)
∂xi

êîððåêòíî îïðåäåëåíî.
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Ïóñòü P � àëãåáðà Ïóàññîíà. Äëÿ âñåõ a1, . . . , at ∈ P îïðåäåëèì

[a1, . . . , at] = [. . . [[a1, a2], a3], . . . , at],

ãäå [a1, . . . , at] îçíà÷àåò a1, åñëè t = 1. Òîãäà ó íàñ åñòü ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà

äëÿ ïðîèçâîäíîé Ôîêñà, äåéñòâóþùåé íà ýëåìåíòû, âêëþ÷àþùèå ñêîáêè

Ïóàññîíà.

ËÅÌÌÀ 2.2. Ïóñòü P � àëãåáðà Ïóàññîíà. Òîãäà äëÿ âñåõ a1, . . . , at ∈

P ñ t ≥ 2, ñïðàâåäëèâî

∂[a1, . . . , at]

∂xr
=
∑

1≤j≤t
(−Hat) . . . (−Haj+1)H[a1,...,aj−1]

∂aj
∂xr

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóåì èíäóêöèþ ïî t. Äëÿ t = 2 âåðíî

∂[a1, a2]

∂xr
= (−Ha2)

∂a1
∂xr

+Ha1

∂a2
∂xr

.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî t > 2. Îïðåäåëèì b1 = [a1, a2] è bj = aj+1 äëÿ âñåõ

2 ≤ j ≤ t− 1. Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ ñïðàâåäëèâî

∂[a1, . . . , at]

∂xr
=

∑
1≤p≤t−1

(−Hbt−1) . . . (−Hbp+1)H[b1,...,bp−1]
∂bp
∂xr

=
∑

2≤p≤t−1

(−Hat) . . . (−Hap+2)H[a1,...,ap]
∂ap+1

∂xr

+ (−Hat) . . . (−Ha3)
∂[a1, a2]

∂xr

=
∑

3≤j≤t
(−Hat) . . . (−Haj+1)H[a1,...,aj−1]

∂aj
∂xr

+ (−Hat) . . . (−Ha3)

(
(−Ha2)

∂a1
∂xr

+Ha1

∂a2
∂xr

)
.

Ëåììà äîêàçàíà.

Òåïåðü ìû îïðåäåëèì ìàòðèöû ßêîáè äëÿ ýíäîìîðôèçìîâ Pn ñïîñî-

áîì, êîòîðûé íåìíîãî îòëè÷àåòñÿ îò [14], ïîñêîëüêó áóäåò óäîáíåå èìåòü

äåëî ñ ìàòðèöàìè íàä êîììóòàòèâíîé àññîöèàòèâíîé àëãåáðîé, à íå íàä

íåêîììóòàòèâíîé. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé àññîöèàòèâíîé àëãåáðû A îáîçíà-
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÷àåì ÷åðåç Mn×n(A ) ìíîæåñòâî âñåõ n × n ìàòðèö íàä A . Äëÿ êàæäîãî

ýíäîìîðôèçìà φ àëãåáðû Pn îïðåäåëÿåì ìàòðèöó ßêîáè J(φ) ýíäîìîð-

ôèçìà φ êàê

J(φ) = πen

((
∂φ(xi)

∂xj

)
n×n

)
=

(
πen

(
∂φ(xi)

∂xj

))
n×n

∈Mn×n(C
e
n),

ãäå πen(
∂φ(xi)
∂xj

) ëåæèò â i-é ñòðîêå è j-ì ñòîëáöå ìàòðèöû J(φ). Ïîñêîëü-

êó Cen êîììóòàòèâíà, îïðåäåëèòåëü |J(φ)| ìàòðèöû J(φ) èìååò ñìûñë.

Íàïîìíèì, ÷òî êàæäûé ýíäîìîðôèçì φ èç Pn èíäóöèðóåò ýíäîìîð-

ôèçì φ èç Cn, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ

φπn = πnφ,

ò. å. äèàãðàììà

Pn

πn
��

φ // Pn

πn
��

Cn φ
// Cn

êîììóòàòèâíà. Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî

φeπen = (φπn)
e = (πnφ)

e = πenφ
e. (2.6)

Íàéäåì ôîðìó öåïíîãî ïðàâèëà â ñîîòâåòñòâèè ñ âûøåóïîìÿíóòûì îïðå-

äåëåíèåì ìàòðèö ßêîáè, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîãî ïî ñóòè òàêîå æå, êàê

â [12].

ËÅÌÌÀ 2.3 (öåïíîå ïðàâèëî). Ïóñòü φ è ψ � äâà ýíäîìîðôèçìà Pn.

Òîãäà

J(φψ) = φe(J(ψ))J(φ).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ψ � àâòîìîðôèçì, òî J(ψ) îáðàòèì è J(ψ)−1 = ψ
e
(J(ψ−1)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ψ(xi) = f = f(x1, . . . , xn). Òîãäà
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φψ(xi) = f(φ(x1), . . . , φ(xn)). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

πen

(
∂φψ(xi)

∂xj

)
=
∑

1≤t≤n
πenφ

e

(
∂f

∂xt

)
πen

(
∂φ(xt)

∂xj

)
=
∑

1≤t≤n
φeπen

(
∂f

∂xt

)
πen

(
∂φ(xt)

∂xj

)
= φe

(
πen

(
∂ψ(xi)

∂x1

)
, . . . , πen

(
∂ψ(xi)

∂xn

))
(
πen

(
∂φ(x1)

∂xj

)
, . . . , πen

(
∂φ(xn)

∂xj

))T
,

ãäå (−)T îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàííóþ ìàòðèöó Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî J(φψ) =

φe(J(ψ))J(φ). Ñëåäîâàòåëüíî,

En = J(ψ−1ψ) = ψ−1
e
(J(ψ))J(ψ−1)

è

En = J(ψψ−1) = ψ
e
(J(ψ−1))J(ψ),

ãäå En � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Èòàê,

En = ψ
e
(En) = ψ

e
ψ−1

e
(J(ψ))ψ

e
(J(ψ−1)) = J(ψ)ψ

e
(J(ψ−1)).

Òðåáóåìîå âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî.

Ñ ïîìîùüþ öåïíîãî ïðàâèëà ìû ìîæåì âûâåñòè íîâûå ñâîéñòâà ìàòðèö

ßêîáè.

ËÅÌÌÀ 2.4. Ïóñòü φ � òàêîé ýíäîìîðôèçì Pn, ÷òî φ = id. Òîãäà äëÿ

ëþáîãî àâòîìîðôèçìà ψ ∈ Aut(Pn) èìååì

J(ψφψ−1) = J(ψ)−1ψ
e
(J(φ))J(ψ)

è

|J(ψφψ−1)| = ψ
e
(|J(φ)|).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî öåïíîìó ïðàâèëó èìååì

J(ψφψ−1) = ψ
e
(J(φψ−1))J(ψ)

= ψ
e
(φe(J(ψ−1))J(φ))J(ψ)

= J(ψ)−1ψ
e
(J(φ))J(ψ).

Âòîðîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ïåðâîãî, ïîñêîëüêó ψ
e
ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîð-

ôèçìîì àëãåáð.

Ïóñòü P{x3} � ñâîáîäíàÿ àëãåáðà Ïóàññîíà, ïîðîæäåííàÿ x3. Òîãäà

P{x3} � ýòî àëãåáðà ìíîãî÷ëåíîâ, ñíàáæåííàÿ òðèâèàëüíîé ñêîáêîé Ïóàñ-

ñîíà. ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî àâòîìîðôèçì òèïà Àíèêà δ â (1) ÿâëÿåòñÿ äè-

êèì, íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùèé ãîìîìîðôèçì àëãåáð Ïóàññîíà:

η : C3 −→ P{x3}, x1 7→ 0, x2 7→ 0, x3 7→ x3.

Î÷åâèäíî, ÷òî η îïðåäåëåí êîððåêòíî. Èòàê, äëÿ êàæäîãî ýíäîìîðôèçìà φ

èç P3 èìååì

ηe(J(φ)) =

(
ηeπe3

(
∂φ(xi)

∂xj

))
n×n

.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå íàáëþäåíèå î ïðîèçâîäíûõ Ôîêñà, äåé-

ñòâóþùèõ íà ýëåìåíòû Ker(π3) îòíîñèòåëüíî x3.

ËÅÌÌÀ 2.5. Äëÿ êàæäîãî f ∈ Ker(π3) ñïðàâåäëèâî

ηeπe3

( ∂f
∂x3

)
= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âñåõ xi1 , . . . , xit ∈ X, òàêèõ ÷òî i2 < i1 ≤ 3,

âåðíî

ηπ3(xi2) = 0 =
∂xi2
∂x3

.

Òàêèì îáðàçîì, ïî ëåììå 2.2 ïîëó÷àåì, ÷òî

ηeπe3

(
∂[xi1 , . . . , xit ]

∂x3

)
=
∑

1≤j≤t
(−Hηπ3(xit )

) . . . (−Hηπ3(xij+1
))Hηπ3([xi1 ,...,xij−1

])
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ηeπe3

(
∂xij
∂x3

)
= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà âèäà [xi1 , . . . , xit ]g èç Ker(π3) (t ≥ 2),

âûïîëíÿåòñÿ

ηeπe3

(
∂([xi1 , . . . , xit ]g)

∂x3

)
=Mηπ3(g)η

eπe3(
∂[xi1 , . . . , xit ]

∂x3
) +Mηπ3([xi1 ,...,xit ])

∂g

∂x3

= 0.

Òàê êàê ýëåìåíòû âèäà [xi1 , . . . , xit ]g (t ≥ 2) ëèíåéíî ïîðîæäàþò Ker(π3),

îòñþäà ñëåäóåò íóæíûé ðåçóëüòàò.

Ìû çàâåðøèì ýòîò ðàçäåë ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì ýëåìåíòà ηe(J(φ)) äëÿ

ýíäîìîðôèçìà φ èç P3, òàêîãî ÷òî φ = id � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæå-

íèå C3.

ËÅÌÌÀ 2.6. Äëÿ ëþáûõ àâòîìîðôèçìîâ φ,ψ ∈ Aut(P3), ãäå φ = id,

ñïðàâåäëèâî

ηe(J(ψφψ−1)) =


a11 a12 0

a21 a22 0

a31 a32 1


äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ ap,q (1 ≤ p ≤ 3, 1 ≤ q ≤ 2) â P{x3}e, òàêèõ ÷òî

a11a22 − a12a21 = ηeψ
e
(|J(φ)|).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè φ � ýëåìåíòàðíûé àâòîìîðôèçì âèäà σ(i, 1, f), ãäå f ∈

Ker(π3), òî a11a22 − a12a21 = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ψφψ−1 = φ = id, ìû ìîæåì ïðåäïîëî-

æèòü ψφψ−1 = (x1 + f1, x2 + f2, x3 + f3) è f1, f2, f3 ∈ Ker(π3). Ïî ëåììå 2.5

ïîëó÷àåì èñêîìûé òðåòèé ñòîëáåö ηe(J(ψφψ−1)). Ïî ëåììå 2.4 âåðíî

a11a22 − a12a21 = |ηe(J(ψφψ−1))| = ηe(|(J(ψφψ−1))|) = ηeψ
e
(|J(φ)|).

Äëÿ ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî |J(φ)| = 1, ïî-
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ñêîëüêó ηeψ
e
(1) = 1. Ïóñòü J(φ) = (cpq)n×n. Ïîñêîëüêó f íå âêëþ÷àåò xi,

ïðÿìîé ïðîâåðêîé óñòàíàâëèâàåì, ÷òî

cpq =


δp,q, åñëè p 6= i,

1, åñëè p = q = i,

πe3(
∂f
∂xq

), åñëè p = i, q 6= i.

(2.7)

Îòñþäà ñëåäóåò òðåáóåìîå.

3 ÏÎÑÒÐÎÅÍÍÛÉ ÀÂÒÎÌÎÐÔÈÇÌ ÒÈÏÀ ÀÍÈÊÀ

ßÂËßÅÒÑß ÄÈÊÈÌ

Â ýòîì ðàçäåëå óñòàíîâèì íàø ãëàâíûé ðåçóëüòàò: àâòîìîðôèçì òèïà Àíè-

êà δ â (1) ÿâëÿåòñÿ äèêèì. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé àññîöèàòèâíîé àëãåáðû A

ìû íàçûâàåì ìàòðèöû èç M2×2(A ) âèäà

E12(a) :=

1 a

0 1


èëè

E21(a) :=

1 0

a 1


ýëåìåíòàðíûìè 2 × 2 ìàòðèöàìè èëè ýëåìåíòàðíûìè ìàòðèöàìè, ãäå a ∈

A . Îáîçíà÷èì ÷åðåç E2(A ) ïîäãðóïïó îáùåé ëèíåéíîé ãðóïïû GL2(A ),

ïîðîæäåííóþ âñåìè ýëåìåíòàðíûìè 2×2 ìàòðèöàìè. Ñëåäóþùèé âàæíûé

è ïîëåçíûé ðåçóëüòàò äîêàçàí â [15], ñì. òàêæå [10].

ËÅÌÌÀ 3.1 [15].Ïóñòü k[x, y]� àëãåáðà ìíîãî÷ëåíîâ ñ ïåðåìåííûìè x

è y. Òîãäà ìàòðèöà 1 + xy y2

−x2 1− xy


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íå ëåæèò â E2(k[x, y]). Ñëåäîâàòåëüíî, òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà1 + xy −x2

y2 1− xy


òàêæå íå ïðèíàäëåæèò E2(k[x, y]).

Ïóñòü φ � ýíäîìîðôèçì àëãåáðû P3. Ñëåäóÿ îáîçíà÷åíèÿì èç [10],

îïðåäåëèì

J2(φ) =

πe3(∂φ(x1)∂x1
) πe3(

∂φ(x1)
∂x2

)

πe3(
∂φ(x2)
∂x1

) πe3(
∂φ(x2)
∂x2

)

 . (3.1)

ÒÅÎÐÅÌÀ 3.1. Ïóñòü φ ∈ Aut(P3) � ýëåìåíòàðíûé àâòîìîðôèçì

âèäà σ(i, 1, f), ãäå f ∈ Ker(π3). Òîãäà äëÿ ëþáîãî ðó÷íîãî àâòîìîðôèç-

ìà ψ ∈ TA(P3) âûïîëíÿåòñÿ ηe(J2(ψφψ−1)) ∈ E2(P{x3}e).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ψ � ðó÷íîé, ψ áóäåò ïðîèçâåäåíèåì ýëå-

ìåíòàðíûõ àâòîìîðôèçìîâ âèäà σ(j, α, g). Â ñèëó ðàâåíñòâ (6) è (7) ìû

ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ψ ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ýëåìåíòàðíûõ àâòî-

ìîðôèçìîâ âèäà

σ(1, α, g) èëè σ(j, 1,−x1) ãäå j ∈ {2, 3}, (3.2)

ò. å. ψ = ψ1ψ2 . . . ψt, ãäå êàæäûé ψp èìååò âèä (18).

Âîñïîëüçóåìñÿ èíäóêöèåé ïî t. Äëÿ t = 0 âåðíî ψφψ−1 = φ = σ(i, 1, f).

Ïî ëåììå 2.5 èìååì ηeπe3(
∂f
∂x3

) = 0. Ïîñêîëüêó f íå âêëþ÷àåò xi, òî ηeπe3(
∂f
∂xi

) =

0. Ðàññìîòðèì âîçìîæíûå ñëó÷àè. Åñëè i = 1, òî â ñèëó (17) ïîëó÷àåì

ηe(J2(φ)) =

1 ηeπe3(
∂f
∂x2

)

0 1

 ∈ E2(P{x3}e).

Åñëè i = 2, òî

ηe(J2(φ)) =

 1 0

ηeπe3(
∂f
∂x1

) 1

 ∈ E2(P{x3}e);
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Åñëè i = 3, òî

ηe(J2(φ)) =

1 0

0 1

 ∈ E2(P{x3}e).

Ïóñòü òåïåðü t > 0. Îáîçíà÷èì ψ2 . . . ψtφ(ψ2 . . . ψt)
−1 ÷åðåç φ1. Ïî ïðåä-

ïîëîæåíèþ èíäóêöèè è ëåììå 2.6 ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî

ηe(J(φ1)) =


a11 a12 0

a21 a22 0

a31 a32 1

 =

A2×2 0

B1×2 1



ãäå A2×2 ëåæèò â E2(P{x3}e). Îáîçíà÷èì ÷åðåç ψ̃1 àâòîìîðôèçì P{x3},

èíäóöèðîâàííûé ψ1. Ïîñêîëüêó äèàãðàììà

C3

η

��

ψ1 // C3

η

��
P{x3}

ψ̃1

// P{x3}

êîììóòàòèâíà, ïîëó÷àåì, ÷òî

ηeψ1
e
= (ηψ1)

e = (ψ̃1η)
e = ψ̃1

e
ηe.

Îáúåäèíèâ ïðèâåäåííóþ âûøå ôîðìóëó ñ ëåììîé 2.4, ïîëó÷èì

ηe(J(ψφψ−1)) = ηe(J(ψ1φ1ψ
−1
1 ))

= ηe(J(ψ1)
−1)ψ̃1

e
ηe(J(φ1))η

e(J(ψ1)).
(3.3)

Ïóñòü

ψ̃1
e
ηe(J(φ1)) =

ψ̃1
e
(A2×2) 0

ψ̃1
e
(B1×2) 1

 =

U2×2 0

V1×2 1

 .

Ïîñêîëüêó ψ̃1
e
îòîáðàæàåò ýëåìåíòàðíûå ìàòðèöû íàä P{x3}e â ýëåìåí-

òàðíûå ìàòðèöû íàä P{x3}e, òî U2×2 ∈ E2(P{x3}e).
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Åñëè ψ1 = σ(2, 1,−x1), òî

ηe(J(ψ1)) =


1 0 0

−1 1 0

0 0 1

 è ηe(J(ψ1)
−1) =


1 0 0

1 1 0

0 0 1

 .

Ïî (19),

ηe(J(ψφψ−1)) =

E21(1) 0

0 1

U2×2 0

V1×2 1

E21(−1) 0

0 1


=

E21(1)U2×2E21(−1) 0

V1×2E21(−1) 1

 .

Èòàê,

ηe(J2(ψφψ
−1)) = E21(1)U2×2E21(−1) ∈ E2(P{x3})e.

Åñëè ψ1 = σ(3, 1,−x1), òî

ηe(J(ψ1)) =


1 0 0

0 1 0

−1 0 1

 è ηe(J(ψ1)
−1) =


1 0 0

0 1 0

1 0 1

 .

Îáîçíà÷èì ìàòðèöó-ñòðîêó (−1, 0) ÷åðåç W1×2. Ïî (19) âûïîëíÿþòñÿ ðà-

âåíñòâà

ηe(J(ψφψ−1)) =

 E2 0

−W1×2 1

U2×2 0

V1×2 1

 E2 0

W1×2 1


=

 U2×2 0

−W1×2U2×2 + V1×2 +W1×2 1

 .

Èòàê,

ηe(J2(ψφψ
−1)) = U2×2 ∈ E2(P{x3})e.
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Íàêîíåö, åñëè ψ1 = σ(1, α, g) ñ α 6= 0, ñêàæåì,

w1 = ηeπe3(
∂g

∂x2
) w2 = ηeπe3(

∂g

∂x3
),

òî

ηe(J(ψ1)) =


α w1 w2

0 1 0

0 0 1

 =

W2×2 G2×1

0 1

 ,

ηe(J(ψ1)
−1) =


α−1 −α−1w1 −α−1w2

0 1 0

0 0 1

 =

Y2×2 Z2×1

0 1

 .

Ñíîâà èñïîëüçóÿ (19), âûâîäèì, ÷òî

ηe(J(ψφψ−1)) =

Y2×2 Z2×1

0 1

U2×2 0

V1×2 1

W2×2 G2×1

0 1


=

Y2×2U2×2 + Z2×1V1×2 Z2×1

V1×2 1

W2×2 G2×1

0 1


=

 R1 R2

V1×2W2×2 V1×2G2×1 + 1

 ,

ãäå

R1 = Y2×2U2×2W2×2 + Z2×1V1×2W2×2,

R2 = Y2×2U2×2G2×1 + Z2×1V1×2G2×1 + Z2×1.

Ïî ëåììå 2.6 âûïîëíÿþòñÿ

1 = V1×2G2×1 + 1,

Y2×2U2×2G2×1 + Z2×1V1×2G2×1 + Z2×1 = 0.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî V1×2 = (v1, v2). Òîãäà

v1w2 = V1×2G2×1 = 0.

Òàêèì îáðàçîì,

Z2×1 = −Y2×2U2×2G2×1.

Àëãåáðà P{x3}e êîììóòàòèâíà, ïîýòîìó w2v1 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

ηe(J2(ψφψ
−1)) =Y2×2U2×2W2×2 + Z2×1V1×2W2×2

=Y2×2U2×2W2×2 − Y2×2U2×2G2×1V1×2W2×2

=Y2×2U2×2(E2 −G2×1V1×2)W2×2.

=Y2×2U2×2E12(−w2v2)W2×2

=

α−1 0

0 1

E12(−w1)U2×2E12(−w2v2)E12(w1)

α 0

0 1

 .

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âñåõ u ∈ P{x3}e â ñèëó [10, 15] èìååì

E12(u)

α 0

0 1

 =

α 0

0 1

E12(α
−1u)

è

E21(u)

α 0

0 1

 =

α 0

0 1

E21(αu).

Ïî âûøåïðèâåäåííûì ðàññóæäåíèÿì ïîëó÷àåì

ηe(J2(ψφψ
−1)) ∈

α−1 0

0 1

α 0

0 1

E2(P{x3}e) = E2(P{x3}e).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 3.1. Äëÿ φ ∈ TA(P3), åñëè φ = id, òî

ηe(J2(φ)) ∈ E2(P{x3}e).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 1.1 ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî

φ = ψ1φ1ψ
−1
1 . . . ψtφtψ

−1
t

äëÿ íåêîòîðîãî t ≥ 1, ãäå êàæäûé φj ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì àâòîìîðôèç-

ìîì âèäà (2) ñ n = 3.

Îïðåäåëèì θj = ψjφjψ
−1
j äëÿ êàæäîãî 1 ≤ j ≤ t. Òîãäà θj = id. Ïî

ëåììå 2.3, âîñïîëüçîâàâøèñü èíäóêöèåé ïî t, èìååì

J(φ) = J(θ1 . . . θt)

= θ1 . . . θt−1
e
(J(θt))J(θ1 . . . θt−1)

= J(θt)J(θ1 . . . θt−1)

= J(θt) . . . J(θ1).

Ïî ëåììå 2.6 è òåîðåìå 3.1 ìîæíî ïðåäïîëîæèòü,÷òî

ηe(J(θj)) =

Aj 0

Vj 1


ãäå Aj ∈ E2(P{x3}e). Èíäóêöèåé ïî t ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî

ηe(J(θ1 . . . θt)) = ηe(J(θt)) . . . η
e(J(θ1)) =

AtAt−1 . . . A1 0

V 1

 .

Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Òåïåðü ìû ãîòîâû äîêàçàòü íàø ãëàâíûé ðåçóëüòàò. Ïîñêîëüêó δ 6= id,

òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ðó÷íîé àâòîìîðôèçì ψ, òàêîé ÷òî δψ = id.

ÒÅÎÐÅÌÀ 3.2. Àâòîìîðôèçì òèïà Àíèêà δ â (1) ÿâëÿåòñÿ äèêèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî δ = (x1, x2 + x1x
2
3, x3). Îïðåäåëèì

ψ = (x1, x2 − x1x
2
3, x3) ∈ TA(P3). Òîãäà δψ = δ̄ψ̄ = id. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî δ

ðó÷íîé. Ïî ñëåäñòâèþ 3.1 èìååì

ηe(J2(δψ)) ∈ E2(P{x3}e).
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ëåììå 2.3 ïîëó÷àåì

ηe(J(δψ)) = ηeδ
e
(J(ψ))ηe(J(δ))

=


1 0 0

−M2
x3 1 0

0 0 1



1 +Mx3Hx3 −H2

x3 0

M2
x3 1−Mx3Hx3 0

0 0 1


Ó÷èòûâàÿ ëåììó 3.1, ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ:

ηe(J2(δψ)) =

 1 0

−M2
x3 1

1 +Mx3Hx3 −H2
x3

M2
x3 1−Mx3Hx3

 /∈ E2(P{x3}e).

Ñëåäîâàòåëüíî, δ äèêèé.

Íàïîìíèì, ÷òî àâòîìîðôèçì φ = (f1, . . . , fn) ñâîáîäíîé àëãåáðû An

íàçûâàåòñÿ ñòàáèëüíî ðó÷íûì, åñëè φ äîïóñêàåò ðó÷íîå ðàñøèðåíèå φ̃ =

(f1, . . . , fn, xn+1, . . . , xn+k) ∈ TAut(An+k).

Ìû çàâåðøàåì ñòàòüþ íàáëþäåíèåì, ÷òî, êàê è â ñëó÷àå 3-ïîðîæäåí-

íîé ñâîáîäíîé àññîöèàòèâíîé àëãåáðû [16], àâòîìîðôèçì òèïà Àíèêà δ

ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëüíî ðó÷íûì.

ÏÐÅÄËÎÆÅÍÈÅ 3.1. Àâòîìîðôèçì δ ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëüíî ðó÷íûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n = 4 è ðàñøèðèì àâòîìîðôèçì

òèïà Àíèêà δ äî ñëåäóþùåãî ðó÷íîãî àâòîìîðôèçìà àëãåáðû P4:

(i) x1
φ1−→ x1

φ2−→ x1 + [x3, x4]

φ3−→ x1 + [x3, x4]− [x3, [x3, x2]]

φ4−→ x1 + [x3, x4] + x3[x3, x1]− [x3, [x3, x2]]

φ5−→ x1 + [x3, x4] + x3[x3, x1]− [x3, [x3, x2]] + x3[x3, [x3, x4]

φ6−→ x1 + x3[x3, x1]− [x3, [x3, x2]]

φ8φ7−−−→ x1 + x3[x3, x1]− [x3, [x3, x2]] = δ(x1),

(ii) x2
φ1−→ x2 + x3x4

φ2−→ x2 + x3x4
φ3−→ x2 + x3x4 − x3[x3, x2]
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φ4−→ x2 + x3x4 + x1x
2
3 − x3[x3, x2]

φ5−→ x2 + x1x
2
3 − x3[x3, x2] + x23[x3, x4]

φ6−→ x2 + x1x
2
3 − x3[x3, x2]

φ8φ7−−−→ x2 + x1x
2
3 − x3[x3, x2] = δ(x2);

(iii) x3
φ−→ x3;

(iv) x4
φ2φ1−−−→ x4

φ4φ3−−−→ x4 + x1x3 − [x3, x2]
φ5−→ x4 + x1x3 − [x3, x2] + x3[x3, x4]

φ6−→ x4 + x1x3 − [x3, x2]
φ7−→ x4 + x1x3

φ8−→ x4.

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîðû âûðàæàþò ñâîþ áëàãîäàðíîñòü Þé Ëè, ßíüõóà

Âàí, Þíöçþíü Ñþé, Äæåéìñà Äæ. ×æàíó è Ñÿíãóé ×æàî çà èõ öåííûå

îáñóæäåíèÿ è ïðåäëîæåíèÿ.
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ÓÇËÎÂÛÅ ÈÍÂÀÐÈÀÍÒÛ
ÈÇ ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÉ ÊÎÑ

ÀÂÒÎÌÎÐÔÈÇÌÀÌÈ ÑÂÎÁÎÄÍÎÉ ÃÐÓÏÏÛ

Àííîòàöèÿ: Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ íîâûõ èíâàðèàíòîâ óçëîâ, âîçíèêàþ-

ùèõ èç ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï êîñ àâòîìîðôèçìàìè ñâîáîäíûõ ãðóïï. Èçó÷àþòñÿ

ñâîéñòâà ýòèõ èíâàðèàíòîâ, èõ ñâÿçü ñ êëàññè÷åñêèìè ïîëèíîìèàëüíûìè èíâà-

ðèàíòàìè, à òàêæå ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû, äåìîíñòðèðóþùèå èõ ðàçëè÷èòåëüíóþ

ñèëó. Â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ðàçëè÷àòü óç-

ëû, íå ðàçëè÷àåìûå ïîëèíîìîì Àëåêñàíäåðà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Óçëû, ãðóïïû êîñ, ñâîáîäíûå ãðóïïû, àâòîìîðôèçìû, èíâàðè-

àíòû óçëîâ, ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï.

Ñâåòëîé ïàìÿòè Âèòàëèÿ Àíàòîëüåâè÷à Ðîìàíüêîâà

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Íàøà ïðîöåäóðà ïîëó÷åíèÿ èçîòîïíûõ èíâàðèàíòîâ çàöåïëåíèé îñíîâàíà

íà ñëåäóþùèõ õîðîøî èçâåñòíûõ ôàêòàõ; ñì [1].

� Ëþáîå çàöåïëåíèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå çàìêíóòîé êîñû.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Bn ãðóïïó êîñ ñ n íèòÿìè.

� Çàìûêàíèÿ êîñ β1 ∈ Bn è β2 ∈ Bm çàäàþò èçîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíò-

íûå çàöåïëåíèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñëîâî êîñû β1 ìîæíî ïðèâåñòè

ê ñëîâó êîñû β2 ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äâèæåíèé Ìàðêîâà, ïî-

äðîáíåå ñì. ï. 1.2.

Dep. Math., The City College of New York, New York, NY, USA; shpilrain@yahoo.com.



588 Â. Ý. Øïèëüðàéí

� Àáåëèàíèçàöèÿ (ò. å. ôàêòîðãðóïïà ïî êîììóòàíòó) ëþáîé ãðóïïû

êîñ Bn ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áåñêîíå÷íóþ öèêëè÷åñêóþ ãðóïïó.

� Ëþáàÿ ãðóïïà êîñ Bn äîïóñêàåò òî÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ ÷åðåç àâòî-

ìîðôèçìû ñâîáîäíîé ãðóïïû Fn ðàíãà n. Îáîçíà÷èì îáðàç òàêîãî ïðåä-

ñòàâëåíèÿ ÷åðåç Cn.

� Äëÿ êàæäîé ãðóïïû Cn ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì â ãðóïïó n × n-

ìàòðèö íàä êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ Ëîðàíà îò îäíîé ïåðåìåííîé. Ýòîò ãî-

ìîìîðôèçì íå îáÿçàòåëüíî áóäåò èíúåêòèâíûì; îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç τ .

Ìàòðèöû, óïîìÿíóòûå â ïîñëåäíåì ïóíêòå, âû÷èñëÿþòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì. Ïóñòü x1, . . . , xn � ïîðîæäàþùèå ñâîáîäíîé ãðóïïû Fn. Ñíà÷à-

ëà âû÷èñëèì n × n-ìàòðèöó ßêîáè Jφ äëÿ äàííîãî àâòîìîðôèçìà φ ∈

Aut(Fn). Ýòî áóäåò ìàòðèöà ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ Ôîêñà di(yj), ãäå yj =

φ(xj). Ïðîèçâîäíûå Ôîêñà ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ãðóïïîâîãî êîëüöà ZFn,

ïîäðîáíåå ñì. � 1.1.

Ìàòðèöà Jφ îáëàäàåò èíòåðåñíûìè ñâîéñòâàìè, ñõîæèìè ñ ½îáû÷íîé�

ìàòðèöåé ßêîáè ìíîãîìåðíîé ôóíêöèè; íàïðèìåð, , äëÿ ãîìîìîðôèçìà

φ : Fn → Fn, ìàòðèöà Jφ îáðàòèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà φ îáðà-

òèì, ò. å. ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì Fn, [2]. Êðîìå òîãî, ñòðîêè Jφ ëèíåéíî

íåçàâèñèìû íàä ãðóïïîâûì êîëüöîì Fn òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà φ èíú-

åêòèâåí [3].

Îäíàêî îòîáðàæåíèå φ → Jφ íå ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì, ïîñêîëü-

êó ñîãëàñíî ïðàâèëó öåïè äëÿ ïðîèçâîäíûõ Ôîêñà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

Jφψ = Jψφ Jψ, ãäå J
ψ
φ îáîçíà÷àåò ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ãîìîìîðôèçìà ψ êî

âñåì ýëåìåíòàì Jφ (ëþáîé ãîìîìîðôèçì Fn ìîæåò áûòü ëèíåéíî ïðîäîë-

æåí íà ãðóïïîâîå êîëüöî ZFn).

Åñëè ìû õîòèì ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå àâòîìîðôèçìîâ èç Cn ñ ïîìî-

ùüþ ìàòðèö ßêîáè, òî ñëåäóåò ïðèìåíèòü ãîìîìîðôèçì, îáîçíà÷èì åãî

α, ê ïðîèçâåäåíèþ Jψφ Jψ: (J
ψ
φ Jψ)

α = Jψαφ Jαψ . Åñëè Jψαφ = Jαφ äëÿ âñåõ

φ,ψ ∈ Cn, òî ìû ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå àâòîìîðôèçìîâ èç Cn, ñîïî-

ñòàâëÿÿ φ ∈ Cn ñ Jαφ .

Äëÿ íåêîòîðûõ ãðóïï Cn ãîìîìîðôèçì α ìîæåò áûòü ãîìîìîðôèç-
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ìîì èç ãðóïïû Fn â áåñêîíå÷íóþ öèêëè÷åñêóþ ãðóïïó 〈t〉, ïðè êîòîðîì

êàæäûé ïîðîæäàþùèé xi îòîáðàæàåòñÿ â t. Ýòîò ãîìîìîðôèçì åñòåñòâåí-

íûì îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìîìîðôèçìà èç ãðóïïîâîãî êîëüöà ZFn
â ãðóïïîâîå êîëüöî Z[t] � êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ Ëîðàíà íàä Z îò îäíîé

ïåðåìåííîé.

Äëÿ îïðåäåëåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Bn ïîäãðóïïîé Aut(Fn), èç-

âåñòíîãî êàê ïðåäñòàâëåíèå Àðòèíà, îïèñàííîå âûøå ïðåäñòàâëåíèå ÷åðåç

ìàòðèöû íàä ìíîãî÷ëåíàìè Ëîðàíà íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì Áóðàó,

ñì. [4] èëè [1]. Â ñâîþ î÷åðåäü, ÍÎÄ âñåõ ìèíîðîâ îäíîãî è òîãî æå êîðàíãà,

ïîëó÷åííûõ èç ìàòðèöû Áóðàó âû÷èòàíèåì åäèíè÷íîé ìàòðèöû, èíâàðè-

àíòåí îòíîñèòåëüíî äâèæåíèé Ìàðêîâà, à ñëåäîâàòåëüíî ñëóæèò èçîòîï-

íûì èíâàðèàíòîì ñîîòâåòñòâóþùèõ çàöåïëåíèé. Äëÿ íåíóëåâûõ ìèíîðîâ

ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà ýòè èíâàðèàíòû èçâåñòíû êàê ìíîãî÷ëåíû Àëåêñàí-

äåðà, õîòÿ èçíà÷àëüíûé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ Àëåêñàíäåðà äëÿ

óçëà áûë äðóãèì. Îí áàçèðîâàëñÿ íà ïðåäñòàâëåíèè Âèðòèíãåðà ôóíäà-

ìåíòàëüíîé ãðóïïûG óçëà, ñì. [5]. Òàêèì îáðàçîì, ìíîãî÷ëåíû Àëåêñàíäå-

ðà ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè (êëàññà èçîìîðôèçìà) ãðóïïû G, è ïîòîìó íå

ìîãóò ðàçëè÷àòü äâà óçëà ñ èçîìîðôíûìè ôóíäàìåíòàëüíûìè ãðóïïàìè.

Îäíàêî ìû óòâåðæäàåì â � 3, ÷òî äâèæåíèÿ Ìàðêîâà ñîñòàâëÿþò îòíîñè-

òåëüíî íåáîëüøîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà âñåõ ïðåîáðàçîâàíèé Òèòöå,

è íàø ïîäõîä â � 2.1 ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè áîëåå òîíêèé àíàëèç òîãî, êàê

äâèæåíèÿ Ìàðêîâà âëèÿþò íà ìàòðèöó Áóðàó.

Ðàíåå Âàäà [6] îáíàðóæèë íåñêîëüêî äðóãèõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû êîñ

Bn ÷åðåç àâòîìîðôèçìû ñâîáîäíîé ãðóïïû Fn. Ïîçäíåå áûëî ïîêàçàíî,

÷òî ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè [7] (õîòÿ ýòî íå èìååò çíà÷åíèÿ

â äàííîé ñòàòüå). Íà îñíîâå ïðåäñòàâëåíèé Âàäû ìîæíî ïîëó÷èòü äðó-

ãèå ïðåäñòàâëåíèÿ êîñ ÷åðåç n × n-ìàòðèöû íàä ìíîãî÷ëåíàìè Ëîðàíà è

ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùèå èçîòîïíûå èíâàðèàíòû óçëîâ è çàöåïëåíèé.

Îäíàêî, êàê ìû ïðåäïîëàãàåì â � 5, ýòèì ñïîñîáîì íåëüçÿ ïîëó÷èòü ïðèí-

öèïèàëüíî íîâûå èíâàðèàíòû; ñêîðåå âñåãî, ïîëó÷åííûå èíâàðèàíòû ÿâ-

ëÿþòñÿ ñïåöèàëèçàöèåé ìíîãî÷ëåíîâ Àëåêñàíäåðà.
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1 ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÛÅ ÑÂÅÄÅÍÈß

Âñå ôàêòû, èçëîæåííûå â ýòîì ðàçäåëå, õîðîøî èçâåñòíû è ìîãóò áûòü

íàéäåíû, íàïðèìåð, â [1], íî äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ ìû äàåì çäåñü êðàòêîå

èçëîæåíèå.

1.1. Ïðîèçâîäíûå Ôîêñà. Ïóñòü Fn � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ðàíãà n,

à {x1, . . . , xn} � ôèêñèðîâàííîå ìíîæåñòâî ïîðîæäàþùèõ åå ýëåìåíòîâ.

Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ZFn � öåëî÷èñëåííîå ãðóïïîâîå êîëüöî ãðóïïû

Fn.

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå Ôîêñà ∂i ìîæíî îïðåäåëèòü äëÿ ýëåìåíòîâ ãðóï-

ïû Fn, èñïîëüçóÿ ïðàâèëà íèæå, íó à çàòåì ïðîäîëæèòü èõ, èñïîëüçóÿ

ëèíåéíîñòü, íà âñå ãðóïïîâîå êîëüöî ZFn:

(1) ∂i(xj) = δij (ñèìâîë Êðîíåêåðà);

(2) åñëè u = vxi ∈ Fn, òî ∂i(u) = v + ∂i(v);

(3) åñëè u = vx−1
i ∈ Fn, òî ∂i(u) = −vx−1

i + ∂i(v);

(4) åñëè u = vxj , j 6= i, òî ∂i(u) = ∂i(v).

Íàïðèìåð, åñëè u = x1x2x
−1
1 x2, òî ∂1(u) = −x1x2x−1

1 + 1.

1.2. Ìàðêîâñêèå äâèæåíèÿ. Áóäåì îáîçíà÷àòü êîñû è ñîîòâåòñòâó-

þùèå èì ñëîâà êîñ (ò. å. ñëîâà â ñòàíäàðòíûõ ïîðîæäàþùèõ σi ãðóïïû êîñ

Bn) îäíèìè è òåìè æå áóêâàìè, êîãäà êîíòåêñò íå âûçûâàåò ïóòàíèöû.

Òåîðåìà Ìàðêîâà, ñì. [1], ãëàñèò: äâå êîñû β1 ∈ Bn è β2 ∈ Bm ïðè

èõ çàìûêàíèè îáðàçóþò èçîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûå çàöåïëåíèÿ òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùåå ñëîâî êîñû β1 ìîæåò áûòü ïðå-

îáðàçîâàíî â ñëîâî êîñû β2 ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìàðêîâñêèõ

äâèæåíèé, ê êîòîðûì îòíîñÿòñÿ:

(1) Ñîïðÿæåíèå â ãðóïïå êîñ, ò.å. β ∈ Bn ìîæíî çàìåíèòü íà γ−1βγ

äëÿ íåêîòîðîãî γ ∈ Bn.

(2) Ñòàáèëèçàöèÿ. β ∈ Bn ìîæíî óìíîæèòü ñïðàâà íà σn èëè íà σ−1
n .

Îòìåòèì, ÷òî ãðóïïà Bn+1 ïîðîæäåíà σ1, . . . , σn, â òî âðåìÿ êàê ãðóïïà

Bn ïîðîæäåíà ñ ïîìîùüþ σ1, . . . , σn−1.
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(3) Îáðàòíîå ê (2). Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè β = γσ±1
n , ãäå γ ∈ Bn, òî β

ìîæíî çàìåíèòü íà γ.

1.3. Ìàòðèöû íàä Z[t±1] è èõ ýëåìåíòàðíûå èäåàëû. Â òåîðèè óç-

ëîâ ñóùåñòâóåò õîðîøî èçâåñòíàÿ êîíñòðóêöèÿ ìàòðèöû Àëåêñàíäåðà èç

ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû óçëà ïî ïîðîæäàþùèì è îïðå-

äåëÿþùèì ñîîòíîøåíèÿì, ñì. [5, ãë. 7]. Ýòà êîíñòðóêöèÿ àíàëîãè÷íà íà-

øåé êîíñòðóêöèè ïðåäñòàâëåíèÿ Áóðàó, îïèñàííîé âî Ââåäåíèè, ïîñêîëü-

êó ìàòðèöà Àëåêñàíäåðà òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé àáåëèàíèçèðîâàííûõ

÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ Ôîêñà, íî ýòè ïðîèçâîäíûå îòíîñÿòñÿ ê îïðåäåëÿþ-

ùèì ñîîòíîøåíèÿì â ïðåäñòàâëåíèè Âèðòèíãåðà.

Ëþáûå äâà ïðåäñòàâëåíèÿ (ïî ïîðîæäàþùèì è îïðåäåëÿþùèì ñîîòíî-

øåíèÿì) îäíîé è òîé æå ãðóïïû ýêâèâàëåíòíû ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ Òèò-

öå, ïîýòîìó ìîæíî èçó÷èòü âëèÿíèå ïðåîáðàçîâàíèé Òèòöå íà ñâîéñòâà

ìàòðèöû Àëåêñàíäåðà è ïîëó÷èòü èíâàðèàíòû óçëîâ.

Íàø ïîäõîä çäåñü ñõîæ ñ îïèñàííûì âûøå, çà èñêëþ÷åíèåì òîãî, ÷òî

ìû èìååì äåëî ñ äðóãèìè ìàòðèöàìè íàä Z[t±1] (â ÷àñòíîñòè, èñïîëüçó-

åìûå íàìè ìàòðèöû âñåãäà êâàäðàòíûå), è èíâàðèàíòíîñòü, êîòîðóþ ìû

õîòèì ïîëó÷èòü, äîëæíà áûòü îòíîñèòåëüíî ìàðêîâñêèõ äâèæåíèé, à íå

îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé Òèòöå. Îäíàêî ÷àñòü íàøåãî ïîäõîäà, ñâÿ-

çàííàÿ ñ ëèíåéíàÿ àëãåáðîé, î÷åíü ïîõîæà íà [5, ãë. 7.4].

Áîëåå òî÷íî, ïóñòü M � ìàòðèöà n× n íàä Z[t±1], à äëÿ 0 < n− k < n

ïîëîæèì Ek = Ek(M) � èäåàë êîëüöà Z[t±1], ïîðîæäåííûé âñåìè ìèíî-

ðàìè ðàçìåðà (n−k) ìàòðèöû M . Êðîìå òîãî, Ek(M) = {0}, åñëè k < 0, è

Ek(M) = Z[t±1], åñëè k ≥ n. Òîãäà öåïî÷êà èäåàëîâ E0 ⊆ E1 ⊆ . . . ⊆ En =

En+1 = Z[t±1] èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî îáû÷íûõ ýëåìåíòàðíûõ îïåðà-

öèé íàä ñòðîêàìè è/èëè ñòîëáöàìè ìàòðèöû M , à òàêæå îòíîñèòåëüíî

óâåëè÷åíèÿ ðàçìåðà ìàòðèöû M çà ñ÷åò îäíîâðåìåííîãî äîáàâëåíèÿ äî-

ïîëíèòåëüíûõ ñòðîêè (0 . . . 01) (âíèçó) è ñòîëáöà (0 . . . 01) (ñïðàâà).
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2 ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ ÀÐÒÈÍÀ ÃÐÓÏÏÛ ÊÎÑ È

ÑÎÎÒÂÅÒÑÒÂÓÞÙÈÅ ÏÎËÈÍÎÌÈÀËÜÍÛÅ

ÈÍÂÀÐÈÀÍÒÛ

Ñóùåñòâóåò õîðîøî èçâåñòíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû êîñ Bn â ãðóïïå àâ-

òîìîðôèçìîâ ñâîáîäíîé ãðóïïû Fn, ñì. [1, ñ. 25], ïðåäëîæåííîå Àðòèíîì.

Ïóñòü Fn ïîðîæäàåòñÿ x1, . . . , xn. Òîãäà àâòîìîðôèçì σ̂i, ñîîòâåòñòâóþ-

ùèé ïîðîæäàþùåìó êîñû σi, îòîáðàæàåò xi â xixi+1x
−1
i , xi+1 â xi è ôèêñè-

ðóåò âñå îñòàëüíûå ïîðîæäàþùèå xk. Îáîçíà÷èì ýòî ïðåäñòàâëåíèå ãðóï-

ïû êîñ êàê φ.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà ßêîáè Jφ â îñíîâíîì ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íîé

ìàòðèöåé, çà èñêëþ÷åíèåì êëåòêè ðàçìåðà 2× 2, ãëàâíàÿ äèàãîíàëü êîòî-

ðîé ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ãëàâíîé äèàãîíàëè Jφ, è ýòà ÿ÷åéêà âûãëÿäèò ñëåäó-

þùèì îáðàçîì:  1− xixi+1x
−1
i xi

1 0

 .

Åñëè òåïåðü îïðåäåëèòü ãîìîìîðôèçì α, çàìåíèâ êàæäûé xi íà t, òî áóäåò

âûïîëíåíî óñëîâèå Jψαφ = Jαφ äëÿ âñåõ φ,ψ â îáðàçå ïðåäñòàâëåíèÿ Àðòèíà,

è, ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå φ → Jαφ áóäåò ãîìîìîðôèçìîì. Ñîîòâåò-

ñòâóþùàÿ 2×2 êëåòêà â Jαφ áóäåò âûãëÿäåòü òàê:

 1− t t

1 0

. Îòìåòèì,
÷òî îáðàòíàÿ ìàòðèöà ýòîé êëåòêè áóäåò èìåòü âèä

 0 1

t−1 1− t−1

.
Ýòî êîíêðåòíîå ïðåäñòàâëåíèå êîñ ñ ïîìîùüþ ìàòðèö Jαφ èçâåñòíî êàê

ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó, ñì. [1] èëè [4].

2.1. Èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî äâèæåíèé Ìàðêîâà. Òåïåðü

ìû ïîêàæåì, ÷òî èäåàëû êîëüöà Z[t±1], ïîðîæäåííûå âñåìè ìèíîðàìè ðàç-

ìåðà k×k ìàòðèöû Jαφ−I, èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî äâèæåíèé Ìàðêîâà,

ïðèìåíÿåìûõ ê êîñå, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò àâòîìîðôèçìó φ. Îáîçíà÷èì

÷åðåç I åäèíè÷íóþ ìàòðèöó ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçìåðà.

Èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ñîïðÿæåíèé î÷åâèäíà, ïîýòîìó ìû âû-

÷èñëèì ðåçóëüòàò (íà ìàòðèöå Jαφ − I) óìíîæåíèÿ êîñû β èç Bn íà σn èëè
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σ−1
n ñïðàâà (îáîçíà÷èì ìàòðèöó Jαφ ÷åðåç Jβ äëÿ êðàòêîñòè):

Jβσn − I =


a11 . . .

...
. . . y 0

. . . x 0

. . . 0 1




1 . . .

...
. . . 0 0

. . . 1− t t

. . . 1 0

− I

=


a11 − 1 . . .

...
. . . y − yt yt

. . . x− xt− 1 xt

0 . . . 1 −1

 .

Ïîñëå äîáàâëåíèÿ ïîñëåäíåãî ñòîëáöà êî âòîðîìó ñòîëáöó ñïðàâà, ïî-

ëó÷èì ìàòðèöó 
a11 − 1 . . .

...
. . . y yt

. . . x− 1 xt

0 . . . 0 −1

 .

Òàêèì îáðàçîì, det(Jβσn − I) = − det(Jβ − I), ïîýòîìó det(Jβ − I) è

det(Jβσn − I) ïîðîæäàþò îäèí è òîò æå èäåàë êîëüöà Z[t±1].

Êðîìå òîãî, öåïî÷êè ýëåìåíòàðíûõ èäåàëîâ ìàòðèö (Jβ−I) è (Jβσn−I)

îäèíàêîâû, òàê êàê ïîñëåäíÿÿ ìàòðèöà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ïåðâîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé, ñì. � 1.4.

Òåïåðü ñðàâíèì ìàòðèöû Jβ − I è Jβσ−1
n

− I.

Jβσ−1
n

− I =


a11 . . .

...
. . . y 0

. . . x 0

. . . 0 1




1 . . .

...
. . . 0 0

. . . 0 1

. . . t−1 1− t−1

− I
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=


a11 . . .

...
. . . 0 y

. . . 0 x

0 . . . t−1 1− t−1

− I

=


a11 − 1 . . .

...
. . . 0 y

. . . −1 x

0 . . . t−1 −t−1

 .

Ïîñëå äîáàâëåíèÿ âòîðîãî ñòîëáöà ñïðàâà ê ïðàâîìó ñòîëáöó è ïîñëåäóþ-

ùåé ïåðåñòàíîâêè ïîñëåäíèõ äâóõ ñòîëáöîâ ïîëó÷àåì ìàòðèöó
a11 − 1 . . .

...
. . . y 0

. . . x− 1 −1

0 . . . 0 −t−1

 .

Ìû âèäèì, ÷òî det(Jβσ−1
n

− I) = t−1 det(Jβ − I). Öåïî÷êè ýëåìåíòàðíûõ

èäåàëîâ ìàòðèö (Jβ − I) è (Jβσ−1
n

− I) îäèíàêîâû, ò. ê. ïîñëåäíÿÿ ìàòðè-

öà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ïåðâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ýëåìåíòàðíûõ

îïåðàöèé, ñì. � 1.4.

3 ÌÎÆÍÎ ËÈ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÒÜ ÌÀÒÐÈÖÛ ÁÓÐÀÓ

ÄËß ÄÅÌÎÍÑÒÐÀÖÈÈ ÒÎÃÎ, ×ÒÎ ÏÐÀÂÛÅ È

ËÅÂÛÅ ÒÐÈËÈÑÒÍÈÊÈ ÍÅ ÈÇÎÒÎÏÍÛ?

Ñóùåñòâóåò ðàñïðîñòðàí åííîå ìíåíèå, ÷òî ìàòðèöû Àëåêñàíäåðà, ïîëó-

÷åííûå èç ïðåäñòàâëåíèé ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû óçëà, íå ìîãóò áûòü

èñïîëüçîâàíû äëÿ ðàçëè÷èÿ äâóõ óçëîâ ñ èçîìîðôíûìè ôóíäàìåíòàëü-

íûìè ãðóïïàìè. Îäíàêî ½èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî èçîìîðôèçìîâ�

îáû÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ñì., íàïðèìåð, [5, ãë. 7.4], êàê èíâàðèàíòíîñòü

îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé Òèòöå.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äâèæåíèÿ Ìàðêîâà, íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, ñîñòàâëÿ-
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þò îòíîñèòåëüíî ìàëóþ ÷àñòü îò ìíîæåñòâà âñåõ ïðåîáðàçîâàíèé Òèòöå,

è èìåííî ïîýòîìó íàø ïîäõîä â � 1.1 ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè áîëåå òîíêèé

àíàëèç.

Ïðîèëëþñòðèðóåì íàø ïîäõîä íà ïðèìåðå ïðàâîãî è ëåâîãî òðèëèñò-

íèêîâ. Êîñà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðàâîìó òðèëèñòíèêó, ýòî β = σ31, è ñîîò-

âåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà Jβ − I èìååò âèä −t3 + t2 − t t3 − t2 + t

t2 − t+ 1 −t2 + t− 1

 .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êîñà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ëåâîìó òðèëèñòíèêó, ýòî

β′ = σ−3
1 , è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà Jβ′ − I èìååò âèä −t−2 + t−1 − 1 t−2 − t−1 + 1

t−3 − t−2 + t−1 −t−3 + t−2 − t−1

 .

Êàæåòñÿ ïðàâäîïîäîáíûì, ÷òî íèêàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äâèæåíèé

Ìàðêîâà, ïðèìåíÿåìàÿ ê êîñå β′, íå ìîæåò ïîëíîñòüþ óñòðàíèòü ìîíîìû

tk ñ k < 0 èç ìàòðèöû Jβ′−I. Ýòî î÷åâèäíî äëÿ äâèæåíèé Ìàðêîâà òèïîâ 2

è 3, òàê íàçûâàåìàÿ ñòàáèëèçàöèÿ è îáðàòíîå ê íåé äâèæåíèå, èç � 2.1. Íî

ýôôåêò ñîïðÿæåíèÿ íå òàê î÷åâèäåí. Îáðàùàåì âíèìàíèå, ÷òî ñîïðÿæåíèå

ìîæíî äåëàòü íå ïðîñòî ëþáîé ìàòðèöåé íàä Z[t±1], à òîëüêî ìàòðèöàìè

Áóðàó, ñîîòâåòñòâóþùèì êîñàì.

Òåì íå ìåíåå èçâåñòíî, ÷òî êîñû σ1 è σ−1
1 ïîðîæäàþò îäèí è òîò æå

óçåë, à èìåííî òðèâèàëüíûé, à êîñû σ21 è σ−2
1 ïîðîæäàþò îäíî è òî æå

çàöåïëåíèå, à èìåííî çàöåïëåíèå Õîïôà. Âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû Áóðàó

äëÿ σ−2
1 èìåþò ìîíîìû âèäà tk ñ k < 0, è âñå æå ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü äâèæåíèé Ìàðêîâà, êîòîðàÿ ïðèâîäèò σ−2
1 ê σ21, íåñìîòðÿ íà òî,

÷òî ìàòðèöà Áóðàó äëÿ σ21 íå ñîäåðæèò ìîíîìîâ t
k ñ k < 0. Ñëåäîâàòåëü-

íî, ïîëåçíî íàéòè ÿâíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äâèæåíèé Ìàðêîâà, êîòîðàÿ

ïðèâîäèò σ−2
1 ê σ21, ÷òîáû ïîïûòàòüñÿ íàéòè àëãåáðàè÷åñêîå îáúÿñíåíèå,

ïî÷åìó íåò òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êîòîðàÿ ïðèâîäèò σ−3
1 ê σ31.

3.1. Ãðóïïà àññîöèèðîâàííàÿ ñ ýíäîìîðôèçìîì Fn.Ìû óïîìèíà-
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ëè âûøå, ÷òî äâèæåíèÿ Ìàðêîâà îáðàçóþò ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà âñåõ

ïðåîáðàçîâàíèé Òèööå, íî ïðåîáðàçîâàíèÿ Òèööå ïðèìåíÿþòñÿ ê ïðåä-

ñòàâëåíèþ ãðóïïû ñ ïîìîùüþ ïîðîæäàþùèõ è îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøå-

íèé, â òî âðåìÿ êàê äâèæåíèÿ Ìàðêîâà ïðèìåíÿþòñÿ ê ýëåìåíòàì ãðóïïû

êîñ Bn. Ïîýòîìó íåîáõîäèìû ïîÿñíåíèÿ.

Ïóñòü Fn � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ðàíãà n ñ íàáîðîì ïîðîæäàþùèõ {x1, . . . ,

xn}. Ïóñòü φ : Fn → Fn � ýíäîìîðôèçì ãðóïïû Fn. Ïîëîæèì φ(xi) = yi.

Òîãäà ìîæíî àññîöèèðîâàòü ñëåäóþùóþ ãðóïïó, çàäàííóþ ïîðîæäàþùè-

ìè è îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè, ñ ýíäîìîðôèçìîì φ:

Gφ = 〈x1, . . . , xn | y1 = x1, . . . , yn = xn〉.

Ýêâèâàëåíòíî, Gφ = 〈x1, . . . , xn | x−1
1 y1, . . . , x

−1
n yn〉. Ýòà ãðóïïà, íàñêîëüêî

èçâåñòíî, íå èìååò ñïåöèàëüíîãî èìåíè. Åå íå ñëåäóåò ïóòàòü ñ îòîáðàæå-

íèÿìè òîðà φ, ñì. [8].

Ìàòðèöà Àëåêñàíäåðà A [5, ãë. 7.3] äëÿ äàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëó÷à-

åòñÿ èç ìàòðèöû Jφ ïóòåì óìíîæåíèÿ êàæäîãî ýëåìåíòà â ñòðîêå i íà x−1
i

(ñëåâà), à çàòåì âû÷èòàíèÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû ñ x−1
i íà äèàãîíàëè.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå ïðèìåíåíèÿ îòîáðàæåíèÿ àáåëèíèçèöèè α : xi → t

ïîëó÷àåì Aα = t−1(Jαφ − I). Ñëåäîâàòåëüíî, öåïî÷êà ýëåìåíòàðíûõ èäå-

àëîâ ìàòðèöû Aα ñîâïàäàåò ñ öåïî÷êîé ýëåìåíòàðíûõ èäåàëîâ ìàòðèöû

(Jαφ − I).

Ïðåîáðàçîâàíèÿ Òèööå, ïðèìåíÿåìûå ê ïðåäñòàâëåíèþ ãðóïïûGφ, ïðè-

âîäÿò ê ýëåìåíòàðíûì îïåðàöèÿì íàä ñòðîêàìè è ñòîëáöàìè ìàòðèöû Aα,

òî÷íî òàê æå, êàê äâèæåíèÿ Ìàðêîâà ïðèâîäÿò ê ýëåìåíòàðíûì îïåðà-

öèÿì íàä ñòðîêàìè è ñòîëáöàìè ìàòðèöû (Jαφ − I). Ïîñêîëüêó äâèæåíèÿ

Ìàðêîâà òèïà (1) � ýòî ïðîñòî ñîïðÿæåíèÿ, à íå ïðîèçâîëüíûå èçîìîð-

ôèçìû, èõ äåéñòâèå íà ìàòðèöó (Jαφ − I) ìîæíî êîíòðîëèðîâàòü ëó÷øå,

ïî êðàéíåé ìåðå òåîðåòè÷åñêè.
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4 ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ ÂÀÄÛ ÃÐÓÏÏÛ ÊÎÑ È

ÑÎÎÒÂÅÒÑÒÂÓÞÙÈÅ ÈÍÂÀÐÈÀÍÒÛ ÓÇËÎÂ

Âàäà [6] íàøåë íåñêîëüêî äðóãèõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû êîñ Bn â ãðóïïå

Aut(Fn); ïîçæå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè [7].

Â ýòîé ðàáîòå íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ïðåäñòàâëåíèå Âàäû, â êîòîðîì

àâòîìîðôèçì σ̂i, ñîîòâåòñòâóþùèé ïîðîæäàþùåìó ãðóïïû êîñ σi, îòîáðà-

æàåò xi â x2ixi+1, xi+1 â x
−1
i+1x

−1
i xi+1 è îñòàâëÿåò âñå äðóãèå ïîðîæäàþùèå

xk íà ìåñòå.

Ìàòðèöà ßêîáè Jσ̂i ÿâëÿåòñÿ â îñíîâíîì n × n åäèíè÷íîé ìàòðèöåé,

çà èñêëþ÷åíèåì êëåòêè ðàçìåðà 2 × 2, ÷üÿ ãëàâíàÿ äèàãîíàëü ÿâëÿåòñÿ

÷àñòüþ ãëàâíîé äèàãîíàëè ìàòðèöû Jφ, è ýòà ÿ÷åéêà âûãëÿäèò òàê: 1 + xi x2i

−x−1
i+1x

−1
i −x−1

i+1 + x−1
i+1x

−1
i

 .

Çäåñü îïðåäåëåíèå îòîáðàæåíèÿ àáåëèíèçèöèè α, ÷òîáû îíî óäîâëåòâîðÿëî

óñëîâèþ Jψαφ = Jαφ äëÿ âñåõ φ,ψ â îáðàçå ïðåäñòàâëåíèÿ Âàäû, íåñêîëüêî

ñëîæíåå. Îíî ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè i ≥ 1

íå÷åòíîå, òî α(xi) = t; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, α(xi) = t−1. Åñëè i íå÷åòíîå,

òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ 2× 2 ÿ÷åéêà â Jαφ áóäåò âûãëÿäåòü òàê:

 1 + t t2

−1 1− t

 .

Îáðàòíîé ìàòðèöåé ýòîé ÿ÷åéêè áóäåò 1− t −t2

1 1 + t

 .

Åñëè i ÷åòíîå, òî êëåòêà áóäåò âûãëÿäåòü òàê: 1 + t−1 t−2

−1 1− t−1

 .
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Îáðàòíîé ìàòðèöåé ýòîé êëåòêè áóäåò 1− t−1 −t−2

1 1 + t−1

 .

Îáîçíà÷èì ìàòðèöó Jαφ , ñîîòâåòñòâóþùóþ êîñå β, êàê Jβ . Âû÷èñëèì

ðåçóëüòàò äâèæåíèÿ Ìàðêîâà, ïðèìåíÿåìîãî ê êîñå β, íà ìàòðèöå (Jβ−I).

Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî β óìíîæåíà íà σn ïðè íå÷åòíîì n.

Jβσn − I =


a11 . . .

...
. . . y 0

. . . x 0

. . . 0 1




1 . . .

...
. . . 0 0

. . . 1 + t t2

. . . −1 1− t

− I

=


a11 . . .

...
. . . y(1 + t) yt2

. . . x(1 + t) xt2

0 . . . −1 1− t

− I

=


a11 − 1 . . .

...
. . . y(1 + t) yt2

. . . x(1 + t)− 1 xt2

0 . . . −1 −t

 .

Òåïåðü äîáàâëÿåì ïîñëåäíþþ ñòðîêó, óìíîæåííóþ íà xt, êî âòîðîé

ñòðîêå ñíèçó, à çàòåì äîáàâëÿåì ïîñëåäíþþ ñòðîêó, óìíîæåííóþ íà yt, ê

òðåòüåé ñòðîêå ñíèçó. Ýòî äàåò
a11 − 1 . . .

...
. . . y 0

. . . x− 1 0

0 . . . −1 −t

 .

Íàêîíåö, óìíîæàåì êðàéíèé ïðàâûé ñòîëáåö íà −t−1 è äîáàâëÿåì åãî êî
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âòîðîìó ñòîëáöó ñïðàâà, ïîëó÷àÿ
a11 − 1 . . .

...
. . . y 0

. . . x− 1 0

0 . . . 0 −t

 .

Çàìåòèì, ÷òî det(Jβσn − I) = −t det(Jβ − I). Öåïî÷êè ýëåìåíòàðíûõ

èäåàëîâ ìàòðèö (Jβ − I) è (Jβσn − I) ñîâïàäàþò, ò. ê. ïîñëåäíÿÿ ìàòðèöà

ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ïåðâîé ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòàðíûõ

îïåðàöèé, ñì. ï. 1.4.

Ñðàâíèì ìàòðèöû Jβ − I è Jβσ−1
n

− I:

Jβσ−1
n

− I =


a11 . . .

...
. . . y 0

. . . x 0

. . . 0 1




1 . . .

...
. . . 0 0

. . . 1− t −t2

. . . 1 1 + t

− I

=


a11 . . .

...
. . . y(1− t) −yt2

. . . x(1− t) −xt2

0 . . . 1 1 + t

− I

=


a11 − 1 . . .

...
. . . y(1− t) −yt2

. . . x(1− t)− 1 −xt2

0 . . . 1 t

 .

Çàìåòèì, ÷òî det(Jβσ−1
n

− I) = t det(Jβ − I). Òàêæå öåïî÷êè ýëåìåí-

òàðíûõ èäåàëîâ ìàòðèö (Jβ − I) è (Jβσ−1
n

− I) ñîâïàäàþò, ò. ê. ïîñëåäíÿÿ

ìàòðèöà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ïåðâîé ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëå-

ìåíòàðíûõ îïåðàöèé, ñì. ï. 1.4.

Ýòî çàâåðøàåò ñëó÷àé, êîãäà n íå÷åòíîå. Ñëó÷àé, êîãäà n ÷åòíîå, ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî, ò. ê. îí ñâîäèòñÿ ê çàìåíå t íà t−1 â ïðèâåäåííûõ
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âûøå âû÷èñëåíèÿõ.

4.1. Ïîëèíîìû Âàäû. Èíâàðèàíòû, ïîëó÷åííûå èç ïðåäñòàâëåíèÿ

Âàäû � ýòî èäåàëû Ek êîëüöà ðÿäîâ Ëîðàíà Z[t±1], ïîðîæäåííûå âñåìè

ìèíîðàìè ðàçìåðà (n−k)×(n−k) ñîîòâåòñòâóþùåé n×n ìàòðèöû Jαφ −I.

Åñëè ìèíîð ðàçìåðà n×n (ò. å. îïðåäåëèòåëü) ìàòðèöû Jαφ − I ðàâåí 0, òî

ðàññìàòðèâàþòñÿ ìèíîðû ðàçìåðà (n− 1)× (n− 1) è ò. ä.

Ïîëèíîì, ïîðîæäàþùèé íåíóëåâîé Ek ñ íàèìåíüøèì k ≥ 0, íàçûâà-

åòñÿ ïîëèíîìîì Âàäû ñîîòâåòñòâóþùåãî óçëà èëè çàöåïëåíèÿ. ×òîáû èç-

áåæàòü íåîäíîçíà÷íîñòè, ïîëèíîìû Âàäû íîðìàëèçóþòñÿ ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì: (1) ïîëèíîì íå äîëæåí ñîäåðæàòü îòðèöàòåëüíûõ ïîêàçàòåëåé t;

(2) ñâîáîäíûé ÷ëåí íå äîëæåí áûòü ðàâåí 0; (3) êîýôôèöèåíò ñòàðøå-

ãî ìîíîìà äîëæåí áûòü ïîëîæèòåëüíûì. Íàïðèìåð, íîðìàëèçóÿ ïîëèíîì

t−2 − 1− t, ìû óìíîæàåì åãî íà t2, ìåíÿåì çíàê è ïîëó÷àåì t3 + t2 − 1.

5 ÏÐÈÌÅÐÛ

Çäåñü ìû ïðèâîäèì ïðèìåðû ïîëèíîìîâ Âàäû äëÿ íåêîòîðûõ ïðîñòûõ

óçëîâ è çàöåïëåíèé, à òàêæå ñðàâíèâàåì èõ ñ ïîëèíîìàìè Àëåêñàíäåðà.

5.1. Òðèâèàëüíûé óçåë. Êîñà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ òðèâèàëüíîìó óçëó,

èìååò âèä β = σ1, è ìàòðèöà Jβ − I ðàâíà t t2

−1 −t

 .

Îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû ðàâåí 0, ïîýòîìó ìû ðàññìàòðèâàåì ÍÎÄ

ìèíîðà ðàçìåðà 1× 1, êîòîðûé ðàâåí 1. Ýòî ñîâïàäàåò ñ ïîëèíîìîì Àëåê-

ñàíäåðà äëÿ òðèâèàëüíîãî óçëà.

5.2. Çàöåïëåíèå Õîïôà. Êîñà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàöåïëåíèþ Õîïôà,

èìååò âèä β = σ21, è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà Jβ − I ðàâíà 2t 2t2

−2 −2t

 .
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Îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû ðàâåí 0, ïîýòîìó ìû ðàññìàòðèâàåì ÍÎÄ

ìèíîðà ðàçìåðà 1×1, êîòîðûé ðàâåí 2. Ýòî ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì Âàäû äëÿ

çàöåïëåíèÿ Õîïôà. Çàìåòèì, ÷òî ïîëèíîì Àëåêñàíäåðà äëÿ çàöåïëåíèÿ

Õîïôà ðàâåí 1− t.

5.3. Òðèëèñòíèê.Êîñà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ (ïðàâîìó) òðèëèñòíèêó, èìå-

åò âèä β = σ31, è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà Jβ − I ðàâíà 3t 3t2

−3 −3t

 .

Îïÿòü æå, âû÷èñëÿåì ÍÎÄ ìèíîðà ðàçìåðà 1 × 1, êîòîðûé ðàâåí 3. Ýòî

ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì Âàäû äëÿ òðèëèñòíèêà. Îáðàùàåì âíèìàíèå, ÷òî ïî-

ëèíîì Àëåêñàíäåðà äëÿ òðèëèñòíèêà ðàâåí 1− t+ t2.

5.4. (2, k) òîðè÷åñêèå óçëû. Âû÷èñëåíèå ìàòðèöû Jβ ëåãêî îáîáùà-

åòñÿ ïî èíäóêöèè äëÿ óçëîâ (èëè çàöåïëåíèé), ñîîòâåòñòâóþùèõ êîñàì σk1 .

Åñëè k ≥ 3 íå÷åòíî, ýòî äàåò (2, k) òîðè÷åñêèå óçëû. Åñëè k ≥ 2 ÷åòíî, òî

ýòî (2, k) òîðè÷åñêèå çàöåïëåíèÿ. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîëèíîì Âàäû ðàâåí k.

Ïîëèíîì Àëåêñàíäåðà ðàâåí 1+tk

1+t = 1− t+ t2 − . . .+ (−1)k−1tk−1.

5.5. Óçåë âîñüìåðêà. Êîñà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ óçëó âîñüìåðêå, èìååò

âèä β = (σ1σ
−1
2 )2, è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà Jβ − I ðàâíà


3t 3t2 − 4t −4

−3 + t−1 5− 3t− 3t−1 −3t−2 + 4t−1

−1 3− t 3t−1

 .

Îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû ðàâåí 0, à ÍÎÄ âñåõ ìèíîðîâ ðàçìåðà 2 ×

2 ðàâåí 5, òåì ñàìûì ýòî ïîëèíîì Âàäû äëÿ óçëà âîñüìåðêà. Ïîëèíîì

Àëåêñàíäåðà äëÿ ýòîãî óçëà ðàâåí t2 − 3t+ 1.

5.6. Ïðÿìîé óçåë. Ïðÿìîé óçåë ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé äâóõ ïðàâûõ

òðèëèñòíèêîâ. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîñà èìååò âèä β = σ31σ
3
2, à ñîîòâåòñòâó-
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þùàÿ ìàòðèöà Jβ − I ðàâíà


3t 9t+ 3t2 9

−3 3t−1 − 3t− 9 3t−2 − 9t−1

0 −3 −3t−1

 .

Îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû ðàâåí 0, à ÍÎÄ âñåõ ìèíîðîâ ðàçìåðà 2 × 2

ðàâåí 9, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì Âàäû äëÿ êâàäðàòíîãî óçëà. Ïîëèíîì

Àëåêñàíäåðà äëÿ êâàäðàòíîãî óçëà ðàâåí (1− t+ t2)2.

5.7. Áàáèé óçåë. Áàáèé óçåë ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé ïðàâîãî è ëåâîãî

òðèëèñòíèêîâ. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîñà èìååò âèä β = σ31σ
−3
2 , à ñîîòâåòñòâó-

þùàÿ ìàòðèöà Jβ − I ðàâíà


3t −9t+ 3t2 −9

−3 −3t−1 − 3t+ 9 −3t−2 + 9t−1

0 3 3t−1

 .

Îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû ðàâåí 0, à ÍÎÄ âñåõ ìèíîðîâ ðàçìåðà 2 × 2

ðàâåí 9, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì Âàäû äëÿ áàáüåãî óçëà, òàêèì æå, êàê

äëÿ ïðÿìîãî. Ïîëèíîì Àëåêñàíäåðà äëÿ áàáüåãî óçëà ðàâåí (1 − t + t2)2,

êàê è äëÿ ïðÿìîãî.

Ýòè ïðèìåðû ïîçâîëÿþò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå.

Ãèïîòåçà. Ïîëèíîì Âàäû ÿâëÿåòñÿ ñïåöèàëèçàöèåé ïîëèíîìà Àëåê-

ñàíäåðà ïðè t = −1.
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ÓÄÊ 512.544.33

Ì.Ã. Àìàãëîáåëè, Ò. Ç. Áîêåëàâàäçå, À. Ã. Ìÿñíèêîâ, Ñîîòâåòñòâèå Ìàëü-

öåâà è áèèíòåðïðåòèðóåìîñòü, Àëãåáðà è ëîãèêà, 64, No. 5, 471�497 (2024).

Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ èçâåñòíîãî ñîîòâåòñòâèÿ Ìàëüöåâà ìåæäó

íèëüïîòåíòíûìè k-ãðóïïàìè G è íèëüïîòåíòíûìè àëãåáðàìè Ëè L íàä ïî-

ëåì k õàðàêòåðèñòèêè íóëü ñ òåîðåòèêî-ìîäåëüíîé, àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêîé

è àëãîðèòìè÷åñêîé òî÷åê çðåíèÿ. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ãðóïïà

G è ñîîòâåòñòâóþùàÿ àëãåáðà Ëè L(G) áèèíòåðïðåòèðóåìû óðàâíåíèÿìè

äðóã â äðóãå. Ýòî äàåò ñóùåñòâåííî áîëåå òî÷íîå îïèñàíèå ñîîòâåòñòâèÿ,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî â äîïîëíåíèå ê êëàññè÷åñêèì êàòåãîðèéíûì ñâîé-

ñòâàì ãðóïïà G è àëãåáðà L(G) îáëàäàþò ìíîãèìè äðóãèìè àëãåáðàè÷å-

ñêèìè, àëãîðèòìè÷åñêèìè è òåîðåòèêî-ìîäåëüíûìè ñâîéñòâàìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íèëüïîòåíòíûå ãðóïïû, íèëüïîòåíòíûå àëãåáðû Ëè,

ñîîòâåòñòâèå Ìàëüöåâà, áèèíòåðïðåòèðóåìîñòü, äèîôàíòîâà ïðîáëåìà,
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F êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè íå ìåíåå 3 ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî P (V ) (ìíî-

æåñòâî âñåõ ïîäïðîñòðàíñòâ V ñ áèíàðíûì ïðåäèêàòîì âêëþ÷åíèÿ) ðåãó-

ëÿðíî èíúåêòèâíî áè-èíòåðïðåòèðóåìî ñ ïîëåì F .
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Äëÿ ðàçðåøèìîé ãðóïïû Áàóìñëàãà � Ñîëèòåðà BS(1, n) (n > 1) îïðå-

äåëÿåòñÿ äåëèìîå ïîïîëíåíèå BSd(1, n). Îïèñûâàþòñÿ ãðóïïû, ýëåìåíòàð-

íî ýêâèâàëåíòíûå ãðóïïå BSd(1, n), íàõîäèòñÿ àêñèîìàòèêà òåîðèè ãðóïïû
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Ïóàññîíà, Àëãåáðà è ëîãèêà, 64, No. 5, 564�586 (2024).

Èçó÷àþòñÿ àâòîìîðôèçìû òèïà Àíèêà ñâîáîäíîé àëãåáðû Ïóàññîíà.

Óñòàíàâëèâàþòñÿ íîâûå ñâîéñòâà òàêèõ àâòîìîðôèçìîâ è èõ ñâÿçü ñ àâòî-

ìîðôèçìàìè ñâîáîäíîé àññîöèàòèâíîé àëãåáðû. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçûâàåò-

ñÿ, ÷òî ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ òèïà Àíèêà ñâîáîäíîé àëãåáðû Ïóàññîíà

èçîìîðôíà ãðóïïå àâòîìîðôèçìîâ òèïà Àíèêà ñâîáîäíîé àññîöèàòèâíîé

àëãåáðû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: àâòîìîðôèçì òèïà Àíèêà, àëãåáðà Ïóàññîíà, àâòî-

ìîðôèçì, ñâîáîäíàÿ àëãåáðà.
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ÓÄÊ 515.162.8

Â.Ý. Øïèëüðàéí, Óçëîâûå èíâàðèàíòû èç ïðåäñòàâëåíèé êîñ àâòîìîð-

ôèçìàìè ñâîáîäíîé ãðóïïû, Àëãåáðà è ëîãèêà, 64, No. 5, 587�603 (2024).

Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ íîâûõ èíâàðèàíòîâ óçëîâ, âîçíèêàþùèõ

èç ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï êîñ àâòîìîðôèçìàìè ñâîáîäíûõ ãðóïï. Èçó÷àþò-

ñÿ ñâîéñòâà ýòèõ èíâàðèàíòîâ, èõ ñâÿçü ñ êëàññè÷åñêèìè ïîëèíîìèàëü-

íûìè èíâàðèàíòàìè, à òàêæå ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû, äåìîíñòðèðóþùèå èõ

ðàçëè÷èòåëüíóþ ñèëó. Â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî ïðåäëîæåííûé ïîäõîä

ïîçâîëÿåò ðàçëè÷àòü óçëû, íå ðàçëè÷àåìûå ïîëèíîìîì Àëåêñàíäåðà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óçëû, ãðóïïû êîñ, ñâîáîäíûå ãðóïïû, àâòîìîðôèçìû,

èíâàðèàíòû óçëîâ, ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï.


