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М. И. Дьяченко, А. П. Солодов

СВОЙСТВА ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ РЯДОВ
С ДРОБНО-МОНОТОННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

Рассматриваются классы тригонометрических рядов, коэффициенты которых об-
ладают дробной монотонностью. Свойства этих классов хорошо известны, когда
порядок монотонности является натуральным числом. Приводится обзор работ,
посвященных изучению общей ситуации. Библиография: 26 назв.

1. Введение

Много работ посвящено изучению свойств рядов

a0
2

+

∞∑
n=1

an cosnx, (1.1)

∞∑
n=1

an sinnx, (1.2)

где последовательность a = {an}∞n=0 стремится к нулю и является монотонной или выпуклой. В
частности, знаменитые теоремы Харди, Литтлвуда, Колмогорова и Лоренца посвящены этим ря-
дам. Однако в некоторых отношениях свойства этих рядов и их сумм существенно различаются в
монотонном и выпуклом случаях. Поэтому естественно ввести непрерывную шкалу монотонности,
включающую оба случая.

Определение 1.1. Пусть α ∈ (−∞,∞). Числами Чезаро {Aαn}∞n=0 называются коэффициенты
разложения

(1 − x)
−α−1

=

∞∑
n=0

Aαnx
n, x ∈ (0, 1).

Перечислим некоторые известные свойства чисел Чезаро (см. [1]).

(1) A0
n = 1 для n = 0, 1, . . . и Aα0 = 1 для любого α.

(2) Если α �= −1,−2, . . . , то существуют постоянные C1(α) > 0 и C2(α) > 0, зависящие только
от α, такие, что C2(α)n

α � |Aαn | � C1(α)n
α для всех n > 0.

(3) При α > −1 и любом n выполнено Aαn > 0; при α > 0 Aαn ↑ ∞ при n → ∞; при −1 < α < 0
Aαn ↓ 0 при n→ ∞.
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(4) Для всех α, β и n = 0, 1, . . .
n∑
k=0

Aαn−kA
β
k = Aα+β+1

n . В частности, Aαn −Aαn−1 = Aα−1
n .

(5) При α > −1 и n = 0, 1, . . .

Aαn =
(α + 1)(α+ 2) . . . (α+ n)

n!
.

Для числовой последовательности a = {an}∞n=0 и действительного числа α положим

Δαan =

∞∑
k=0

A−α−1
k an+k, n = 0, 1, . . . ,

если этот ряд сходится (например, если α > 0 и последовательность a ограничена).

Определение 1.2. Пусть α > 0 и a = {an}∞n=0 — последовательность действительных чисел.
Будем писать a ∈Mα, если limn→∞ an = 0 и Δαan � 0 при n = 0, 1, . . . .

Изучение последовательностей a ∈ Mα опирается на результаты [2] о свойствах разностей
дробного порядка.

Из определения 1.2 следует, что M0 совпадает с классом стремящихся к нулю последователь-
ностей неотрицательных чисел, M1 — с классом монотонно невозрастающих стремящихся к нулю
последовательностей, M2 — с классом выпуклых стремящихся к нулю последовательностей и т.д.
Кроме того, в [3, лемма 1б)] показано, что Mα ⊂Mβ при α > β � 0.

Определение 1.3. Пусть γ ∈ (0, 1). Будем говорить, что последовательность a принадлежит

классу Pγ , если a ∈M0 и
∞∑
n=1

n−γan <∞.

Обозначим через f(a, x) и g(a, x) суммы рядов (1.1) и (1.2) соответственно при условии, что
суммы существуют. Отметим, что свойство дробной монотонности непериодических функций на
R изучалось в [4].

2. Свойства сходимости

Как известно, в случае a ∈ M1 ряды (1.1) и (1.2) сходятся на (0, 2π) к функции класса
C((0, 2π)) (см. [1] или [5]). Особый интерес представляет случай a ∈Mα, 0 < α < 1.

Следующие утверждения были доказаны в [3] для косинус-рядов, но аналогичные результаты
остаются верными и для синус-рядов.

Теорема 2.1. Пусть α ∈ (0, 1) и a ∈Mα ∩Pα. Тогда существует f(a, x), x ∈ (0, 2π), такая,
что f(a, x) ∈ C((0, 2π)) и |f(a, x)| � C(α)x−α для x ∈ (0, π), где C(α) зависит только от α.

Теорема 2.2. Пусть α ∈ (0, 1), b ∈ M1 и b /∈ Pα. Тогда существует последовательность
a ∈Mα такая, что an � bn для всех n, но ряд (1.1) расходится в точке π/2.

3. Локальная гладкость

Как показано в [1] и [5], в случае a ∈ M2 функции f(a, x) и g(a, x) принадлежат классу
C1((0, 2π)). Следующие утверждения доказаны в [3].

Теорема 3.1. Пусть α ∈ (1, 2) и a ∈ Mα. Тогда для любого γ ∈ (0, π) f(a, x+ t)− f(a, x) =
o(tα−1) при t→ +0 равномерно относительно x ∈ [γ, 2π − γ].

Теорема 3.2. Пусть α ∈ (1, 2), ϕ определена на [0, 1] и ϕ(t) ↓ 0 при t ↓ 0. Тогда существуют
последовательности a ∈ Mα и {tn}∞n=1 такие, что tn ↓ 0 при n → ∞ и |f(a, π/2 + tn) −
f(a, π/2)| � Ctα−1

n ϕ(tn) для всех n, где C > 0 не зависит от n.

8 Сириус. Математический журнал 2, No. 1, 2026



Свойства тригонометрических рядов

4. Теорема Харди — Литтлвуда

Определение 4.1. Пусть 1 < p <∞, a = {an}∞n=0 и an ↓ 0 при n→ ∞. Положим

Jp(a) ≡
∞∑
n=1

apnn
p−2 <∞.

Напомним хорошо известную теорему Харди — Литтлвуда [6].

Теорема A. Если a ∈ M1 и 1 < p < ∞, то (1.1) (или (1.2)) является рядом Фурье в
Lp((0, 2π)) тогда и только тогда, когда Jp(a) <∞.

Следующие утверждения, связанные с теоремой Харди — Литтлвуда, получены в [7].

Теорема 4.1. Пусть α ∈ (0, 1), p ∈ (1/α,∞), a ∈ Mα, Jp(a) < ∞. Тогда ряд (1.1) сходится
в каждой точке x ∈ (0, 2π).

Теорема 4.2. Пусть α ∈ (1/2, 1), p ∈ (1/α,∞), a ∈Mα, Jp(a) <∞. Тогда f(a, x) ∈ Lp([0, π]).

Теорема 4.3. Если α ∈ (1/2, 1), то существует последовательность a ∈ Mα такая, что
Jp(a) <∞ для любого p ∈ (1, 1/α), но (1.1) не является рядом Фурье — Лебега.

Гипотеза 4.1. Пусть α ∈ (1/2, 1), p ∈ (2, 1/(1− α)), функция f ∈ Lp([0, π]) имеет ряд Фурье
типа (1.1) или (1.2) с a ∈Mα. Тогда Jp(a) <∞.

Эта гипотеза пока не подтверждена, но в [8] доказан следующий результат.

Теорема 4.4. Пусть α ∈ (1/2, 1) и p > 1/(1 − α). Тогда существует четная функция
f ∈ Lp([0, π]) такая, что a ∈Mα, но Jp(a) = ∞.

5. Асимптотические свойства

Еще одна классическая тема — асимптотическое поведение функций f(a, x) и g(a, x) при
x→ +0, где a ∈M1 и a ∈M2.

Заметим, что суммы косинус-рядов обычно оцениваются через функцию

q(a, x) =

[π/x]∑
n=0

(n+ 1)(an − an+1),

тогда как для синус-рядов используется следующая функция:

v(a, x) = x

[π/x]∑
n=1

nan.

Изучение этой темы, начатое в [9, 10], было продолжено, в частности, в [11]–[16] (см.
библиографию там же). Обычно для оценок сверху требуются более слабые условия монотонности,
чем для оценок снизу. Поэтому интересно изучить случай дробной монотонности.

Следующий результат для косинус-рядов получен в [17].

Теорема 5.1. Для любого α ∈ (1, 2) существуют последовательность a ∈Mα и монотонно
стремящаяся к нулю последовательность {tl}∞l=1 такие, что

lim
l→∞

q(a, tl)

f(a, tl)
= 0.

Теорема 5.2. Пусть α > 2. Тогда существует постоянная C(α) > 0 такая, что для
a ∈Mα и x ∈ (0, π/6) сумма ряда (1.1) удовлетворяет неравенству f(a, x) � C(α)q(a, x).

Как показано в [17], условие a ∈M2 не гарантирует оценку снизу в терминах q(a, x), но оно
достаточно для получения оценки сверху f(a, x) � Cq(a, x), x ∈ (0, π). Таким образом, в случае
косинус-рядов 2-монотонность достаточна для получения верхних оценок, а (2 + ε)-монотонность
необходима для нижних оценок.

Для синус-рядов положение иное (см. [18], где доказаны следующие утверждения).
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Теорема 5.3. Для любого α ∈ (0, 1) существует последовательность a ∈ Mα такая, что
ряд (1.2) расходится почти всюду.

Теорема 5.4. Пусть α > 1. Тогда существуют положительные постоянные C(α) и x(α)
такие, что если a ∈ Mα, то для x ∈ (0, x(α)) сумма ряда (1.2) удовлетворяет неравенству
g(a, x) � C(α)v(a, x).

В [18] также доказано, что существуют последовательность a ∈M1 и монотонно стремящаяся
к нулю последовательность {tl}∞l=1 такие, что

lim
l→∞

g(a, tl)

v(a, tl)
= 0.

6. Теорема Лоренца

Хорошо известная теорема Лоренца [19] гласит следующее.
Теорема B. Если a ∈ M1 и 0 < γ < 1, то f(a, x) или g(a, x) принадлежит классу Lipγ

тогда и только тогда, когда an = O(n−1−γ) при n→ ∞.
В [20] получен следующий аналог теоремы Лоренца.

Теорема 6.1. Пусть четная 2π-периодическая функция f принадлежит классу Lipβ с
некоторым 0 < β < 1 и ее косинус-коэффициенты Фурье лежат в классе Mα с некоторым
0 < α < 1. Тогда для некоторой постоянной C > 0

an � C/nα+β , n = 1, 2, . . . .

Этот результат не может быть улучшен, что вытекает из следующего утверждения.

Теорема 6.2. Если α ∈ (0, 1) и β ∈ (0, 1), то существует четная 2π-периодическая функция
f ∈ Lipβ такая, что ее косинус-коэффициенты Фурье принадлежат классу Mα и существует
монотонно возрастающая последовательность натуральных чисел {lr}∞r=1 такая, что коэф-
фициенты Фурье alr(f) � l−α−βr для всех r.

В [20] установлено следующее внутреннее свойство α-монотонных последовательностей.

Теорема 6.3. Пусть α ∈ (0, 1) и a = {an}∞n=0 — α-монотонная последовательность. То-
гда для любого n � 1 неравенство ak � anA

α−1
n−k выполнено для всех 0 � k � n − 1, и это

неравенство не может быть улучшено.

7. Теоремы Чонди — Джолиффа и Колмогорова

Следующая теорема о ряде (1.2) доказана в [21].

Теорема C. Если a ∈ M1, то ряд (1.2) сходится равномерно на [0, 2π] тогда и только
тогда, когда nan → 0 при n→ ∞.

Заметим, что для ряда (1.1) ситуация совершенно иная.
Следующее обобщение части теоремы C доказано в [22].

Теорема 7.1. Пусть α ∈ (0, 1), коэффициенты ряда (1.2) принадлежат классу Mα и nan →
0 при n→ ∞. Тогда ряд (1.2) сходится равномерно.

Обратное утверждение также верно, а именно, справедлив следующий результат.

Теорема 7.2. Пусть α ∈ (0, 1), ряд (1.2) сходится равномерно и его коэффициенты принад-
лежат классу Mα. Тогда nαan → 0 при n→ ∞, и этот результат не может быть улучшен.

Теорема Колмогорова [23] формулируется следующим образом.

Теорема D. Если a ∈M2, то сумма f(a, x) ряда (1.1) принадлежит L([0, 2π]).

В [22] получено обобщение теоремы Колмогорова.

Теорема 7.3. Если α > 1 и a ∈Mα, то сумма f(a, x) ряда (1.1) принадлежит L([0, 2π]).
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8. L1-гладкость

Следующие результаты получены в [24].

Теорема E. Если a ∈ M2, то L1-модуль непрерывности суммы ряда (1.1) удовлетворяет
неравенству

ω(f(a); 1/n)1 � Cn−1
n∑
k=0

ak.

Теорема F. Если a ∈ M1 и
∞∑
n=1

an/n < ∞, то L1-модуль непрерывности суммы ряда (1.2)

удовлетворяет неравенству

ω(g(a); 1/n)1 � C
(
n−1

n∑
k=0

n ln(n+ 2)(an − an+1) +

∞∑
k=n+1

(an − an+1) lnn
)
.

Таким образом, интересно изучить ту же задачу для a ∈Mα в случаях 0 < α < 1 и 1 < α < 2.
Следующий результат доказан в [25].

Теорема 8.1. Пусть α ∈ (0, 1) и a ∈ Mα ∩ Pα. Тогда L1-модуль непрерывности f(a, x)
удовлетворяет неравенству

ω(f(a); t)1 � C(α)
(
t

[1/t]∑
n=0

(n+ 1)1−αan +

∞∑
n=[1/t]+1

an(n− [1/t])
−α
)
, t ∈ (0, 1).

Как показано в [25], оценка в теореме 8.1 не может быть улучшена.
Следующий результат получен в [26].

Теорема 8.2. Пусть α ∈ (1, 2) и a ∈ Mα. Тогда L1-модуль непрерывности f(a, x) удовле-
творяет неравенству

ω(f(a), t)1 � C(α)t

[1/t]∑
n=0

an, t ∈ (0, 1).

Также в [26] показано, что для α = 1 оценка в теореме 8.2 неверна.
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Н. В. Крылов

ОСНОВЫ ВЕЩЕСТВЕННОГО АНАЛИЗА
И ПРОСТРАНСТВА МОРРИ — СОБОЛЕВА

ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ И ПАРАБОЛИЧЕСКИХ
УРАВНЕНИЙ С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ

ВТОРОГО ПОРЯДКА С СИНГУЛЯРНЫМИ
КОЭФФИЦИЕНТАМИ ПЕРВОГО ПОРЯДКА

В последнее время наблюдается устойчивый рост интереса к применению методов и
результатов вещественного анализа в теории дифференциальных уравнений с част-
ными производными недивергентного типа. Настоящая статья представляет собой
краткое, но содержательное введение в использование ряда ключевых результатов
вещественного анализа для изучения эллиптических и параболических уравнений в
пространствах Соболева и Морри — Соболева. В центре внимания находятся следу-
ющие инструменты: теорема о максимальной функции Харди — Литтлвуда, теоре-
ма Феффермана — Стейна, теория весов Макенхаупта, а также теорема экстра-
поляции Рубио де Франсиа. Анализируется их роль в теории пространств Соболева
и Морри — Соболева применительно к параболическим уравнениям со смешанными
нормами. На примере модельных задач — уравнения Лапласа и уравнения теплопро-
водности с сингулярными членами первого порядка — демонстрируется, как указан-
ные результаты вещественного анализа (изложенные с полными доказательствами)
могут быть эффективно применены. В заключительном разделе приводятся новые
ранее не опубликованные результаты. Библиография: 44 назв.

Цель настоящей статьи — дать краткое и сжатое введение в приложения некоторых результатов
вещественного анализа к теории эллиптических и параболических уравнений недивергентного
вида в пространствах Соболева и Морри — Соболева. Происхождение ряда этих результатов
достаточно давнее. К их числу относятся теорема о максимальной функции Харди — Литтлвуда,
теорема Феффермана — Стейна, теория весов Макенхаупта, а также теорема экстраполяции Рубио
де Франсиа. Впоследствии некоторые из этих результатов были распространены с пространств
Лебега на пространства Морри со смешанными нормами, что нашло успешное применение в
теории параболических уравнений.

Начиная с классических работ Кальдерона и Зигмунда (1952) и вплоть до настоящего времени
многие результаты о разрешимости недивергентных эллиптических и параболических уравнений и
систем опираются на разработанную ими теорию сингулярных интегралов. Это впечатляющее вли-
яние вещественного анализа на теорию дифференциальных уравнений с частными производными
сложно переоценить. Теория сингулярных интегралов по существу требует явного интегрального
представления параметрикса задачи и позволяет рассматривать дифференциальные операторы с
непрерывными главными коэффициентами.

Н. В. Крылов: Университет Миннесота, Миннеаполис, США; nkrylov@umn.edu.

Английский перевод: J. Math. Sci. 294, No. 6, 802–899 (2025).
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В 1991 г. Кьяренца, Фраска и Лонго, используя теорему о коммутаторе из теории сингуляр-
ных интегралов, оказали еще одно долгосрочное влияние на развитие области: их подход позволил
старшим коэффициентам эллиптических уравнений принадлежать классу VMO (vanishing mean
oscillation — пространство функций с исчезающей средней осцилляцией) или имеющим малую ло-
кальную норму в BMO (bounded mean oscillation — пространство функций с ограниченной средней
осцилляцией). Их метод также основан на явных формулах для параметрикса и продолжает ис-
пользоваться в недавно опубликованных работах (см., например, [7]).

Начиная с 2007 г. сформировался иной путь применения результатов вещественного анализа.
Этот подход, опирающийся на теорему Феффермана —Стейна, был развит в серии работ Крылова,
Донга и Кима (см. [34]–[19]), в некоторых из которых ключевую роль играют веса Макенхауп-
та — еще один инструмент вещественного анализа. Использование теорем Адамса (1986) или
Кьяренцы — Фраски (1990) позволило рассматривать сингулярные младшие члены в теории про-
странств Соболева, причем такие члены могут быть значительно более сингулярными, чем это
допускают стандартные теоремы вложения Соболева (см., например, [44, 8, 41]).

Наконец, пространства Морри — Соболева зарекомендовали себя как мощный инструмент
исследования уравнений с “сингулярными” младшими членами. Они широко использовались во
многих работах по общим вопросам теории эллиптических уравнений, начиная с работ [14, 44,
22], как одних из первых.

Вместе с тем во многих подобных работах (включая [40, 27]) присутствует систематический
пробел: авторы оценивают норму в пространств Морри только для вторых производных неиз-
вестной функции, не уделяя никакого внимания первым производным, которые автоматически
возникают, например, после выпрямления границы области. Они, вероятно, неявно предполагали,
что первые производные можно оценить с помощью обычного интерполяционного неравенства.
Такая оценка действительно возможна, хотя и не является тривиальной; она была доказана до-
вольно поздно в [35]. Первая известная автору попытка доказать этот факт была предпринята
также довольно поздно — в [15] с ошибкой в доказательстве.

Досадно, что до сих пор не существует отдельной публикации, где читатель мог бы найти
подробное и систематическое изложение теоремы о максимальной функции Харди —Литтлвуда,
теоремы Феффермана —Стейна, теории весов Макенхаупта, теоремы экстраполяции Рубио де
Франсиа и элементов теории пространств Морри —Соболева применительно к дифференциаль-
ным уравнениям с частными производными — и все это в одном месте. Безусловно, существуют
монографии, посвященные пространствам Морри ([3, 43]), причем последняя ссылка состоит из
двух книг, частично посвященных приложениям к уравнениям с частными производными, общим
объемом более 800 страниц, и ни одна из них даже не рассматривает упомянутый выше пробел.

Это послужило одной из мотиваций для написания данной статьи: собрать все соответствую-
щие инструменты в одном месте.

Мы не касаемся других подходов, используемых для исследования эллиптических и парабо-
лических уравнений и основанных на таких понятиях, как H∞-исчисление, R-ограниченность,
максимальная регулярность, γ-радонифицирующие операторы и UMD-банаховы пространства. С
этим подходом читатель может ознакомиться, например, в работах [23, 26] (см. библиографию
там же).

В нашем изложении мы не стремимся представить самые сильные из известных результатов
для конкретных уравнений в конкретных пространствах. Мы лишь показываем, как результаты
вещественного анализа, излагаемые нами со всеми доказательствами, могут быть применены в
модельных задачах, возникающих в теории дифференциальных уравнений с частными производ-
ными. Тем не менее в последнем параграфе представлены также новые ранее не опубликованные
результаты.

Статья состоит из семи параграфов. 1. Некоторые инструменты вещественного анализа. 2.
Пространства Морри — Соболева. 3. Веса Макенхаупта. 4. Параболические уравнения. 5. Теоре-
ма экстраполяции Рубио де Франсиа и неравенства со смешанными нормами. 6. Параболические
уравнения в пространствах Соболева и Морри — Соболева со смешанными нормами. 7. Парабо-
лические уравнения с переменной главной частью. В § 1 мы доказываем теоремы Феффермана —
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Стейна и Харди — Литтлвуда в Rd. Различные версии этих теорем в параболической поста-
новке, с весами Макенхаупта и в пространствах Морри, приведены в последующих параграфах.
Здесь мы также доказываем разрешимость эллиптических уравнений с BMO-коэффициентами. В
§ 2 мы исследуем интерполяцию и вложения для пространств Морри — Соболева и доказываем
разрешимость в этих пространствах уравнения Лапласа с коэффициентами первого порядка из
пространств Морри. Параграф 3 посвящен теории весов Макенхаупта и ее применению к разре-
шимости уравнения Лапласа с коэффициентами первого порядка из пространств Морри в весовых
пространствах Соболева. В § 4 мы рассматриваем приложения предыдущей теории к параболи-
ческим уравнениям с коэффициентами первого порядка из пространств Морри в параболических
пространствах Морри — Соболева. Чтобы иметь возможность рассматривать их в пространствах
со смешанными нормами, нам потребуется § 5 объемом 3 страницы, где, в частности, мы пред-
ставляем теорему Донга — Кима о смешанных нормах. Параграф 6 посвящен параболическим
уравнениям, главная часть которых является оператором теплопроводности, а коэффициенты пер-
вого порядка находятся в пространствах Соболева и Морри — Соболева со смешанными нормами.
Заключительный параграф 7 посвящен тем же вопросам, что и § 6, но для операторов с BMO-
коэффициентами второго порядка и в пространствах со смешанными нормами, в которых норма
определяется с внутренним интегралом, взятым по переменной t, а не по x, как обычно.

Завершим введение некоторыми основными обозначениями.
Обозначим через Rd евклидово пространство точек x = (x1, ..., xd), Rd+1 = {(t, x) : t ∈ R, x ∈

Rd}. В обозначениях функциональных пространств на Rd этот символ опускается, так что, на-
пример, C∞

0 = C∞
0 (Rd) — это множество бесконечно дифференцируемых функций на Rd с ком-

пактным носителем. С другой стороны, мы используем C∞
0 также для обозначения C∞

0 (Rd+1),
надеясь, что из контекста будет ясно, что означает C∞

0 в каждом конкретном случае.
Говоря о функциях в областях в евклидовом пространстве, мы имеем в виду борелевские

измеримые функции.
На протяжении всей статьи используется соглашение о суммировании по повторяющимся

индексам.
Если (a, b) = (ai..., bj...), то полагаем

|a, b|2 :=
∑
i...

|ai...|2 +
∑
j...

|bj...|2,

так что, например, если u — вещественнозначная функция, а ai... — тензорнозначная функция на
Rd, то

‖u, a‖2L2
=

∫
Rd

|u, a|2 dx =

∫
Rd

(
|u|2 +

∑
i...

|ai...|2
)
dx.

В доказательствах различных результатов мы используем символ N для обозначения конеч-
ных неотрицательных констант, которые могут меняться от одного появления к другому; если в
формулировке результата утверждается, что константа N зависит только от определенных пара-
метров, то в доказательстве она также зависит только от этих параметров, если специально не
оговорено иное. Если мы пишем N = N(. . . ), то это означает, что N зависит только от величин,
указанных в скобках.

В ходе работы над статьями, результаты которых составляют основную часть настоящей ра-
боты, я пользовался советами, вдохновением и критическими замечаниями ряда коллег. Хонгжи
Донг, А. Лернер, Д. Кинзебулатов, А. И. Назаров и И. Дьёндь заслуживают особой благодарно-
сти.

1. Некоторые сведения из вещественного анализа

1.1. Разбиения и моменты остановки. Зафиксируем целые числа k1, ..., kd � 1 и будем
называть множества Bl,x = x+ [0, lk1)× ...× [0, lkd), x ∈ Rd, l > 0, кубоидами или полуоткрытыми
кубоидами размера l. Заметим, что если k1 = ... = kd = 1, то мы имеем дело с обычными
кубами, ребра которых параллельны координатным осям и которые часто используются в теории
эллиптических уравнений. Если k1 = 2, k2 = ... = kd = 1, то мы имеем дело с параболическими
кубами, которые часто используются в теории параболических уравнений второго порядка.
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Для n ∈ Z = {0,±1, ...} введем семейства диадических параллелепипедов по правилу Bn =
{Bn(i) : i ∈ Zd}, где для in := (i12−k1n, ..., id2−kdn), 1 = (1, ..., 1) полагаем

Bn(i) = [in, (i+ 1)n) = [i12−k1n, (i1 + 1)2−k1n)× ...× [id2−kdn, (id + 1)2−kdn).

Также положим B =
⋃
n∈Z

Bn.

Определим Fn как совокупность подмножеств Rd, состоящую из пустого множества и всех
объединений элементов из Bn. Очевидно, что Fn ⊂ Fm при n � m. Мы называем Fn, n ∈ Z

фильтрацией разбиений. Очевидное, но полезное свойство фильтраций состоит в том, что если
n � m и Bn ∈ Bn, Bm ∈ Bm, то Bn ∩ Bm равно либо Bm (Bn является “родителем” Bm), либо
пусто.

Если τ = τ(x) — функция на Rd со значениями в {∞, 0,±1,±2, ...}, то называем τ моментом
остановки (относительно {Fn}), если для каждого n = 0,±1,±2, ... имеем {x : τ(x) = n} ∈ Fn.
Самый простой пример момента остановки задается равенством τ(x) ≡ 0.

Если τ — момент остановки, то обозначим через Fτ семейство борелевских множеств A таких,
что для любого n ∈ Z имеем A ∩ {τ = n} ∈ Fn. Заметим, что если заданы два момента остановки
τ и σ и σ � τ , то Fσ ⊂ Fτ , поскольку для A ∈ Fσ

A ∩ {τ = n} =
⋃n

k=−∞ A ∩ {σ = k} ∩ {τ = n}
и A ∩ {σ = k} ∈ Fk ⊂ Fn. Очевидно, что пересечение двух множеств из Fτ принадлежит Fτ .
Несложно доказываемый полезный факт состоит в том, что Rd, {τ < ∞} ∈ Fτ . Также полезно
помнить, что если A ∈ Fτ , то A ∩ {τ < ∞} является дизъюнктным объединением множеств
A ∩ {τ = n} ∈ Fn, и каждое множество A ∩ {τ = n} либо пусто, либо является дизъюнктным
объединением множеств B ∈ Bn таких, что B = B ∩ {τ = n}, откуда следует B ∈ Fτ .

Предположим, что задана мера μ на борелевских подмножествах Rd, конечная на компактных
множествах и такая, что для любого x ∈ Rd

lim
l→∞

μ(Bl,x) = ∞. (1.1)

Каждый раз, когда это имеет смысл, будем использовать обозначение

fA =

∫
–
A

f μ(dx) :=
1

μ(A)

∫
A

f(x)μ(dx),
(0
0
:= 0

)
для среднего значения функции f на множестве A. Далее, для любых x ∈ Rd и n ∈ Z существует
(единственный) элемент B ∈ Bn такой, что x ∈ B. Обозначим этот элемент B через Bn(x).
Оказывается, что для любого λ > 0 и f � 0 такого, что fBn(x) → 0 при n→ −∞ для любого x

τλ(x) = inf{n : f|m(x) > λ}
(
inf ∅ := ∞, f|n = fBn(x)

)
(1.2)

является моментом остановки. Действительно, заметим, что Bn(x) ⊂ Bm(x) для всех m � n,
поскольку разбиения вложены. Отсюда следует, что если y ∈ Bn(x), то Bm(y) = Bm(x) и g|m(y) =
g|m(x) для всех m � n. Учитывая, что

τ(x) = n⇐⇒ f|n(x) > λ, f|m(x) � λ ∀m < n,

получаем, что множество {τ = n} содержит Bn(x) вместе с каждой точкой x. Следовательно,
{τ = n} действительно является объединением некоторых элементов из Bn.

В наших обозначениях

f|n(x) = fBn(x) =

∫
–
Bn(x)

f(y)μ(dy)

мы читаем f|n как “условное среднее f при условии Fn”, заимствуя терминологию из теории
вероятностей. Наиболее важное свойство функции f|n состоит в том, что она постоянна на каждом
B ∈ Bn, так что для любого x ∈ B ∈ Bn∫

B
f|n(y)μ(dy) = |B|f|n(x) =

∫
B
f(y)μ(dy).

Если также задан момент остановки τ , то положим f|τ (x) = f|τ(x)(x) для тех точек x, для которых
τ(x) <∞, и f|τ(x) = f(x) в противном случае.
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Предположим, что μ удовлетворяет условию удвоения: для любых n, B ∈ Bn, B′ ∈ Bn−1

таких, что B ⊂ B′

μ(B′) � N0μ(B), (1.3)

где N0 — константа, не зависящая от n, B, B′. Из этого условия, в частности, следует, что для
f � 0 на множестве, где τλ(x) = n, имеем f|n−1(x) � λ и

fτ (x) =
1

μ(Bn(x))
∫
Bn(x)

f μ(dy) � N0

μ(Bn−1(x))

∫
Bn−1(x)

f μ(dy) � N0λ. (1.4)

Другим следствием неравенств (1.1) и (1.3) является неравенство μ(Bl,x) > 0 для любых
x ∈ Rd и l > 0.

В следующей лемме IA,τ<∞ — индикаторная функция множества {x ∈ A : τ(x) <∞}.
Лемма 1.1. (i) Пусть f — борелевская функция на Rd, f � 0, τ — момент остановки и

A ∈ Fτ . Тогда ∫
Rd

f|τ(x)IA,τ<∞ μ(dx) =

∫
Rd

f(x)IA,τ<∞ μ(dx), (1.5)∫
Rd

f|τ(x)IA μ(dx) =
∫
Rd

f(x)IA μ(dx). (1.6)

(ii) Пусть f — борелевская функция на Rd, f � 0, и λ > 0 — константа. Предположим,
что f|n(x) → 0 при n→ −∞ для любого x. Тогда для τ = τλ, определенного в (1.2),

λIτ<∞ < f|τ(x)Iτ<∞ � N0λ, (1.7)

и для любого A ∈ Fτ
N−1

0 λ−1

∫
Rd

f(x)IA,τ<∞ μ(dx) � μ({x ∈ A : τ(x) <∞}) � λ−1

∫
Rd

f(x)IA,τ<∞ μ(dx). (1.8)

Доказательство. (i) Равенство (1.6) непосредственно следует из (1.5), поскольку f|τ = f на
множестве, где τ = ∞. В силу аддитивности интеграла достаточно доказать (1.5) при τ = n
вместо τ < ∞, и, поскольку множество {x ∈ A : τ(x) = n} является дизъюнктным объединением
некоторых множеств B ∈ Bn, остается лишь заметить, что для таких B имеем B ∩ {τ = n} = B и∫

Rd

f|τ (x)IB,τ=n μ(dx) =
∫
Rd

fBIB μ(dx) =
∫
B
f μ(dx) =

∫
Rd

fIB,τ=n μ(dx).

(ii) Неравенства (1.7) следуют из определения τ и (1.4). Первое неравенство в (1.8) следует
из (1.5) и (1.7). Второе следует из неравенства Чебышева и (1.5), поскольку μ({x ∈ A : τ(x) <
∞}) = μ({x ∈ Rd : fτ IA,τ<∞ > λ}). Лемма доказана. �

Полезно уточнить типичную структуру f|τ в (1.7). Сначала выбираем любое m, отрицательно
и настолько большое по модулю, что Am := {x : f|m(x) � λ} �= ∅. Пусть Bj, j = 1, 2, ..., —
множество всех кубоидов семейства Bm, так что Am =

⋃
j Bj . Затем мы разбиваем каждый

кубоид Bj на меньшие кубоиды Bjk ∈ Bm+1 так, что Bj =
⋃
k Bjk, и рассматриваем те Bjk, на

которых f|m+1 > λ. Мы откладываем их в сторону и полагаем τ = m+1 на них и, соответственно,
f|τ = f|m+1. С оставшимися кубоидами, на которых f|m+1 � λ, поступаем аналогично, разбивая
каждый из них на меньшие кубоиды Bjkp ∈ Bm+2 и определяя τ = m + 2 и f|τ = f|m+2 на тех
Bjkp, на которых f|m+2 > λ. Продолжая таким образом, мы определяем τ и f|τ на подмножестве
Am, которое может не совпадать с Am (оно пусто, если f � λ всюду). Оставшееся множество —
это множество точек x ∈ Am, в которых f|n(x) � λ для всех n, и в этих точках полагаем τ = ∞
и f|τ = f . Переход к меньшим m осуществляется очевидным образом.

Полученная конструкция называется разложением Рисса — Кальдерона — Зигмунда про-
странства Rd.

1.2. Теорема Феффермана — Стейна. “Диадическая” максимальная функция функции f
определяется формулой

Mf(x) = sup
n<∞

|f ||n(x), (1.9)
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так что Mf = M|f |. Заметим, что если f � 0, то {x : Mf(x) > λ} = {x : τλ < ∞}, где τλ взято
из (1.2). Поэтому из леммы 1.1 (ii) вытекает следующее утверждение.

Следствие 1.1. При условиях леммы 1.1 (ii)

(N0λ)
−1

∫
Rd

f(x)IMf>λ μ(dx) � μ({x ∈ A : Mf(x) > λ}) � λ−1

∫
Rd

f(x)IMf>λ μ(dx). (1.10)

Здесь правое неравенство называется максимальным неравенством.
Стоит отметить, что оба неравенства в (1.8) играют существенную роль в доказательстве

обратного неравенства Гёльдера для весов Макенхаупта, а правое неравенство используется прин-
ципиальным образом при доказательстве теоремы Феффермана — Стейна 1.3.

Следующее замечание далее использоваться не будет, но все же трудно удержаться, чтобы не
поделиться им.

Замечание 1.1. Первое неравенство в (1.8) играет важную роль не только в доказательстве
обратного неравенства Гёльдера для Ap-весов, но и его версия (1.10) также существенно исполь-
зуется в доказательстве первой части замечательного результата Стейна — Зигмунда, согласно
которому для любой борелевской функции f � 0 и λ0 > 0∫

Rd

MfIMf>λ0 μ(dx) <∞ =⇒
∫
Rd

fIf>λ0 log(f/λ0)μ(dx) <∞, (1.11)∫
Rd

fIf>λ0 log(f/λ0)μ(dx) <∞ =⇒
∫
Rd

MfIMf>2λ0 μ(dx) <∞. (1.12)

Здесь (1.11) получается интегрированием по λ ∈ (λ0,∞) первого неравенства в (1.10), где в левой
части Mf заменяется меньшей величиной f . Для доказательства (1.12) используется второе
неравенство в (1.10), которое, после замечания о том, что M(fIf�λ) � λ, приводит к неравенству

μ(x : Mf(x) > 2λ) � μ(x : M(fIf>λ)(x) > λ) � λ−1

∫
Rd

f(x)If>λ μ(dx).

После этого опять интегрируем по λ ∈ (λ0,∞) неравенство между крайними членами. Теперь
остается оценить 2λ0μ({x : Mf(x) > 2λ0}) и заметить, что эта величина меньше

2λ0μ(x : MfIf>3λ0/2(x) > 3λ0/2) � (4/3)

∫
Rd

fIf>3λ0/2 μ(dx),

где последний член конечен ввиду условия (1.12).
В то же время нетрудно показать, что если μ — мера Лебега и Mf ∈ L1, то f = 0. Здесь и

далее Lp, p � 1, — это пространство функций f на Rd таких, что

‖f‖pLp
:=

∫
Rd

|f |p μ(dx) <∞.

Теорема 1.1 (Лебег). Пусть f ∈ L1,loc. Тогда f|n → f (μ-п.в.) при n→ ∞.
Доказательство. Можно считать, что f ∈ L1. Если f — индикаторная функция кубоида из

B, утверждение очевидно. Поэтому для любой ступенчатой функции ϕ, постоянной на каждом
элементе B, и ε > 0

μ( lim
n→∞ |f|n − f | � 3ε) � μ(M(f − ϕ) � ε) + μ(|f − ϕ| � ε) � ε−12

∫
Rd

|f − ϕ|μ(dx),

откуда получаем требуемый результат, так как последний интеграл можно сделать сколь угодно
малым при надлежащем выборе ϕ. �

Замечание 1.2. Далее установим оценку μ(Mg > λ), доказательство которой, как и для
правой оценки в (1.10) основано на следующей формуле, справедливой в силу теоремы Фубини
для любой функции f � 0:∫

Rd

f(x)μ(dx) =

∫
Rd

( ∫ f(x)

0

dt

)
μ(dx) =

∫
Rd

( ∫ ∞

0

If(x)>t dt

)
μ(dx)
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=

∫ ∞

0

( ∫
Rd

If(x)>t μ(dx)

)
dt =

∫ ∞

0

μ(f > t) dt. (1.13)

Следствие 1.2. Пусть p ∈ (1,∞), g ∈ L1(R
d), g � 0. Тогда

‖Mg‖Lp � q‖g‖Lp,

где q = p/(p− 1).

Действительно, из (1.13), (1.10) и теоремы Фубини следует, что для любой конечной констан-
ты ν > 0

‖ν ∧Mg‖pLp
=

∫ ∞

0

μ(ν ∧Mg > λ1/p) dλ

=

∫ νp

0

μ(Mg > λ1/p) dλ �
∫
Rd

g(x)

( ∫ νp

0

λ−1/pIMg(x)>λ1/p dλ

)
μ(dx)

=

∫
Rd

g(x)

( ∫ (ν∧Mg(x))p

0

λ−1/p dλ

)
μ(dx) = q

∫
Rd

(ν ∧Mg)p−1g μ(dx).

С учетом g ∈ L1(R
d) отсюда получаем ‖ν∧Mg‖Lp <∞. Применив неравенство Гёльдера, находим

‖ν ∧Mg‖pLp
� q‖g‖Lp‖ν ∧Mg‖p−1

Lp
, ‖ν ∧Mg‖Lp � q‖g‖Lp

и тогда остается лишь устремить ν → ∞ и применить теорему Фату.
Далее распространим следствие 1.2 на функции g ∈ Lp.

Теорема 1.2. Для любых p ∈ (1,∞) и g ∈ Lp

‖Mg‖Lp � q‖g‖Lp.

Доказательство. Так как Mg = M|g| и ‖g‖Lp = ‖ |g| ‖Lp, достаточно рассмотреть лишь
случай g � 0. В этом случае рассмотрим возрастающую последовательность Bm ∈ F0 такую, что
Rd = ∪Bm и μ(Bm) <∞ для любого m, и определим gm(x) = g(x)IBm . Тогда g

m ∈ L1 и

‖Mgm‖Lp � q‖gm‖Lp � q‖g‖Lp

в силу следствия 1.2. Остается лишь воспользоваться теоремой Фату и учесть, что для любых x
и n в силу неравенства μ(Bn(x)) <∞ имеем (gm)|n(x) → g|n(x) при m→ ∞, откуда следует

g|n(x) � lim
m→∞

sup
r
(gm)|r(x), Mg � lim

m→∞
Mgm.

Теорема доказана. �

Для функции f ∈ L1,loc определим ее шарп-функцию формулой

f#(x) = sup
n<∞

∫
–
Bn(x)

|f(y)− f|n(y)|μ(dy). (1.14)

Мы говорим, что f — диадическая функция класса BMO (функция ограниченной средней ос-
цилляции) если f# ограничена.

Замечание 1.3. Заметим, что∫
–
Bn(x)

|f(y)− f|n(y)|μ(dy) =
∫
–
Bn(x)

∣∣∣f(y)−∫–
Bn(x)

f(z)μ(dz)
∣∣∣μ(dy)

�
∫
–
Bn(x)

∫
–
Bn(x)

|f(y)− f(z)|μ(dy)μ(dz) � 2

∫
–
Bn(x)

|f(y)− f|n(y)|μ(dy),

и, так как | |f(y)| − |f(z)| | � |f(y)− f(z)|, имеет место неравенство |f |# � 2f#.

Очевидно, что f#(x) � 2Mf(x). Оказывается, что Mf и, следовательно, f также оценивается
через f#.

Отметим, что следующее неравенство для локально интегрируемых функций не выполняется.
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Лемма 1.2. Для α = (2N0)
−1, любой константы c > 0 и функции f ∈ L1 справедливо

следующее неравенство:

μ(|f | � c) � 4

c

∫
Rd

IMf(x)>αcf
#(x)μ(dx)

и в случае f � 0 можно заменить 4/c на 2/c.

Доказательство. В силу замечания 1.3 достаточно доказать лишь второе утверждение лем-
мы. Введем τ(x) = inf{n : f|n(x) > cα}. В силу леммы 1.1 (ii) имеем f|τ � c/2, если τ <∞. Теперь
воспользуемся тем, что f|n → f почти всюду. Тогда почти всюду

{x : f(x) � c} = {x : f(x) � c, τ(x) <∞}
= {x : f(x) � c, f|τ (x) � c/2} ⊂ {x : |f(x)− f|τ (x)| � c/2}.

По неравенству Чебышева и лемме 1.1

μ(|f | � c) � (2/c)

∫
Rd

|f(x) − f|τ(x)|μ(dx) = (2/c)

∫
Rd

|f − f|τ ||τ (x)μ(dx)

= (2/c)

∫
Rd

|f − f|τ ||τ (x)Iτ<∞ μ(dx),

где в равенствах мы воспользовались соотношением |f − f|τ ||τ (x) = |f(x) − fτ (x)| = 0 в случае
τ(x) = ∞.

Наконец, если в точке x имеем τ(x) = n, то (напомним, что если τ(x) = n и y ∈ Bn(x), то
τ(y) = n)

|f − f|τ ||τ (x) =
∫
–
Bn(x)

|f(y)− f|τ (y)|μ(dy) =
∫
–
Bn(x)

|f(y)− f|n(y)|μ(dy) � f#(x).

Теперь остается заметить, что {τ(x) <∞} = {Mf(x) > cα}. �

Теорема 1.3 (Фефферман — Стейн). Пусть p ∈ (1,∞). Тогда для любой функции f ∈ Lp
справедливо неравенство

‖f‖Lp � N‖f#‖Lp ,

где N = (2q)pNp−1
0 , q = p/(p− 1).

Доказательство. Как и в начале доказательства следствия 1.2 (при ν = ∞), из леммы 1.2
получаем, что для f ∈ L1

‖f‖pLp
� N

∫
Rd

f#(Mf)p−1 μ(dx).

Используя неравенство Гёльдера, находим

‖f‖pLp
� N‖f#‖Lp‖Mf‖p−1

Lp
.

Если кроме того f ∈ Lp, то остается лишь применить теорему 1.2 и проверить, что полученная в
результате константа правильная.

Если мы располагаем лишь условием f ∈ Lp, то следует рассмотреть функции fn ∈ L1 ∩ Lp,
сходящиеся к f в Lp и заметить, что f#

n � (f − fn)
# + f# и

‖(f − fn)
#‖Lp � 2‖M(f − fn)‖Lp � 2q‖f − fn‖Lp → 0.

Теорема доказана. �

Замечание 1.4. Эта теорема выглядит довольно интригующе со следующей точки зрения. В
определении (1.14) участвуют только интегралы от первой степени f , и супремум заведомо не
достигается и не аппроксимируется при n → ∞. Как при таком f# удается оценка интеграла от
p-й степени f , может показаться мистическим, поскольку p > 1 и более того интегралы от |f |p по
множествам конечной меры не контролируются интегралами от |f |.
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1.3. Сравнение максимальной и шарп- функций. Максимальная функция и шарп-функция,
введенные в предыдущем разделе, связаны с базисным фильтрующимся семейством разбиений. В
частности, в приложениях используются следующие классические максимальная функция и шарп-
функция. Введем E как объединение Eρ, ρ > 0, где Eρ — совокупность открытых эллипсоидов
Eρ(x), центрированных в точке x, имеющих главные оси, параллельные координатным осям, и
радиусы, параллельные оси xi, равные ρkiνki0 , где ν0 удовлетворяет условию ν−2k1

0 + ...+ν−2kd
0 = 4.

Если E = Eρ(x), то мы называем ρ размером E . Легко показать в качестве упражнения, что
Bn(i) ⊂ E2−n(xn), (1.15)

где xn = (1/2)(in + (i + 1)n) — центр Bn(i). Заметим также, что если k1 = ... = kd = 1, то
Eρ(x) = {y : |y − x| < ρν0}, ν0 =

√
d/2.

Здесь мы предполагаем, что μ удовлетворяет более сильному условию удвоения, чем в п. 1.1,
а именно, существует постоянная N0 такая, что для любого x ∈ Rd, ρ ∈ (0,∞)

μ(E2ρ(x)) � N0μ(Eρ(x)).
В таком случае говорим, что набор (k1, ..., kd, μ,N0) определяет (вещественно-аналитическую)
структуру на Rd.

Примером вещественно-аналитической структуры в Rd служит случай ki = 1 для всех i, меры
Лебега и N0 = 2d. В этом случае E = B, где B = ∪ρBρ и Bρ — совокупность шаров Bρ(x) таких,
что

Bρ(x) = {y ∈ Rd : |y − x| < ρ}, Bρ = Bρ(0).

Еще один пример такой структуры дается мерой μ(dx) = |x|α dx, α > −d, ki = 1, для всех i.
Для проверки корректности примера надо показать, что для любого шара Br(x)

μ(B2r(x)) � Nμ(Br(x)).

В силу однородности достаточно сосредоточиться на случае r = 1. При |x| � 4 величина μ(B2(x))
очевидным образом ограничена сверху, а μ(B1(x)) — ограничена снизу положительной константой.
Если же |x| � 4, то

μ(B2(x)) =

∫
B2

|y − x|α dy = |x|α
∫
B2

|y/|x| − x/|x||α dy � N |x|α

и снова видно, что μ(B2(x)) � Nμ(B1(x)).
Далее, для β � 0 определим классическую максимальную функцию

Mβg(x) = sup
ρ>0

ρβ sup
E∈Eρ

IE(x)
∫
–
E
|g(y)|μ(dy). M0 = M.

Поскольку множества E открыты, функции IE(x) полунепрерывны снизу. Следовательно, таковой
является и функцияMβg, а значит, она измерима по Борелю. В этих обозначениях будем опускать
β, если β = 0. Очевидно, что Mg � NMg, где N не зависит от g.

Введем также евклидову шарп-функцию

g�(x) := sup
E∈E:x∈E

osc
E
g, osc

E
g :=

∫
–
E
|g(y)− gE |μ(dy).

Читателю следует обратить внимание на различие в начертании символов “шарп” в обозначениях
g# и g� (ниже для функций, зависящих также от t, мы введем обозначение g=‖).

Замечание 1.5. Если g� ограничена, то говорим, что g принадлежит классу BMO (функций
ограниченной средней осцилляцией). Такая функция может иметь довольно сильные разрывы.
Один из примеров — g(x) = sin ln |x|.

Теорема 1.4 (Фефферман — Стейн). Пусть g ∈ L1,loc. Тогда

g# � Ng�,

где постоянная N не зависит от g. В частности, в силу теоремы 1.3, если p ∈ (1,∞), g ∈ Lp,
то

‖g‖Lp � N‖g�‖Lp

где N не зависит от g.
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Доказательство. Для x ∈ Bn(i) ввиду (1.15) имеем x ∈ E2−n(xn) =: E И∫
–
Bn(i)

∫
–
Bn(i)

|g(y)− g(z)|μ(dy)μ(dz) � N1

∫
–
E

∫
–
E
|g(y)− g(z)|μ(dy)μ(dz) � 2N1g

�(x),

где

N1 =
μ2(E)

μ2(B(n)(i))

ограничена некоторой постоянной, не зависящей от n и x. Тем самым теорема доказана. �

Следующая теорема является одной из теорем Харди — Литтлвуда. В этой теореме предполо-
жение (1.1) не требуется.

Теорема 1.5. Пусть p ∈ (1,∞) и g ∈ Lp. Тогда Mg ∈ Lp и

‖Mg‖Lp � N‖g‖Lp,

где константа N не зависит от g.

Доказательство. Мы можем, конечно, предположить, что g � 0 и, как и в случае теоремы
1.2, тогда достаточно доказать, что для любого λ > 0 и g ∈ L1

μ(A(λ)) � N

λ

∫
Rd

IA(λ)(x)g(x)μ(dx), (1.16)

где N не зависит от λ, g и A(λ) = {x : Mg(x) > λ}. Из определения Mg легко следует, что A(λ)
является открытым множеством. Возьмем компактное множество K ⊂ A(λ). Тогда по определению
A(λ) для любой точки x ∈ K существует E ∈ E такое, что x ∈ E и∫

E
g μ(dx) > λμ(E). (1.17)

Кстати, заметим, что E ⊂ A(λ).
В силу компактности K существует конечный набор E1, ..., En ∈ E, покрывающий K и такой,

что для каждого E = Ei имеет место уравнение (1.17).
Теперь воспользуемся рассуждением Витали. Если E = Eρ(x) ∈ E, то положим E∗ = E3ρ(x).

Затем обозначим через Ẽ1 любой из Ei, имеющий наибольший размер, и отложим его в сторону.
Далее, выберем Ẽ2 как один из оставшихся Ei, имеющий наибольший размер среди тех Ei, которые
не пересекаются с Ẽ1. Может случиться, что такого Ei не существует. Тогда почти очевидно, что
Ei ⊂ Ẽ∗

1 для любого i. Если же Ẽ2 существует, продолжаем далее.
Если мы уже определили Ẽ1, ..., Ẽk, то определяем Ẽk+1 как один из эллипсоидов семейства

{E1, ..., En} \ {Ẽ1, ..., Ẽk}, (1.18)

который не пересекается с Ẽ1, ..., Ẽk и имеет наибольшую меру среди тех, которые не пересекаются
с Ẽ1, ..., Ẽk. За конечное число шагов мы дойдем до такого k, для которого любой эллипсоид из
семейства (1.18) пересекается с одним из Ẽ1, ..., Ẽk либо семейство становится пустым. Во втором
случае очевидно, что для любого i

Ei ⊂
⋃k

j=1
Ẽ∗
j . (1.19)

Оказывается, что (1.19) выполняется также для любого i и в первом случае. Действительно, если
для фиксированного i эллипсоид Ei имеет непустое пересечение с Ẽj , то определим r = r(i) как
наименьший такой j и заметим, что если r = 1, то, как уже было отмечено выше, Ei ⊂ Ẽ∗

1 и
(1.19) выполняется. Если r > 1, то размер Ei меньше или равен размеру Ẽr в силу выбора Ẽr и
потому что Ei не пересекается с Ẽ1, ..., Ẽr−1 по определению r. Тогда, как и выше, Ei ⊂ Ẽ∗

r , откуда
получаем (1.19). Следовательно, K ⊂ ⋃k

j=1 Ẽ∗
j . Используя (1.17) для Ẽj , учитывая, что они не

пересекаются, и принимая во внимание, что Ei ⊂ A(λ) для любого i, получаем

μ(K) �
k∑
j=1

μ(Ẽ∗
j ) = N

k∑
j=1

μ(Ẽj) � Nλ−1
k∑
j=1

∫
˜Ej

g μ(dx) � λ−1

∫
Rd

gIA(λ) μ(dx).
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Таким образом, получаем (1.16) с K вместо A(λ). Взяв последовательность компактных мно-
жеств Km ↑ A(λ) и переходя к пределу, получаем (1.16). �

Приведем результат, дополняющий теорему 1.4.

Следствие 1.3. Для p ∈ (1,∞) существует постоянная N = N(d, p) такая, что для любой
функции g ∈ Lp справедливо неравенство

‖g�‖Lp � N‖g#‖Lp .

Действительно, достаточно заметить, что g� � 2Mg и воспользоваться теоремами 1.5 и 1.4.
1.4. Приложение к оператору Лапласа. Пусть μ — мера Лебега и k1 = ... = kd = 1. Введем

Di =
∂

∂xi
, Dij = DiDj , Du = (Diu), D2u = (Diju).

Вообще говоря, Dnu — это совокупность всех производных функции u порядка n по переменной
x. Под Dnu мы всегда понимаем производные Соболева (когда они существуют). Определим W 2

p

как множество функций u на Rd, для которых u,Du,D2u ∈ Lp. Определим

‖u‖W 2
p
:= ‖u,Du,D2u‖Lp.

Аналогично определим W 1
p как множество функций u на Rd таких, что u,Du ∈ Lp, и положим

‖u‖W 1
p
:= ‖u,Du‖Lp. Пусть u ∈ C∞

0 . Последовательно интегрируя по частям относительно i, а
затем j, получаем ∫

Rd

(Diiu)Djju dx =

∫
Rd

(Diju)Diju dx,

откуда следует ∫
Rd

∑
i,j

|Diju|2 dx =

∫
Rd

f2 dx, f = −Δu. (1.20)

Замечание 1.6. Соотношение (1.20) справедливо также для бесконечно дифференцируемых
функций u, для которых величина |x|d−1|Du| + |x|d−2|u| ограничена. Действительно, возьмем
функцию ζ ∈ C∞

0 такую, что ζ = 1 в B1, ζ = 0 вне B2, 0 � ζ � 1, и положим ζn(x) = ζ(x/n).
Тогда для каждого n

‖D2(uζn)‖L2 = ‖Δ(uζn)‖L2 ,∣∣‖Δ(uζn)‖L2 − ‖ζnΔu‖L2

∣∣ � Nn−1‖|Dζ|(·/n)| · |−(d−1)‖L2 +Nn−2‖|D2ζ|(·/n)| · |−(d−2)‖L2

= Nn1−d‖|Dζ|| · |−(d−1)‖L2 +Nn−(d−2)‖|D2ζ|| · |−(d−2)‖L2 → 0

(1.21)

при n→ ∞. Аналогично поступаем с левой частью (1.21) и приходим к (1.20) (возможно, с обеими
частями, равными бесконечности).

Для дальнейшего изложения предположим, что d � 3. Классическим фактом является то, что
для подходящей постоянной cd выполняется

u(x) = Rf(x) := cd

∫
Rd

1

|x− y|d−2
f(y) dy.

С другой стороны, хорошо известно, что если g ∈ C∞
0 , то G := Rg удовлетворяет уравнению

ΔG = −g. Далее мы оценим интегральное колебание D2G в B1, разбивая G на две части, одна из
которых гармоническая в B2 и, следовательно, очень гладкая, а другая — допускает оценку своих
производных второго порядка на основании замечания 1.6.

Отметим, что для любой функции g ∈ C∞
0 функция Rg бесконечно дифференцируема и при

больших |x|
|DRg(x)| � N

∫
Rd

1

|x− y|d−1
g(y) dy � N/|x|d−1, |Rg(x)| � N/|x|d−2.

Далее, возьмем функцию ζ ∈ C∞
0 такую, что ζ = 1 в B2, ζ = 0 вне B3, 0 � ζ � 1, и заметим,

что для g = fζ, h = f(1− ζ) и (G,H) = R(g, h) в B1

|D3H(x)| � N

∫
|y|>2

1

|x− y|d+1
|f(y)| dy � N

∫
|y|>1

1

|y|d+1
|f(y)| dy
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= N

∫ ∞

1

1

r2

∫
–
Br

|f(y)| dydr −N

∫
B1

|f(y)| dy,

где равенство получено интегрированием по частям. Поэтому имеем неравенство |D3H(x)| �
NMf(0), из которого следует∫

–
B1

∫
–
B1

|D2H(y)−D2H(z)| dy dz � NMf(0) � N
(
M(f2)(0)

)1/2
. (1.22)

Относительно D2G заметим, что в силу (1.20)∫
–
B1

∫
–
B1

|D2G(y)−D2G(z)| dy dz � 2

∫
–
B1

|D2G| dx � N
(∫

Rd

|D2G|2 dx
)1/2

� N
(∫
–
B2

|f |2 dx
)
.

Объединяя эту оценку с (1.22), при ρ = 1 получаем∫
–
Bρ

∫
–
Bρ

|D2u(y)−D2u(z)| dy dz � N
(
M(f2)(0)

)1/2
.

Для любого другого ρ > 0 это неравенство выводится с помощью масштабирования. В результате
получаем неравенство

(D2u)� � N
(
M(f2)

)1/2
(1.23)

в начале координат. Разумеется, это неравенство справедливо также в любой другой точке. Учи-
тывая теоремы 1.4 и 1.5, заключаем, что для любого p > 2

‖D2u‖Lp � N(p, d)‖Δu‖Lp. (1.24)

Теорема 1.6. Для d � 1, любых p ∈ (1,∞) и u ∈W 2
p справедливо неравенство (1.24).

Доказательство. Сначала предположим, что d � 3. Поскольку C∞
0 плотно в W 2

p , можно
считать, что u ∈ C∞

0 . Тогда
f := −Δu ∈ C∞

0 , u = Rf,

и (1.24) выполняется для p > 2 согласно вышеизложенному.
Эта оценка справедлива также для p = 2 в силу (1.20). Чтобы распространить ее на p ∈ (1, 2),

заметим, что в силу оценки (1.24) для любых гладких финитных функций f, g и любых i, j∫
Rd

gDijRf dx � N‖g‖Lq‖f‖Lp, (1.25)

где q = p/(p − 1). Здесь в левой части мы можем сначала “перебросить” Dij на g, а затем R —
на Dijg. Замечая, что RDijg = DijRg, приходим к (1.25) с переставленными f и g. В силу
произвольности f получаем (1.24) с q вместо p. Теорема доказана при d � 3.

В случае d = 1 неравенство (1.24) тривиально.
В случае d = 2 рассмотрим функции u ∈ C∞

0 (R2), ζ ∈ C∞
0 (R1) такие, что ζ(0) = 1, и при

n = 1, 2, ... и x ∈ R3 определим un(x) = u(x1, x2)ζ(x3/n). Тогда из (1.24) получаем∫
R2

|D2u|p dxn‖ζ‖pLp(R)
� N

(∫
R2

|Δu|p dxn‖ζ‖pLp(R)
+

∫
R2

|u|p dxn1−2p‖Δζ‖pLp(R)

)
.

Разделив обе части на n и устремляя n→ ∞, получаем (1.24) для d = 2. �

Таким образом, мы получили оценку (1.24), которая традиционно приписывается Кальдеро-
ну — Зигмунду и является основной оценкой в пространствах Соболева для недивергентных
эллиптических уравнений второго порядка.

Замечание 1.7. Из приведенного доказательства следует, что операторы DijR+δij/d (которые
являются примерами сингулярных интегральных операторов) продолжаются с пространства C∞

0

на пространство Lp как непрерывные операторы в Lp.

Замечание 1.8. Оценка (1.24) справедлива также для функций, не обязательно принадле-
жащих W 2

p . Например, пусть u — гладкая функция такая, что u|x|β , |x|β+1Du ограничены при
некотором β > d/p− 2. Тогда оказывается, что (1.24) выполняется для такой функции u (возмож-
но, с обеими частями, равными бесконечности). Доказательство проводится тем же методом, как
для аналогичного утверждения (1.20).
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Чтобы двигаться дальше, нам понадобятся некоторые интерполяционные неравенства.

Лемма 1.3. Пусть u ∈ C∞
0 . Тогда для любых r > 0, ε ∈ (0, r], p � 1∫

Br

|Du|p dx � Nεp
∫
Br

|D2u|p dx+Nε−p
∫
Br

|u|p dx, (1.26)

(Du)� � N(M(D2u))1/2(Mu)1/2, (1.27)

‖Du‖2Lp
� N‖D2u‖Lp‖u‖Lp, (1.28)

где константы N не зависят от r, ε, u.

Доказательство. Используя масштабирование, мы можем считать, что r = 2 в доказательстве
(1.26). Тогда для ρ ∈ [1/2, 1] введем

ϕ(ρ) =

∫
B1

|Du(ρx)|p dx, U =

∫
B1

|u|p dx, W =

∫
B1

|D2u|p dx

и заметим, что

(ϕ1/p(ρ))′ �
(∫

B1

|x|p |D2u(ρx)|p dx
)1/p

= ρ−d/p−1
(∫

Bρ

|x|p |D2u(x)| dx
)1/p

� ρ−d/pW 1/p.

Аналогично

ϕ(ρ) = ρ−d
∫
Bρ

|Du|p dx

для x ∈ Bρ, h = 1− ρ, i = 1, ..., d и ei — i-го базисного вектора |Diu(x)| � I1(x) + I2(x), где

I1(x) = |Diu(x)− h−1[u(x+ eih)− u(x)]| = h

∣∣∣∣∣
∫ 1

0

∫ 1

0

sD2
i u(x+ tshei) dtds

∣∣∣∣∣,
I2(x) = h−1|u(x+ eih)− u(x)| � h−1[|u(x+ eih)|+ |u(x)|].

Следовательно, ϕ(ρ) � Nρ−d[hW + h−1U ], ϕ(1) � W
( ∫ 1

ρ
ρ−d/p dρ

)p
+Nρ−d[hW + h−1U ]. Отсюда

получаем (1.26) для ε � 1/2, положив ρ = 1 − ε = 1 − h. Указанное выше условие на ε легко
распространяется на ε � 1.

При доказательстве (1.27) заметим, что в силу неравенства Пуанкаре при r � 1

osc
Br

Du � NrM(D2u) � NM(D2u),

тогда как при r > 1 в силу (1.26) имеем

osc
Br

Du � 2

∫
–
Br

|Du| dx � NM(D2u) +NMu.

Следовательно, при ε = 1

(Du)� � NεM(D2u) +Nε−1Mu.

Для любого ε > 0 это неравенство получается с помощью масштабирования. Затем, минимизируя
по ε, мы получаем (1.27). Оценка (1.28) следует из (1.26) при r → ∞. �

Априорная оценка (1.24) приводит к теореме существования.

Теорема 1.7. Для любых p > 1, λ > 0, f ∈ Lp существует единственная функция u ∈ W 2
p ,

удовлетворяющая уравнению
Δu− λu+ f = 0.

Кроме того, существует константа N = N(d, p) такая, что для любых u ∈W 2
p и λ � 0

‖D2u,
√
λDu, λu‖Lp � N‖Δu− λu‖Lp . (1.29)
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Доказательство. Воспользуемся идеей Агмона из [5]. Рассмотрим пространство Rd+1 = {z =
(x, y) : y ∈ R, x ∈ Rd} и функцию u′(z) = u(x)ζ(y) cos(μy), где μ =

√
λ и ζ — функция класса

C∞
0 (R), ζ �≡ 0. Введем также оператор

Δ′v(z) = Δxv(z) +D2
yv(z).

Применив (1.24) к u′ и Δ′, находим

‖D2
xu

′, D2
yu

′‖Lp(Rd+1) � N‖Δ′u′‖Lp(Rd+1). (1.30)

Читателю предлагается несложное упражнение: показать, что интеграл∫
R

|ζ(y) cos(μy)|p dy

ограничен снизу положительной константой при μ ∈ R. Следовательно,

‖u‖pLp
= μ−2p

(∫
R

|ζ(y) cos(μy)|p dy
)−1

∫
Rd+1

∣∣D2
yu

′(z)

− u(x)[ζ′′(y) cos(μy)− 2μζ′(y) sin(μy)]
∣∣p dz � Nμ−2p

(‖D2
yu

′‖p
Lp(Rd+2)

+ (μp + 1)‖u‖pLp

)
.

Поэтому ввиду (1.30) получаем

μ2‖u‖Lp � N‖Δ′u′‖Lp(Rd+1) +N(μ+ 1)‖u‖Lp.

Так как
Δ′u′ = ζ cos(μy)[Δu− λu] + u[ζ′′ cos(μy)− 2μζ′ sin(μy)],

имеем
‖Δ′u′‖Lp(Rd+1) � N‖Δu− λu‖Lp +N(μ+ 1)‖u‖Lp,

так что
λ‖u‖Lp � N‖Δu− λu‖Lp +N(

√
λ+ 1)‖u‖Lp.

Кроме того, из (1.24) следует

‖D2u‖Lp � N‖Δu− λu‖Lp +Nλ‖u‖Lp,

и с помощью мультипликативного неравенства получаем
√
λ‖Du‖Lp � N

√
λ‖D2u‖1/2Lp

‖u‖1/2Lp
� ‖D2u‖Lp +Nλ‖u‖Lp .

Таким образом,

‖D2u‖Lp +
√
λ‖Du‖Lp + λ‖u‖Lp � N‖Δu− λu‖Lp +N1(

√
λ+ 1)‖u‖Lp.

Для фиксированного λ такого, что 2N1(
√
λ + 1) � λ получаем (1.29). После этого для общего λ

оценка (1.29) получается с помощью масштабирования.
Эта оценка, в частности, означает, что для доказательства первого утверждения теоремы о

разрешимости уравнения Δu− λu = f достаточно показать, что при λ > 0 множество {Δu− λu :
u ∈ W 2

p } плотно в Lp. Если это не так, то существует ненулевая функция g ∈ Lq, q = p/(p − 1),
такая, что ∫

Rd

g(Δu− λu) dx = 0

для любой u ∈W 2
p . Возьмем симметричную функцию ζ ∈ C∞

0 и при ε > 0 используем обозначение
ζε(x) = ε−dζ(x/ε) и u(ε) = ζε ∗ u. Тогда для любой функции u ∈ C∞

0∫
Rd

u(Δg(ε) − λg(ε)) dx =

∫
Rd

g(ε)(Δu − λu) dx =

∫
Rd

g(Δu(ε) − λu(ε)) dx = 0.

Следовательно, Δg(ε) − λg(ε) = 0 и, так как g(ε), очевидно, принадлежит W 2
q , имеем g(ε) = 0 в

силу (1.29) и g = 0 поскольку g(ε) → g в Lq при ε ↓ 0. Таким образом, мы установили плотность.
Теорема доказана. �

Приведем важное обобщение (1.23).
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Теорема 1.8. Для любого p > 1 существует константа N = N(d, p) такая, что для любой
функции u ∈W 2

p справедливо неравенство

(D2u)� � N
(
M(|f |p))1/p, (1.31)

где f = −Δu.

Доказательство. Можно считать, что u ∈ C∞
0 , так что f ∈ C∞

0 . Рассуждение в конце дока-
зательства теоремы 1.6 вместе с очевидным фактом

osc
{x∈R2:|x|�1}

D2u = lim
n→∞ osc

{x∈R3:|x|�1}
D2(ζ(·/n)u)

позволяет нам рассмотреть лишь случай d � 3. Затем вернемся к началу раздела, где мы утвер-
ждали, что функция u′ := Rf удовлетворяет уравнению Δu′ = −f , так что Δ(u − u′) = 0. Кроме
того, u′ бесконечно дифференцируема и стремится к нулю на бесконечности. В силу принципа
максимума u − u′ равна нулю. Таким образом, u = Rf (это хорошо известный факт, которым мы
уже пользовались выше). Далее, пусть ζ ∈ C∞

0 , ζ = 1 в B2. Положим v = R(fζ), w = R(f(1− ζ)),
так что u = v + w. Функции v, w бесконечно дифференцируемы, причем они сами и v и Dv
убывают на бесконечности как |x|2−d и |x|1−d соответственно. В силу замечания 1.8

‖D2v‖L1(B1) � N‖D2v‖Lp(B1) � N‖fζ‖Lp � N
(
M(|f |p)(0))1/p.

Кроме того, из (1.22) получаем∫
–
B1

∫
–
B1

|D2w(y)−D2w(z)| dy dz � NM(f(1− ζ))(0) � N(M(fp)(0))1/p.

Следовательно, для ρ = 1∫
–
Bρ

∫
–
Bρ

|D2u(y)−D2u(z)| dy dz � N(M(fp)(0))1/p.

Для любого ρ > 0 это неравенство доказывается с помощью масштабирования и приводит к (1.31)
в начале координат, что достаточно для наших целей. �

Замечание 1.9. Следующий естественный шаг — добавить к Δ члены младшего порядка.
Заметим, что если

‖biDiu‖Lp + ‖cu‖Lp � (1/2)N−1(p, d)‖D2u‖Lp, (1.32)

где N(p, d) определено в (1.29), то

‖D2u,
√
λDu, λu‖Lp � 2N(p, d)‖Lu− λu‖Lp , (1.33)

где Lu := Δu + biDiu + cu, и мы получим однозначную разрешимость уравнения Lu − λu = f
методом непрерывного продолжения по параметру.

Таким образом, мы имеем следующий результат.

Теорема 1.9. Пусть p > 1. Предположим, что неравенство (1.32) верно для любой функции
u ∈ W 2

p . Тогда для любых λ > 0 и f ∈ Lp существует единственная функция u ∈ W 2
p ,

удовлетворяющая уравнению Lu−λu = f . Кроме того, для любых u ∈W 2
p и λ � 0 справедлива

оценка (1.33).

В п. 2.1 ниже мы приведем достаточные условия выполнения неравенства (1.32). Мы увидим
(см. замечание 2.3), что это неравенство верно, в частности, если p < d, |b| = κ/|x|, κ достаточно
мало и c ≡ 0 или |c| = κ/|x|2 и 2p < d.

1.5. Эллиптические уравнения с переменными старшими коэффициентами. Приведенные
выше результаты можно также обобщить, рассматривая операторы с переменными коэффициента-
ми, не ограничиваясь оператором Лапласа Δ.

Определим Sδ как множество симметрических d × d-матриц, собственные значения которых
лежат в [δ, δ−1], где δ ∈ (0, 1]. Разумеется, что при линейной невырожденной замене координат
приведенные выше результаты остаются верными для операторов aijDij при условии, что a ∈
Sδ — постоянная матрица. Конечно, указанные выше константы N изменятся и будут зависеть
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от δ. Включение в рассмотрение переменных и довольно нерегулярных матриц aij возможно при
обобщении теоремы 1.8.

Удобно ввести следующие обозначения. Пусть |G| обозначает меру Лебега множества G ⊂ Rd,
и пусть ∫

–
G

f dx =
1

|G|
∫
G

f dx, –‖f‖Lp(G) =
(∫
–
G

|f(x)|p dx
)1/p

.

Лемма 1.4. Для любых p > 1, κ > 2, u ∈ C∞
0 , ρ > 0 справедлива следующая оценка в

начале координат:

osc
Bρ

D2u � N(d, p)κd/p –‖Δu‖Lp(Bκρ) +N(d, p)κ−1M|Δu|. (1.34)

Доказательство. Как и в доказательстве теоремы 1.8, достаточно рассмотреть лишь случай
d � 3. Применяя масштабирование, можно считать, что ρ = 1. Далее, пусть ζ ∈ C∞

0 такова, что
ζ = 1 в B3κ/4 и ζ = 0 вне Bκ . Положим v = R(fζ), w = R(f(1− ζ)), так что u = v +w. Функции
v, w бесконечно дифференцируемы и, так же, как функции v и Dv, убывают на бесконечности как
|x|−(d−2) и |x|−(d−1) соответственно. В силу замечания 1.8

‖D2v‖L1(B1) � N‖D2v‖Lp(B1) � N‖fζ‖Lp � N‖f‖Lp(Bκ) = Nκd/p –‖f‖Lp(Bκ).

Кроме того, вычисления, предшествующие теореме 1.6, показывают, что |D3w(x)| � Nκ−1Mf(0)
при |x| � 1 и, следовательно,∫

–
B1

∫
–
B1

|D2w(y)−D2w(z)| dy dz � Nκ−1Mf(0),

откуда следует (1.34). Лемма доказана. �

Далее, пусть a(x) — функция на Rd со значениями в Sδ. Положим Lu = aijDiju и для
ρ > 0 определим a�ρ = supr�ρ,x supB∈Br(x) oscB a. Далее рассуждаем так же, как в [33]. Такого
же типа результаты, к которым мы стремимся (теорема 1.10), были впервые получены в [11] с
использованием теории сингулярных интегралов Кальдерона — Зигмунда и теоремы из [12] о
коммутаторах сингулярных интегралов и умножения на функцию.

Следующий результат получаем, заметив, что лемма 1.4 справедлива также для Lρu :=
aijρ Diju, где aijρ —- усреднения aij по шару Bρ, и используя представление

f = Lρu+ [(aij − aijρ )Diju]

функции f = Lu, тогда как при q > p в силу неравенства Гёльдера и ограниченности a

–‖(aij − aijρ )Diju‖Lp(Bρ) � N(d, δ, p, q)a�ρa
(
M(|D2u|q))1/q

для любого ρ > 0 при условии, что носитель функции u лежит в Bρa .

Лемма 1.5. Для любых q > 1, κ > 2, ρa > 0 и u ∈ C∞
0 (Bρa)

(D2u)� � N(d, δ, q,κ)
(
M(|Lu|q))1/q + (N(d, δ, q,κ)a�ρa +N(d, δ, q)κ−1

)(
M(|D2u|q))1/q. (1.35)

Ввиду теорем 1.4 и 1.5 для любого p > 1 (p > q > 1). получаем следующее утверждение.

Лемма 1.6. Для любых p > 1, κ > 2, ρa > 0 и u ∈ C∞
0 (Bρa)

‖D2u‖Lp � N0(d, δ, p,κ)‖Lu‖Lp +
(
N1(d, δ, p,κ)a

�
ρa +N2(d, δ, p)κ

−1
)‖D2u‖Lp. (1.36)

Следствие 1.4. Пусть p > 1 и

a�ρa � (1/4)N−1
1

(
d, δ, p, 4N2(d, δ, p)

)
. (1.37)

Тогда для любой функции u ∈ C∞
0 (Bρa) справедливо неравенство

‖D2u‖Lp � 2N0(d, δ, p, 4N2(d, δ, p))‖Lu‖Lp.

Из этой «локальной» априорной оценки получаем глобальную.
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Лемма 1.7. Пусть p > 1 и имеет место (1.37). Тогда существуют N1 = N1(d, δ, p) и
N2 = N2(d, δ, p, ρa) такие, что для любой функции u ∈ C∞

0 справедливо неравенство

‖D2u‖Lp � N1‖Lu‖Lp +N2‖u‖Lp. (1.38)

Доказательство. Рассмотрим неотрицательную функцию ζ ∈ C∞
0 (Bρa) такую, что интеграл

от ζp равен единице и для y, x ∈ Rd определим ζy(x) = ζ(x− y), uy = uζy. Тогда

‖D2uy‖pLp
� N‖Luy‖pLp

� N‖ζyLu‖Lp +N
(‖(Dζy)Du‖pLp

+ ‖(D2ζy)u‖pLp

)
.

Кроме того,
2p‖D2uy‖pLp

� ‖ζyD2u‖pLp
−N

(‖(Dζy)Du‖pLp
+ ‖(D2ζy)u‖pLp

)
.

Следовательно,

‖ζyD2u‖pLp
� N‖ζyLu‖Lp +N

(‖(Dζy)Du‖pLp
+ ‖(D2ζy)u‖pLp

)
.

Теперь остается лишь проинтегрировать это неравенство по y ∈ Rd. �

Далее, повторив часть доказательства теоремы 1.7, для λ � 0 и u ∈ C∞
0 получаем

‖D2u,
√
λDu, λu‖Lp � N‖Lu− λu‖Lp +N‖u‖Lp.

При достаточно большом λ последний член можно опустить, и тогда для u ∈ C∞
0 получим первое

утверждение следующей теоремы.

Теорема 1.10. Пусть p > 1 и имеет место (1.37). Тогда существуют N = N(d, δ, p) и
λ0 = λ0(d, δ, p, ρa) > 0 такие, что для любой функции u ∈ W 2

p и λ � λ0 справедливо неравенство

‖D2u,
√
λDu, λu‖Lp � N‖Lu− λu‖Lp . (1.39)

Кроме того, для любых f ∈ Lp и λ � λ0 существует единственная функция u ∈ W 2
p , удовле-

творяющая уравнению Lu− λu+ f = 0.

Априорная оценка (1.39) распространяется с пространства C∞
0 на пространствоW 2

p , поскольку
C∞

0 плотно в W 2
p . Разрешимость задачи затем устанавливается методом непрерывного продолже-

ния по параметру.

Замечание 1.10. В литературе теорему 1.10 довольно часто доказывают при условии равно-
мерной непрерывности a. В связи с этим полезно отметить, что в общем случае, если a удовле-
творяет (1.37), то supx |a−a′|, где a′ равномерно непрерывна, больше, чем (1/2) supx,y |a(x)−a(y)|
(см., например, замечание 1.5).

2. Пространства Морри — Соболева

Первый раздел этого параграфа посвящен разрешимости уравнения Лапласа с сингулярным
сносом в пространствах Соболева. Остальные разделы касаются разрешимости в пространствах
Морри — Соболева.

2.1. Теорема Адамса. Эта теорема обобщает для любого p > 1 более ранний результат
Феффермана, который впоследствии также был обобщен Д. Адамсом и Ф. Кьяренцей, М. Фраской
разными методами.

Пусть d � 1, 0 < α < d. Введем потенциалы Рисса

Rαf(x) =

∫
Rd

f(y)

|x− y|d−α dy.

Мы будем часто использовать представления таких интегралов в полярных координатах. Напри-
мер, для ограниченной функции f с компактным носителем, интегрируя по частям, получаем∫ ∞

0

1

r

(
rα
∫
–
Br

f(x) dx
)
dr = N

∫ ∞

0

( ∫
Br

f(x) dx
)
drα−d = N

∫ ∞

0

rα−d
∫
∂Br

f(x) dσr dr = NRαf(0),

где σr — элемент поверхностной меры на ∂Br.

Международный математический центр «Сириус» 29



Н. В. Крылов

Замечание 2.1. Если u — гладкая функция с компактным носителем, то для любой точки x,
|x| = 1,

u(0) = −
∫ ∞

0

xi(Diu)(rx) dr, |u(0)| �
∫ ∞

0

|Diu|(rx) dr.
Интегрируя относительно x по единичной сфере, получаем, что в начале координат

|u| � N(d)R1|Du|. (2.1)

Очевидно, что (2.1) выполняется и в любой другой точке.
Оценка (2.1) также следует из известной формулы (доказательство которой можно получить,

например, с помощью преобразования Фурье)

u = N(d)
d∑
i=1

RiDiu, Rif(x) =

∫
Rd

yi − xi

|y − x|d f(y) dy,

благодаря которой можно оценить |u(x)− u(0)|. Действительно, из этого представления следует
|u(x)− u(0)| � N

∫
Rd

∣∣∣ y − x

|y − x|d − y

|y|d
∣∣∣|Du(y)| dy.

Разобьем область интегрирования согласно неравенствам |y| � 2|x| и |y| > 2|x| и заметим, что для
|y| > 2|x|, ε ∈ (0, 1), |x| � 1, имеет место неравенство∣∣∣ y − x

|y − x|d − y

|y|d
∣∣∣ � N |x| 1

|y|d � N |x|ε 1

|y|d−1+ε
,

следующее после подстановки |y| = |x|/s из∣∣∣ l1 − sl2
|l1 − sl2|d − l1

∣∣∣ � Ns, |s| � 1/2, | li| = 1.

Тогда для f = |Du|, ε ∈ (0, 1), |x| � 1 находим

|u(x)− u(0)| � N
(
R1(IB2|x|f)(x) +R1(IB2|x|f)(0) + |x|εR1−ε(IBc

2|x|f)(0)
)
. (2.2)

Этот результат будет использован в доказательстве теоремы 2.5.

Следующий результат — это предложение 3.3 из [1] с аналогичным доказательством.

Лемма 2.1. Пусть f � 0 и Rαf локально суммируема. Тогда

R�αf � N(d, α)Mαf. (2.3)

Доказательство. Используя масштабирования и сдвиги, достаточно доказать, что

I(f) :=

∫
B1

∫
B1

|Rαf(x)−Rαf(y)| dxdy � N sup
r�1

rα
∫
–
Br

f dx =: J.

Положим f = g + h, g = fIB2 , h = fIBc
2
и заметим, что

I(g) � 2

∫
B1

Rαg(x) dx =

∫
Rd

gϕ dy � N

∫
B2

f dy � NJ,

где

ϕ(y) =

∫
B1

2

|x− y|d−α dx.
Кроме того, ∫

B1

∫
B1

|Rαh(x) −Rαh(y)| dxdy � N sup
B1

|DRαh|,
где для |x| < 1

|DRαh(x)| � NRα−1h(x) = N

∫ ∞

0

1

r2

(
rα
∫
–
Br

h(x+ y) dy

)
dr � N

∫ ∞

1

1

r2

(
rα
∫
–
Br

f(y) dy
)
dr � NJ,

откуда получаем требуемую оценку для I и доказываем лемму. �

Следующее утверждение обобщается на случай Lp-пространств с весами Макенхаупта в тео-
реме 3.9.
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Теорема 2.1 (Д. Адамс). Предположим, что 1 < r < p, b � 0, f ∈ Lr и (обозначения будут
объяснены ниже)

‖b‖Ėp,α
:= sup

ρ>0
ρα sup

B∈Bρ

(∫
–
B

bp dx
)1/p

� A. (2.4)

Тогда

I :=

∫
Rd

br|Rαf |r dx � N(α, d, r, p)Ar
∫
Rd

|f |r dx. (2.5)

Следствие 2.1. Если u ∈ C∞
0 (Rd) и α = 1 (и d � 2), то в силу (2.1) (результат Кьяренцы —

Фраски) ∫
Rd

br|u|r dx � NAr
∫
Rd

|Du|r dx,
∫
Rd

br|Du|r dx � NAr
∫
Rd

|D2u|r dx, (2.6)

и, если α = 2 (и d � 3), то ∫
Rd

br|u|r dx � NAr
∫
Rd

∣∣Δu∣∣r dx. (2.7)

В общем случае (0 < α < d) ∫
Rd

br|u|r dx � NAr
∫
Rd

∣∣(−Δ)α/2u
∣∣r dx.

Действительно, f := (−Δ)α/2u удовлетворяет условиям f ∈ Lr и NRαf = u.

Замечание 2.2. Естествен вопрос, верны ли неравенства (2.6) и (2.7) для d = 1 и d = 2
соответственно. Ответ «да» по весьма тривиальной причине: если α = d = 1, p > 1, b �≡ 0, то
A = ∞. В частности, чтобы получить содержательный результат, можно рассматривать α = 1
только в случае 1 < p � d и α = 2 — только в случае 1 < p � d/2.

Замечание 2.3. Читатель без труда проверит, что b = 1/|x| удовлетворяет условиям теоремы
2.1, для A <∞ при α = 1 и любого p ∈ [1, d), а b = 1/|x|2 удовлетворяет этим условиям при α = 2
(d � 3) и любом p ∈ [1, d/2). В качестве приложения мы получаем неравенства Харди∫

Rd

1

|x|r |u|
r dx � N

∫
Rd

|Du|r dx, 1 < r < d,∫
Rd

1

|x|2r |u|
r dx � N

∫
Rd

|Δu|r dx, 1 < r < d/2.

Доказательство теоремы 2.1. Ввиду замечания 2.2 можно считать, что αp � d. В этом
случае можно также предположить, что b и f ограничены и имеют компактный носитель. Это
гарантирует I <∞. Затем положим u = Rαf и запишем

I =

∫
Rd

(
brur−1

)
Rαf dx =

∫
Rd

Rα
(
brur−1

)
f dx � ‖f‖Lr

∥∥Rα(brur−1
)∥∥
Lr′
,

где r′ = r/(r − 1). Заметим, что последняя норма конечна, поскольку Rα
(
brur−1

)
локально огра-

ничена, а на бесконечности убывает как 1/|x|d−α, тогда как∫
|x|�1

1

|x|(d−α)r′ dx <∞,

поскольку αr < αp � d. Теперь по теореме Феффермана — Стейна∥∥Rα(brur−1
)∥∥
Lr′

� N
∥∥R�α(brur−1

)∥∥
Lr′
.

По лемме 2.1
‖R�α

(
brur−1

)∥∥
Lr′

� N‖Mα

(
brur−1

)∥∥
Lr′
,

где в силу неравенства Гёльдера

Mα

(
brur−1

)
= Mα

(
b(br−1ur−1)

)
� ‖b‖Ėp,α

[M
(
(bu)s

)
]1/p

′
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при s = (r − 1)p′ и p′ = p/(p − 1). Так как r < p, имеем p′ < r′ и с учетом теоремы Харди —
Литтлвуда

‖Mα

(
brur−1

)∥∥
Lr′

� N‖b‖Ėp,α

( ∫
Rd

[
(bu)s

]r′/p′
dx
)(r−1)/r

= N‖b‖Ėp,α
I(r−1)/r.

Таким образом, I � N‖f‖Lr‖b‖Ėp,α
I(r−1)/r, что, очевидно, доказывает теорему. �

Непосредственно из следствия 2.1 и теоремы 1.9 получаем следующее утверждение.

Следствие 2.2. Пусть 1 < p < q <∞. Тогда существует константа N = N(d, p, q) такая,
что если N‖b‖Ėq,1

� 1, то для любых λ > 0 и f ∈ Lp существует единственная функция
u ∈ W 2

p , удовлетворяющая уравнению Lu − λu = f , где Lu = Δu + biDiu. Кроме того, для
любой функции u ∈W 2

p справедлива оценка (1.33).

Замечание 2.4. Если ‖b‖Ėq,1
недостаточно мало, то утверждение следствия 2.2 может не

выполняться ни для какого λ > 0. Например, если b = −(d − 1)x/|x|2, 1 < p < q < d, u(x) =

exp(−√
λ|x|), то, как легко проверить, ‖b‖Ėq,1

< ∞ (см., однако, замечание 2.6), u ∈ W 2
p и

Lu− λu = 0, так что оценка (1.33) не выполняется.

Замечание 2.5. С точки зрения теории эллиптических уравнений наиболее желательной вер-
сией неравенства (2.6) была бы, конечно, следующая:

‖biDiu‖Lp � ε‖D2u‖Lp +N(ε)‖u‖Lp (2.8)

для p ∈ (1, d), любой функции u ∈ W 2
p и любого числа ε ∈ (0, 1], где N(ε) не зависит от u (но

может зависеть от b).
Действительно, если оценка была бы верна для достаточно малых ε, то из этой оценки сле-

довала бы однозначная разрешимость в W 2
p уравнения Lu − λu = f ∈ Lp при для λ, достаточно

больших, чтобы компенсировать N(ε)‖u‖Lp в левой части (1.33). Однако, вообще говоря, одно-
значная разрешимость не имеет места для b таких, что ‖b‖Ėq,1

< ∞ и, следовательно, оценка
(2.8) неверна, если ε слишком мало. Например, (2.8) не выполняется, если ε слишком мало при
|b| = |x|−1, как показывает пример из замечания 2.4.

Полезно заметить, что (2.4) выполняется с конечной A в случае b ∈ Lpα. Кроме того, из
неравенства Гёльдера следует, что условие конечности A в (2.4) (и pα � d) становится сильнее
при замене p на любое q � p, а при pα = d это условие выполняется в случае b ∈ Ld.

Следует учитывать, что может случиться так, что ‖b‖Ėp,α
< ∞, но b �∈ Lp+ε,loc, каким бы

малым ни было ε > 0.

Пример 2.1. Выберем p ∈ [d − 1, d) и rn > 0, n = 1, 2, ..., так, чтобы сумма ρn := rd−pn была
равна 1/2. Пусть e1 — первый базисный вектор. Положим b(x) = |x|−1I|x|<1, x0 = 1,

xn = 1− 2
n∑
1

rd−pi , cn = (1/2)(xn + xn−1), bn(x) = r−1
n b
(
r−1
n (x− cne1)

)
, b =

∞∑
1

bn.

Так как rn � 1 и d− p � 1, носители bn не пересекаются и для q > 0 имеем∫
B1

bq dx =

∞∑
1

∫
Rd

bqn dx = N(d, p)

∞∑
1

rd−qn .

Поэтому выберем rn так, чтобы последняя сумма расходилась при любом q > p. Заметим, что для
любых n � 1 и шара B радиуса ρ ∫

B

bpndx � N(d)ρd−p.

Кроме того, если пересечение B и
⋃
Brn(cn) не пусто, то это пересечение состоит из шаров Bri(ci),

i = i0, ..., i1, и B ∩ Bri0−1(ci0−1), если i0 � 2 и B ∩ Bri1+1(ci1+1). В такой ситуации ci0 − ci1 � 2ρ,

ci0 � xi0 , ci1 � xii−1 и
∑i1−1

i=i0+1 r
d−p
i � ρ. Поэтому∫

B

bp dx � N(d)

i1−1∑
i=i0+1

rd−pi +

∫
B

[Ii0�2b
p
i0−1 + bpi0 + bpi1 + bpi1+1]dx � N(d)(ρ+ ρd−p),
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где последний член меньше, чем N(d)ρd−p при ρ � 1. Такая оценка также имеет место при ρ > 1,
поскольку b ∈ Lp и d � p. Таким образом, b ∈ Ėp,1, но b �∈ Lq для q > p.

2.2. Определение и простейшие свойства пространств Морри — Соболева. Возьмем p ∈
(1,∞), β � 0, r ∈ (0,∞) и область O ⊂ Rd и введем пространство Морри Ep,β;r(O) как множество
функций g ∈ Lp,loc(O) таких, что

‖g‖Ep,β;r(O) := sup
ρ�r,x∈O

ρβ –‖gIO‖Lp(Bρ(x)) <∞. (2.9)

Определим пространство Морри — Соболева E2
p,β;r(O) следующим образом: E2

p,β;r(O) = {u :

u,Du,D2u ∈ Ep,β;r(O)}, где Du,D2u — производные Соболева, и снабдим E2
p,β;r(O) очевидной

нормой. Аналогично вводится пространство E1
p,β;r(O). Если O = Rd или r = 1, будем опускать

(O) или ; r в обозначениях. Например, E2
p,β = E2

p,β;1(R
d).

Пусть r, s > 0. Так как u ∈ Ep,β;rs тогда и только тогда, когда u(r·) ∈ Ep,β;s и ‖u‖Ep,β;rs
=

rβ‖u(r·)‖Ep,β;s
, мы сконцентрируемся главным образом на Ep,β .

Замечание 2.6. Оказывается, что |x|−1 принадлежит Ep,1 при любом p < d. Действительно,
если |x| � 2ρ, то ∫

–
Bρ(x)

|y|−p dy � N(d)

∫
–
B2ρ

|y|−p dy = Np
0 (d, p)(2ρ)

−p,

и, если |x| > 2ρ, то |y|−p � N(p)ρ−p на Bρ(x) и опять∫
–
Bρ(x)

|y|−p dy � N(p)ρ−p.

Также очевидно, что если x′ �= x′′ и ux(y) = |x− y|−1, то

‖ux′ − ux′′‖Ep,1 � N0(d, p),

откуда следует, что Ep,1 — несепарабельное банахово пространство. То же верно для Ep,β , если
β < d/p. Это схоже с пространствами Гёльдера Cα и, как в том случае, множество гладких функ-
ций не будет плотным в пространстве Ep,1. Однако при β � d/p картина становится совершенно
другой (см. замечание 2.7).

Заметим, что в [35] норма в Ep,β определяется иным способом, чем в (2.9), без ограничения
ρ, просто ρ <∞. В связи с этим отметим, что если β � d/p и носитель g лежит в некотором шаре
B ∈ B1, то норма в Ep,β функции g будет такой же: как в (2.9) или [35]. Приведем еще одно
полезное наблюдение: ‖g‖Ep,β

= supB∈B1
‖gIB‖Ep,β

.

Замечание 2.7. Если β � d/p, то ‖f‖Ep,β
= supB∈B1

‖f‖Lp(B). Вообще говоря, из неравенства
Гёльдера легко получаем ‖f‖Ep,β

� N supB∈B1
‖f‖Lr(B), где N не зависит от f и r = p ∨ (d/β).

Замечание 2.8. Если u обращается в нуль вне некоторого шара B ∈ B1 и d/p � β, легко
показать, что для любых r � 1 и B′ ∈ Br имеет место неравенств rβ –‖u‖Lp(B′) � N(d)‖u‖Lp(B).

Замечание 2.9. Довольно часто оказывается полезным следующее замечание: если f(x) �
0 — неотрицательная борелевская функция, r ∈ (0,∞), μ ∈ (0, 1), то∫

–
Br

f dx � (1 + μ)d sup
B∈Bμr

∫
–
B

f dx. (2.10)

Это неравенство получается следующим образом. Пусть ζ = |Bμr|−1IBμr . Тогда∫
–
Br

f dx = |Br|−1

∫
Br

∫
Br(1+μ)

f(x)ζ(x − y) dy dx � |Br|−1

∫
Br(1+μ)

∫
Rd

f(x)ζ(x − y) dx dy,

откуда немедленно получаем (2.10).
В частности, пространства Ep,β;r при различных r совпадают и, если r � 1, то ‖u‖Ep,β

�
2d/pr−β‖u‖Ep,β;r

.
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Замечание 2.10. Если R � 1 и β � d/p, то

‖f‖Ep,β(BR) = sup
r�R,x∈BR

rβ –‖fIBR‖Lp(Br(x)).

Это действительно так, поскольку при r ∈ [R, 1] имеем (где N(d, p) = |B1|−1/p)

rβ –‖fIBR‖Lp(Br(x)) � N(d, p)rβ−d/p‖fIBR‖Lp

� N(d, p)Rβ−d/p‖fIBR‖Lp(BR) = Rβ –‖fIBR‖Lp(BR) � sup
ρ�R

ρβ‖fIBR‖Lp(Bρ(0)).

Замечание 2.11. Для любого шара B (обратите внимание на область значений x)

‖f‖Ep,β(B) = sup
x∈Rd,ρ�1

ρβ –‖fIB‖Lp(Bρ(x)).

Действительно, если x �∈ B, то можно перемещать Bρ(x) к центру B до тех пор, пока x не
окажется на ∂B, при этом все время увеличивая (по включению) B ∩Bρ(x) и –‖fIB‖Lp(Bρ(x)).

Для функций f(x) и ε > 0 определим

f (ε) = f ∗ ζε, (2.11)

где ζε = ε−dζ(x/ε) с неотрицательной функцией ζ ∈ C∞
0 , интеграл от которой равен единице, а

носитель лежит в B1. Заметим, что в силу неравенства Минковского ‖f (ε)‖Ep,β
� ‖f‖Ep,β

для
любой функции f ∈ Ep,β . Ограниченность максимальной функции является еще одним полезным
свойством пространств Морри. Один из первых результатов такого рода опубликован в [9].

Лемма 2.2. Пусть M [c]f = supε∈(0,c] |f |(ε). Тогда
‖M [1]f‖Ep,β

� N‖f‖Ep,β

для любой функции f � 0, где N = N(d, p, β).

Доказательство. Надо показать, что для любых r � 1 и B ∈ Br

rβ –‖M [1]f‖Lp(B) � N‖f‖Lp,β
. (2.12)

Можно считать, что B = Br. В этом случае прежде всего заметим, что по теореме о максимальной
функции Харди — Литтлвуда

rβ –‖M [1](fIB3r )‖Lp(Br) � Nrβ−d/p‖M [1](fIB3r )‖Lp

� Nrβ−d/p‖fIB3r‖Lp = N(3r)β –‖f‖Lp(B3r) � N‖f‖Ep,β
, (2.13)

где при выводе последнего неравенства мы воспользовались замечанием 2.9. Кроме того, для
x ∈ Br и ε � r очевидно, что (fIBc

3r
)(ε)(x) = 0. Кроме того, для ε > r

(fIBc
3r
)(ε)(x) � N

∫
–
Bε

(fIBc
3r
)(x + y) dy,

rβ(fIBc
3r
)(ε)(x) � Nεβ

∫
–
Bε

f(x+ y) dy � Nεβ –‖f‖Lp(Bε(x)) � N‖f‖Ep,β
.

Следовательно, rβM [1](fIBc
3r
) � N‖f‖Ep,β

на Br и rβ –‖M [1](fIBc
3r
)‖Lp(Br) � N‖f‖Ep,β

. Объединяя
полученные оценки с оценкой (2.13), получаем (2.12). Лемма доказана. �

Замечание 2.12. В классическом вещественном анализе вместо Ep,β обычно рассматривают
его «однородный» вариант Ėp,β (см. (2.4)), определяемый как множество функций g таких, что

‖g‖Ėp,β
:= sup

ρ<∞,B∈Bρ

ρβ –‖g‖Lp(B) <∞

(заметим, что ρ <∞).
Применяя масштабирование, из леммы 2.2 получаем

‖M [∞]f‖Ėp,β
� N‖f‖Ėp,β

(2.14)

с той же константой N , что и в лемме. Эта оценка найдена в [9] для 0 < β < d/p. Кстати,
заметим, что оценка (2.14) становится тривиальной при β > d/p. Причина в том, что правые части
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в (2.14) становятся бесконечными, за исключением случая f = 0. Для β = d/p имеем Ėp,β = Lp,
а оценка (2.14) известна из теоремы 1.5 (заметим, что Mf � NM [∞]f � NMf с константами, не
зависящими от f ).

Приведем полезный результат об аппроксимации.

Лемма 2.3. Пусть 0 � β′ < β. Если ‖fn‖Ep,β′ , n = 0, 1, ..., — ограниченная последователь-
ность и ‖fn − f0‖Lp(B) → 0 для любого шара B, то для любого шара B имеем limn→∞ ‖fn −
f0‖Ep,β(B) = 0. В частности, если f ∈ Ep,β′ , то для любого B ∈ B

lim
ε↓0

‖f (ε) − f‖Ep,β(B) = 0. (2.15)

Доказательство. Очевидно, что для любого r ∈ (0, 1]

‖fn − f0‖Ep,β(B) � 2rβ−β
′
sup
n

sup
ρ�r

ρβ
′
sup
B′∈Bρ

–‖fn‖Lp(B′) +N(d, r, p, q, B)‖fn − f0‖Lp(B).

Здесь первое слагаемое в правой части может быть сделано сколь угодно малым за счет выбора
r, а второе слагаемое стремится к нулю при n→ ∞. �

Еще один результат аппроксимационного типа состоит в следующем.

Лемма 2.4. Пусть g(x) � 0 — борелевская функция такая, что для любой гладкой огра-
ниченной функции f(x) справедливо неравенство∫

Rd

g|f | dx � ‖f‖Ep,β
(2.16)

(ограниченный линейный функционал на Ep,β специального вида). Тогда для любой функции
f ∈ Ep,β справедливо неравенство (2.16) и

lim
ε↓0

∫
Rd

g|f − f (ε)| dx = 0.

Доказательство. Сначала заметим, что (2.16) выполняется для любой функции f ∈ Ep,β в
силу леммы Фату и неравенства ‖f (ε)‖Ep,β

� ‖f‖Ep,β
. После этого остается лишь воспользоваться

теоремой Лебега о мажорируемой сходимости, а также тем, что при ε � 1

|f − f (ε)| � 2 sup
γ�1

|f |(γ) = 2M [1]f

и ‖M [1]f‖Ep,β
� N‖f‖Ep,β

. �

Следующее утверждение аналогично неравенству Гёльдера.

Лемма 2.5. Если p � 1, β > 1, и p0 = βp = s(β − 1), то для любых b и g

‖bg‖Ėp,β
� ‖b‖Ėp0,1

‖g‖Ės,β−1
, ‖bg‖Ep,β

� ‖b‖Ep0,1
‖g‖Es,β−1

.

Доказательство. Заметим, что p/p0 + (p0 − p)/p0 = 1, pp0/(p0 − p) = s. По неравенству
Гёльдера для любого ρ > 0 и B ∈ Bρ

ρβ –‖IBbg‖Lp � ρ –‖bIB‖Lp0
· ρβ−1 –‖IBg‖Ls ,

откуда следует требуемое утверждение. �

2.3. Интерполяции и вложения. Интерполяционное неравенство, связывающее норму Du в
Ep,β с нормами u и D2u в Ep,β выглядит вполне естественно. По-видимому, оно впервые было
опубликовано в [15] в 2017 г., что заставляет автора задаться вопросом, каким тогда образом в
прошлом исследователи, утверждавшие, что плоские граничные и внутренние оценки Морри —
Соболева приводят к глобальным оценкам в гладких областях с помощью выпрямления границы и
разбиения единицы, обосновывали это утверждение. Эти процедуры неизбежно приводят к появ-
лению членов первого порядка, способ работы с которыми не был объяснен до [15]. К сожалению,
доказательство в [15] содержит ошибку (см. лемму 4.2 в указанной работе). Мы приведем иное
доказательство и заметим, что еще одно доказательство этого факта дано в замечании 3.5. Далее
приведем лемму 4.4 из [35].
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Лемма 2.6. Пусть p ∈ [1,∞), β > 0, R ∈ (0,∞], u ∈ W 2
p (BR), x0 ∈ BR. Тогда существует

константа N = N(d, p, β) такая, что если ρ <∞, r � ρ/2 � R/2, ε ∈ (0, 1 ∧ ρ], то
f(r) := rβ –‖IBRDu‖Lp(Br(x0)) � Nε sup

r�s�ρ
sβ –‖IBRD

2u‖Lp(Bs(x0))

+Nε−1 sup
r�s�ρ

sβ –‖IBR(u− c)‖Lp(Bs(x0)), (2.17)

где c — произвольная константа.

Доказательство. Очевидно, что можно считать c = 0. Обозначим v = Du, w = D2u,
Gs = Bs(x0) ∩ BR, U = supr�s�ρ s

β –‖IBRu‖Lp(Bs(x0)), W = supr�s�ρ s
β –‖IBRD

2u‖Lp(Bs(x0)). По
неравенству Пуанкаре при r � s � ρ

–‖v − vGs‖Lp(Gs) � N(d)s –‖w‖Lp(Gs) � Ns1−βW.

Кроме того, в силу интерполяционных неравенств для пространств Соболева существует константа
N = N(d, p) такая, что для ε ∈ (0, 1] и ε � s � ρ

–‖v − vGs‖Lp(Gs) � 2 –‖v‖Lp(Gs) � N –‖w‖1/2Lp(Gs)
–‖u‖1/2Lp(Gs)

+Ns−1 –‖u‖Lp(Gs)

� N –‖w‖1/2Lp(Gs)
–‖u‖1/2Lp(Gs)

+Nε−1 –‖u‖Lp(Gs), (2.18)

откуда при ρ � s � ε ∨ r получаем
sβ –‖v − vGs‖Lp(Gs) � NW 1/2U1/2 +Nε−1U.

Поэтому для любого ε ∈ (0, 1] (здесь условие ε � ρ не требуется) и r � s � ρ

g(s) := sβ –‖v − vGs‖Lp(Gs) � N1εW +N2ε
−1U =: h,

где N1 = N1(d, p) и, N2 = N2(d, p).
Затем мы воспользуемся аргументами Кампанато (см., например, предложение 5.4 в [25]).

Очевидно, что
f(s) � g(s) + sβ |vGs | � h+ sβ |vGs | (2.19)

и если 2s � ρ, то
|vGs | � |vGs − vG2s |+ |vG2s |,

где

|vGs − vG2s | �
∫
–
Gs

|v − vG2s | dx � N(d)

∫
–
G2s

|v − vG2s | dx � N(2s)−βh.

Следовательно, для rn = r2n вместо s при rn+1 � ρ имеем

|vGrn
| � Nhr−β2−(n+1)β + |vGrn+1

|.
Применив это неравенство для n = 0, 1, ..., n0, где n0 = �log2(ρ/r)� − 1, находим

rβ |vGr | � Nh

n0∑
n=0

2−(n+1)β +Nrβ |vGρ | � Nh+Nρβ |vGρ |.

Отсюда в силу (2.19) получаем оценку (2.17), добавив к ее правой части член Nρβ |vGρ |, который
оцениваем так же, как в (2.18), и в результате приходим к неравенству (2.17) того же вида. Лемма
доказана. �

Теорема 2.2. Пусть p ∈ [1,∞), 0 < β � d/p, R ∈ (0,∞], u ∈ W 2
p (BR). Тогда существует

константа N = N(d, p, β) такая, что для любого ε ∈ (0, 1 ∧R]
‖Du‖Ep,β(BR) � N

(
ε‖D2u‖Ep,β(BR) + ε−1‖u‖Ep,β(BR)

)
. (2.20)

Доказательство. В силу замечаний 2.10, 2.9 и 2.11 имеем

‖Du‖Ep,β(BR) = sup
r�R∧1,x∈BR

rβ –‖IBRDu‖Lp(Br(x))

� N(d, p) sup
r�(R∧1)/2,x∈Rd

rβ –‖IBRDu‖Lp(Br(x)) = N(d, p) sup
r�(R∧1)/2,x∈BR

rβ –‖IBRDu‖Lp(Br(x)).

Теперь из леммы 2.6 с ρ = R ∧ 1 следует (2.20). �
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Далее нам потребуются следующие оценки, восходящие к работе Адамса [1].

Лемма 2.7. Пусть 0 � γ < α < β, σ < β ∧ d. Тогда существует константа N такая, что
для любых f � 0 и ρ ∈ (0,∞)

Rα(IBρf)(0) � Nρα−γMγf(0), (2.21)

Rσ(IBc
ρ
f)(0) � Nρσ−βMβf(0), (2.22)

Rαf � N(Mβf)
(α−γ)/(β−γ)(Mγf)

(β−α)/(β−γ). (2.23)

где p ∈ [1,∞], q ∈ (1,∞] и множество Γ измеримо. В частности (по неравенству Гёльдера при
γ = 0) для любых p ∈ [1,∞], q ∈ (1,∞] и измеримого Γ

‖Rαf‖Lr(Γ) � N‖Mβf‖α/βLp(Γ)
‖f‖1−α/βLq

, (2.24)

при условии
1

r
=
α

β
· 1
p
+
(
1− α

β

)1
q
.

Доказательство. Мы по-существу повторяем доказательство предложения 3.1 из [1]. Заме-
тим, что неравенство (2.23) в начале координат легко выводится суммированием неравенств в
(2.21) и (2.22) при σ = α и минимизацией по ρ. В любой другой точке оно получается перено-
сом начала координат. Кроме того, очевидно, мы можем предположить, что f ограничена и имеет
компактный носитель. Интегрируя по частям, находим

Rα(IBρf)(0) = N(d)

∫ ρ

0

rα−d
d

dr

(∫
Br

f dx
)
dr = Nρα

∫
–
Bρ

f dx

+N

∫ ρ

0

rα−γ−1rγ
∫
–
Br

f dxdr � Nρα−γMγf(0),

откуда следует (2.21). Далее,

Rσ(IBc
ρ
f)(0) = N(d)

∫ ∞

ρ

rσ−d
d

dr

(∫
Br

f dx
)
dr � N

∫ ∞

ρ

rσ−1

∫
–
Br

f dxdr

� NMβf(0)

∫ ∞

ρ

rσ−β−1 dr = Nρσ−βMβf(0),

и лемма доказана. �

Приведем теорему 3.1 из [1].

Теорема 2.3. Для любых 0 < α < β, p ∈ (1,∞), r таких, что r(β − α) = pβ существует
константа N такая, что для любых f � 0

‖Rαf‖Ėr,β−α
� N‖f‖Ėp,β

. (2.25)

Доказательство. Достаточно доказать, что для любого ρ > 0

ρβ−α
(∫
–
Bρ

|Rαf |r dx
)1/r

� N‖f‖Ėp,β
,

т.е.,

ρβ−α−d/r
(∫

Bρ

|Rαf |r dx
)1/r

� N‖f‖Ėp,β
. (2.26)

Заметим, что по неравенству Гёльдера Mβ(IB2ρf) � N‖f‖Ėq,β
и по определению( ∫

Rd

IB2ρf
p dx

)1/p
� Nρd/p−β‖f‖Ėp,β

.

Из (2.24) при p = ∞ следует, что( ∫
Bρ

|Rα(IB2ρf)|rdx
)1/r

� Nρ(d/p−β)(1−α/β)‖f‖Ėp,β
= Nρd/r−β+α‖f‖Ėp,β

.
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Кроме того, в силу (2.22)( ∫
Bρ

|Rα(IBc
2ρ
f)|rdx

)1/r
� Nρd/r sup

Bρ

Rα(IBc
2ρ
f) � Nρd/r+α−β‖f‖Ėp,β

.

Объединяя эти оценки, мы приходим к (2.26), и теорема доказана. �

Замечание 2.13. Если u ∈ Ė1
p,β имеет компактный носитель, p ∈ [1,∞), то (почти всюду)

|u| � NR1|Du|. (2.27)

Этот факт отмечен в замечании 2.1 для гладких функций u с компактным носителем. В общем
случае достаточно заметить, что (почти всюду)

|u| = lim
ε↓0

|u(ε)| � N lim
ε↓0

R1|(Du)(ε)| � N lim
ε↓0

(R1|Du|)(ε) = NR1|Du|,

где последнее равенство справедливо ввиду локальной интегрируемости R1|Du|. Аналогично до-
казываетcя, что если u ∈ E2

p,β имеет компактный носитель, то |u| � NR2|Δu|.
Следствие 2.3 (теорема вложения Морри — Соболева). Если d > β > 1 и p ∈ (1, d/β], то для

любых u ∈ Ė1
p,β, v ∈ E1

p,β

‖u‖Ėr,β−1
� N‖Du‖Ėp,β

, ‖v‖Er,β−1
� N(‖Dv‖Ep,β

+ ‖v‖Ep,β
),

где r(β − 1) = pβ и N не зависит от u и v.

Действительно, если u имеет компактный носитель, первая оценка следует из теоремы 2.3 и
замечания 2.13. В общем случае достаточно взять ζ ∈ C∞

0 такую, что ζ = 1 на B1, ζ = 0 вне B2,
0 � ζ � 1, обозначить ζε(x) = ζ(εx) и заметить, что

‖u‖Ėr,β−1
� lim

ε↓0
‖uζε‖Ėr,β−1

� N lim
ε↓0

‖ζεDu‖Ėp,β
+N lim

ε↓0
ε‖u(Dζ)(ε·)‖Ėp,β

.

Вторая оценка следует из первой ввиду неравенств

‖v‖Er,β−1(B1) � ‖vζ‖Ėr,β−1
� N(‖Dv‖Ep,β(B2) + ‖v‖Ep,β(B2)).

Следствие 2.4. Если 1 < β < q � d, b ∈ Ėq,1, c ∈ Eq,1, p ∈ (1, q/β], то для любых u ∈ Ė2
p,β ,

v ∈ E2
p,β

‖bDu‖Ėp,β
� N‖b‖Ėq,1

‖D2u‖Ėp,β
, (2.28)

‖cDv‖Ep,β
� N‖c‖Eq,1(‖D2v‖Ep,β

+ ‖v‖Ep,β
) (2.29)

где N не зависит от b, c, u.

Доказательство. Действительно, по лемме 2.5

‖bDu‖Ėp,β
� ‖b‖Ėβp,1

‖Du‖Ėr,β−1
� ‖b‖Ėq,1

‖Du‖Ėr,β−1
,

где r(β−1) = pβ и в силу следствия 2.3 последняя норма мажорируется выражением N‖D2u‖Ėp,β
.

Это доказывает (2.28). Для доказательства (2.29) достаточно использовать ту же последователь-
ность рассуждений, объединив на последнем шаге с интерполяционным неравенством из теоре-
мы 2.2. �

Из следствия 2.4 получаем эллиптический вариант леммы 5.1 из [37] при условии ρb = 1.
Общий случай получается с помощью масштабирования.

Теорема 2.4. Пусть b — Rd-значная функция на Rd. Пусть pb ∈ (1, d], ρb ∈ (0,∞) такие,
что

bpb,ρb := sup
ρ�ρb

ρ sup
B∈Bρ

–‖b‖Lpb
(B) <∞.

Пусть β > 1, 1 < p � pb/β. Тогда оператор Lu := biDiu ограничен как оператор из E2
p,β;ρb

в
Ep,β;ρb и для любой функции u ∈ E2

p,β;ρb

‖biDiu‖Ep,β;ρb
� N(d, p, pb, β)bpb,ρb

(‖D2u‖Ep,β;ρb + ρ−2
b ‖u‖Ep,β;ρb

). (2.30)
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Замечание 2.14. Наиболее желательной версией (2.30) была бы, конечно, оценка

‖biDiu‖Ep,β(B1) � ε‖D2u‖Ep,β(B1) +N(ε)‖u‖Ep,β(B1) (2.31)

для p ∈ (1, pb/β) любой функции u ∈ Ep,β и любого ε ∈ (0, 1] такого, что N(ε) не зависит от
u. Это утверждается в теореме 5.4 из [15], однако это утверждение неверно. Чтобы убедиться в
этом, предположим, что β ∈ (1, 2), p ∈ (1, d/β), и f(t), t � 0, — гладкая функция, равная нулю при
t � 1, равная t2−β при t ∈ [2, 3] обращающаяся в нуль при t � 4. Очевидно, что |f ′(t)| � Nt1−β ,
|f ′′(t)| � Nt−β для некоторой константы N и f ′(t) = (2 − β)t1−β при t ∈ [2, 3]. Теперь для
κ ∈ (0, 1/4] определим uκ(x) = f(|x|/κ). Тогда

Diuκ = f ′ x
i

κ|x| , Dijuκ = f ′′ x
ixj

κ2|x|2 + f ′ 1

κ|x|
(
δij − xixj

|x|2
)
.

Следовательно, |D2uκ| � Nκβ−2|x|−β в B1 и |Du| = (2− β)κβ−2|x|1−β в B3κ \B2κ при b = |x|−1,
откуда следует

–‖bDuκ‖Lp(B3κ) � N1(3κ)
−2, –‖D2uκ‖Lp(Br) � N2κ

β−2r−β , r < 1.

Учитывая, что –‖uκ‖Lp(Br) � N sup |f |, мы видим, что (2.31) может выполняться только при
условии N13

β−2 � εN2.

Будем писать f ∈ Lloc
p , если

‖f‖Lloc
p

:= sup
B∈B1

‖f‖Lp(B) <∞.

Сформулируем классическую теорему вложения Соболева, которая получается из следствия
2.3 при pβ = d.

Следствие 2.5. Если 1 < p < d, то для любой функции u ∈ W 1
p

‖u‖Lr � N‖Du‖Lp, ‖u‖Lloc
r

� N(‖Du‖Lloc
p

+ ‖u‖Lloc
p
), (2.32)

где r(d/p− 1) = d, N не зависит от u.

Замечание 2.15. Обычно первая оценка в (2.32) выводится с помощью неравенства Гальяр-
до — Ниренберга, которое утверждает, что эта оценка выполнена при p = 1.

При α = 2 в теореме 2.3, по аналогии со следствием 2.3 мы выводим первую оценку в (2.33).

Следствие 2.6. Если d � β > 2, p ∈ (1, d/β], то для любого u ∈ Ė2
p,β, v ∈ E2

p,β

‖u‖Ėr,β−2
� N‖Δu‖Ėp,β

, ‖v‖Er,β−2
� N(‖D2v‖Ep,β

+ ‖v‖Ep,β
) (2.33)

где r(β − 2) = pβ и N не зависит от u.

Вторая оценка получается из первой так же, как в следствии 2.3.

Следствие 2.7. Если 1 < p < d/2, то для любой u ∈W 2
p

‖u‖Lr � N‖Δu‖Lp, ‖u‖Lloc
r

� N(‖D2u‖Lloc
p

+ ‖u‖Lloc
p
), (2.34)

где r(d/p− 2) = d, N не зависит от u.

Теперь изложим несколько результатов о вложениях пространств Eip,β в пространства C
α.

Как обычно, когда мы говорим, что функция u, определенная однозначно лишь почти всюду,
является, скажем, непрерывной, подразумевается, что существует непрерывная функция, равная
u почти всюду.

Теорема 2.5 (теорема вложения для пространств Морри — Соболева). (i) Пусть 0 < β < 2,
β � d/p, p ∈ [1,∞). Тогда любая функция u ∈ E2

p,β ограничена и непрерывна и для любого
ε ∈ (0, 1]

|u| � ε2−β‖D2u‖Ep,β
+N(d, β)ε−β‖u‖Ep,β

. (2.35)

(ii) Если 0 < β < 1, β � d/p, p ∈ [1,∞), ε ∈ (0, 1], то любая функция u ∈ E1
p,β непрерывна,

|u| � N(d, β)(ε1−β‖Du‖Ep,β
+ ε−β‖u‖Ep,β

), (2.36)
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и для любых x, y ∈ B1 (теорема Морри)

|u(x)− u(y)| � N(d, β)|x− y|1−β‖u‖E1
p,β
. (2.37)

(iii) Пусть 1 < β < 2, β � d/p, p ∈ [1,∞). Тогда для любых u ∈ E2
p,β, x, y ∈ B1

|u(x)− u(y)| � N(d, p, β)|x − y|2−β‖u‖E2
p,β
. (2.38)

Доказательство. (i) Рассмотрим неотрицательную функцию ζ ∈ C∞
0 такую, что ζ = 1 на B1/2

и ζ = 0 вне B1. Для ε ∈ (0, 1] введем ζε(x) = ζ(x/ε). В силу замечания 2.13 и (2.21) (B1/2-п.в.)

|u| � NR2|Δ(ζεu)| � Nε2−β‖Δ(ζεu)‖Ep,β
� Nε2−β‖Δu‖Ep,β

+Nε1−β‖Du‖Ep,β
+Nε−β‖u‖Ep,β

.

По интерполяционной теореме получаем (2.35) почти всюду в в B1/2 и, следовательно, почти
всюду. Для доказательства непрерывности u достаточно заметить, что u(ε) → u равномерно в
силу (2.35) и леммы 2.3, в которой мы можем взять любые β′ > β, β′ < 2. Это доказывает (i).

Оценка (2.36) доказывается так же, как и (2.35) (без использования интерполяции).
Для доказательства (2.37) заметим, что для ε ∈ (0, 1) такого, что 1− ε < β, |x| � 1/2, гладкой

функции u, v = uζ, и f = |Dv| справедливо неравенство (2.2), где в силу (2.21)
R1(IB2|x|f)(x) +R1(IB2|x|f)(0) � N |x|1−β‖f‖Ep,β

и в силу (2.22) (f имеет носитель в B1 и β � d/p)

R1−ε(IBc
2|x|f)(0) � N |x|1−ε−β‖f‖Ep,β

.

Объединяя эти оценки, находим

|u(x)− u(0)| � N |x|1−β‖D(uζ)‖Ep,β
� N |x|1−β‖u‖E1

p,β
,

откуда получаем (2.37) для гладкой u. В общем случае u ∈ E1
p,β рассуждения такие же, как в

случае (2.35).
Для доказательства (2.38) достаточно заметить, что u ∈ E1

p,β−1 в силу следствия 2.3 и затем
воспользоваться (2.37). �

Отметим, что если мы хотим, чтобы функции из W 2
p были гёльдеровы (как в (2.38)), необхо-

димо d/p < 2. Для гёльдеровости градиентов функций из W 2
p необходимо d/p < 1. В теореме 2.5

оценка сверху на d/p не требуется (вместо этого β контролирует локальное поведение u и Du).

Замечание 2.16. Ограничение β � d/p в теореме 2.5 почти не имеет значения. Можно
обойтись без этого ограничения, достаточно заменить β на β ∧ (d/p). Этот факт связан с тем, что
Ep,β = Lloc

p для β � d/p.

Следствие 2.8. Пусть 0 < β < 1, β � d/p, p ∈ [1,∞). Тогда для любой функции u ∈ E2
p,β

такой, что Du ограничена и непрерывна и для любого ε ∈ (0, 1]

|Du| � ε1−β‖D2u‖Ep,β
+N(d, β)ε−β−1‖u‖Ep,β

. (2.39)

Действительно, Du ∈ E1
p,β и в силу (2.36)

|Du| � N(d, β)(ε1−β‖D2u‖Ep,β
+ ε−β‖Du‖Ep,β

),

где последний член допускает оценку (2.20).

2.4. Разрешимость уравнения Лапласа в пространствах Морри — Соболева.

Лемма 2.8. Пусть β > 0 и p > 1. Тогда существует константа N такая, что для любой
u ∈ C∞

0

‖D2u‖Ėp,β
� N‖f‖Ėp,β

, (2.40)

где f = Δu.
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Доказательство. Можно считать, что d � 3. В этом случае для доказательства (2.40) доста-
точно показать, что

‖D2u‖Lp(B1) � N‖f‖Ėp,β
. (2.41)

Действительно, смена масштаба и сдвиг начала координат приводит к неравенству

ρβ‖D2u‖Lp(B) � N‖f‖Ėp,β

для любых ρ > 0 и B ∈ Bρ, что эквивалентно (2.40).
В случае (2.41) пусть g = fIB2 , h = fIBc

2
, G = Rg, H = Rh. Мы знаем, что u = −F −H . В

силу теоремы 1.6 (см. также замечание 1.7)

‖D2G‖Lp(B1) � ‖D2G‖Lp � N‖f‖Lp(B2) � N‖f‖Ėp,β
.

Кроме того, в силу (2.22) с δ = 0, на B1 имеем

|D2H | � NR0|h| � NMβf � N‖f‖Ėp,β
.

Эта оценка вместе с приведенной выше оценкой дают (2.41). �

Далее, определим

Gλ(x) =

∫ ∞

0

1

(4πt)d/2
e−|x|2/(4t)−λt dt

и положим u = Gλ ∗ f . Несложно проверить, что если f ∈ C∞
0 , то u бесконечно дифференцируема,

каждая из ее производных экспоненциально быстро убывает при |x| → ∞ и u ∈ W 2
p . Кроме того,

известно (см. например, упражнение 1.6.5 в [31]), что

λu−Δu = f

и для функции v ∈ C∞
0 справедливо v = Gλ ∗ (λv −Δv).

Теорема 2.6. Пусть p ∈ (1,∞), 0 < β � d/p. Тогда существует N , зависящее только от
d, p, β и такое, что для любых λ > 0 и f ∈ Ep,β существует единственное решение u ∈ E2

p,β

уравнения
Δu− λu = f.

Кроме того, для любой u ∈ E2
p,β

‖D2u,
√
λDu, λu‖Ep,β

� N(1 + λ−1)‖Δu− λu‖Ep,β
. (2.42)

Доказательство. Сначала докажем (2.42) для u ∈ C∞
0 . Пусть ζ ∈ C∞

0 такая, что ζ = 1 в B1,
ζ = 0 вне B2 и 0 � ζ � 1, и пусть u ∈ C∞

0 . Тогда по лемме 2.8

‖D2u‖Ep,β(B1) � ‖D2(uζ)‖Ėp,β
� N‖Δ(uζ)‖Ėp,β

� N‖Δu,Du, u‖Ep,β
.

Используя сдвиги B1 и интерполяционную теорему 2.2 (β � d/p), получим

‖D2u‖Ep,β
� N‖Δu‖Ep,β

+N‖u‖Ep,β
. (2.43)

Далее, положим λu − Δu =: f . Тогда u = Gλ ∗ f , откуда следует (согласно неравенству
Минковского: норма суммы меньше, чем сумма норм)

‖u‖Ep,β
� ‖Gλ‖L1‖f‖Ep,β

= λ−1‖f‖Ep,β
. (2.44)

Тогда в силу (2.43) получаем

‖D2u‖Ep,β
� N‖Δu− λu‖Ep,β

+N‖u‖Ep,β
� N(1 + λ−1)‖Δu− λu‖Ep,β

,

откуда с учетом (2.44) и интерполяционной теоремы следует (2.42) для u ∈ C∞
0 .

Для доказательства этого факта в общем случае u ∈ E2
p,β , определим ζε(x) = ε−dζ(x/ε),

ζε(x) = ζ(εx), uε = (ζε ∗ u), vε = uεζε. Поскольку для каждого шара B, например, ‖D2u‖Lp(B) =

limε↓0 ‖D2vε‖Lp(B), имеем

‖D2u,
√
λDu, λu‖Ep,β

� lim
ε↓0

‖D2vε,
√
λDvε, λvε‖Ep,β

.

Заметим также, что

Δvε − λvε = (Δu− λu)εζε + 2ε(Diζ)(εx)(Diu)
ε + ε2(Δζ)(εx)uε
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откуда следует
lim
ε↓0

‖Δvε − λvε‖Ep,β
� ‖Δu− λu‖Ep,β

,

что завершает доказательство (2.42).
Для доказательства разрешимости в E2

p,β уравнения λu − Δu = f ∈ Ep,β заметим, что она
имеет место при замене f на fεζε. Обозначим через uε соответствующее решение. Тогда нормы
D2uε, Duε, uε в Ep,β равномерно ограничены при ε ∈ (0, 1]. Их нормы в Lp(B) также ограничены
для любого шара B. Следовательно, существует последовательность εn ↓ 0 такая, что эти функции
сходятся слабо в Lp(B) для любого шара B. Известно, что слабые пределы D2uεn и Duεn суть
D2u и Du, где u — слабый предел uεn . Так как норма слабого предела меньше нижнего предела
норм, u ∈ E2

p,β и, перейдя к слабому пределу в λuεn − Δuεn = f εnζεn , получаем λu − Δu = f,
доказав тем самым теорему. �

Теорема 2.7. Пусть pb ∈ (1, d], ρb ∈ (0,∞), pb > β > 1, 1 < p � pb/β. При этих условиях
существуют N0 и λ0 > 0, зависящие только от d, p, β и существует N1 = N(d, p, pb, β) такое,
что если

N1bpb,ρb � 1, (2.45)

то для любых λ � λ0ρ
−2
b и f ∈ Ep,β;ρb существует единственная функция u ∈ E2

p,β;ρb
, удовле-

творяющая уравнению Lu − λu = f, где Lu = Δu + biDiu. Кроме того, для любой функции
u ∈ E2

p,β;ρb
справедливо неравенство

‖D2u,
√
λDu, λu‖Ep,β;ρb

� N0‖Lu− λu‖Ep,β;ρb
. (2.46)

В частности, в свете замечания 2.9 при ρb � 1 имеем

‖D2u,
√
λDu, λu‖Ep,β

� N02
d/pρ−βb ‖Lu− λu‖Ep,β

.

Доказательство. Заменив при необходимости масштаб, достаточно рассмотреть случай ρb =
1. В этом случае (2.46) немедленно вытекает из (2.42) и (2.30) при условии, что N(d, p, pb, β)bpb,ρb
достаточно мало. Если имеется априорная оценка (2.46), то существование решений можно полу-
чить методом непрерывного продолжения по параметру на основании теоремы 2.6. �

Замечание 2.17. Возможно, читатель уже заметил, что при добавлении сноса в уравнение
в постановке в пространствах Морри требуется лишь теорема 2.4, которая является простым
следствием неравенства Гёльдера, где, как и в пространстве Соболева, вывод следствия 2.2 был
основан на довольно глубокой теореме Адамса.

Замечание 2.18. Если b ограничено, можно добиться выполнения (2.45), полагая ρb доста-
точно малым. То же верно, если b ∈ Ld, так как

bpb,ρb � bd,ρb = sup
B∈Bρb

‖b‖Ld(B).

В замечании 2.4 величина bpb,ρb не зависит от ρb и конечна для любого pb < d. Это замечание
показывает, что теорема 2.7 неверна, если bpb,ρb не будет достаточно малым.

В (2.45) имеем b ∈ Lpb,loc. Может случиться так, что b не будет суммируемой в достаточно
большой степени. Мы наблюдали такую ситуацию в примере 2.1. Приведем еще один пример.

Пример 2.2. Пусть d = d′ + d′′ � 3, d′ � 2, и |b(x)| � 1/|x′|, где x′ = (x1, ..., xd
′
). Тогда

b ∈ Ep,1 для любого p ∈ [1, d′), но b �∈ Ld′,loc.

Замечание 2.19. Если мы хотим, чтобы решения уравнения

Δu+ biDiu− λu = f,

где b принадлежит классу Морри, были ограничены и намерены воспользоваться следствием 2.2
из теории пространств Соболева, то следует предположить, что d/2 < pb � d (условие d/2 < p
обеспечивает ограниченность функций изW 2

p ) и, как всегда, потребовать, чтобы величина ‖b‖Epb,1

была достаточно малой. В теореме 2.7 о разрешимости в пространствах Морри —Соболева все
решения ограничены при 1 < β < 2 и pb может быть любым числом строго больше, чем β.
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3. Веса Макенхаупта

3.1. Веса Макенхаупта. Здесь мы следуем, в основном, [24] и [13]. Мы работаем в обстанов-
ке, описанной в п. 1.1, но условие удвоения здесь сильнее, чем (1.3). Введем Q как совокупность
(открытых) множеств

Ql(x) = x+ (−lk1/2, lk1/2)× ...× (−lkd/2, lkd/2), x ∈ Rd, l > 0,

и предположим, что для любого Ql(x) ∈ Q

0 < μ(Q2l(x)) � N0μ(Ql(x)). (3.1)

Несложно показать, что из (3.1) следует (1.3) (с иным N0). Таким образом, вещественно-аналити-
ческая структура Rd фиксирована, и в дальнейшем, указывая, от каких параметров зависят наши
константы, обозначаемые через N , мы не будем упоминать данное обстоятельство.

Определение 3.1 (веса Макенхаупта). Пусть w(x) — функция на Rd такая, что 0 < w <∞ (μ-
почти всюду) и wQ <∞ для любого Q ∈ Q. Будем называть эту функцию A1-весом (относительно
Q или (Q, μ)), если существует константа N такая, что

wQ � Nw(x) ∀x ∈ Q, ∀Q ∈ Q. (3.2)

Наименьшая константа N , удовлетворяющая (3.2), называется A1-константой w и обозначается
[w]A1 . Для p ∈ (1,∞) будем называть w Ap-весом, если существует константа N такая, что

wQ((w−1/(p−1))Q)p−1 � N ∀Q ∈ Q. (3.3)

Наименьшая константа N , удовлетворяющая (3.3), называется Ap-константой w и обознача-
ется [w]Ap .

В более явном виде (3.3) выглядит как∫
–
Q
wμ(dx)

(∫
–
Q
w−1/(p−1) μ(dx)

)p−1

� N.

Замечание 3.1. Известно, что если μ — мера Лебега и k1 = ... = kd = 1, то |x|α — Ap-вес
(p ∈ [1,∞)) тогда и только тогда, когда −d < α < (p − 1)d. Легко видеть, что минимум двух
A1-весов является также A1-весом. В частности, |x|α является A1-весом тогда и только тогда,
когда −d < α < 0, и в этом случае тогда для любой константы c > 0 функция w(x) = |x|α ∧ c
также является A1-весом.

Положим

w(A) =

∫
A

w μ(dx)

и обозначим Lp(w) = Lp(R
d, w(dx)).

Замечание 3.2. В силу неравенства Гёльдера, если p ∈ (1,∞), S — борелевское множество и
∞ > w > 0 (μ-почти всюду) на S, то

1 =

∫
–
S

w1/pw−1/p μ(dx) � (wS)
1/p
((
w−1/(p−1)

)
S

)(p−1)/p

. (3.4)

Поэтому [w]Ap � 1, если w ∈ Ap. Очевидно, что это имеет место также для p = 1. Отметим,
что выражение в степени p − 1 в (3.3) можно заменить следующим:

(
w−1/(p−1)

)
S
μ(S)/μ(Q) для

любого борелевского множества S ⊂ Q. Тогда из (3.4) получаем

[w]Ap

w(S)

w(Q)
�
( μ(S)
μ(Q)

)p
. (3.5)

Мы получили этот результат для p > 1, но он также верен для p = 1, так как для w ∈ A1

имеем [w]A1w � wQ на Q и, следовательно,

μ(S) =

∫
S

1

w
w μ(dx) � [w]A1

1

wQ
w(S),

т.е. получаем неравенство (3.5) при p = 1.
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Следствие 3.1. Мера w удовлетворяет условию удвоения

w(Q2l(x)) � w(Ql(x))[w]Ap

( μ(Ql(x))

μ(Q2l(x))

)−p
� w(Ql(x))[w]ApN

p
0 .

Другое важное следствие неравенства (3.5) состоит в том, что для p ∈ [1,∞), w ∈ Ap и
любого α ∈ (0, 1) существует β ∈ (0, 1), зависящее только от α, p, [w]Ap и такое, что для любого
борелевского множества S ⊂ Q ∈ Q

μ(S) � αμ(Q) =⇒ w(S) � βw(Q). (3.6)

Соотношение (3.6) получается при рассмотрении следующего варианта неравенства (3.5):

[w]Ap

(
1− w(S)

w(Q)

)
�
(
1− μ(S)

μ(Q)

)p
� (1− α)p.

Замечание 3.3. В дальнейшем мы будем неоднократно говорить, что константа, входящая
в оценку, зависит только от ... и [w]Ap . Важно подчеркнуть, что при фиксированном K0 в этих
ситуациях константу можно выбрать зависящей только от ... и K0 при условии, что [w]Ap � K0.

В качестве простого упражнения читателю предлагается доказать, используя неравенство
Гёльдера, что Ap ⊂ Aq при 1 < p � q. Приведем обобщение для A1-весов (в случае v ≡ 1).

Лемма 3.1. Если w, v ∈ A1 и p ∈ (1,∞), то wv1−p ∈ Ap и [wv1−p]Ap � [w]A1 [v]
p−1
A1
.

Доказательство. В силу (3.2) для любого множества Q ∈ Q

(wv1−p)Q � [v]p−1
A1

(w(vQ)1−p)Q = [v]p−1
A1

wQ(vQ)1−p,

(w−1/(p−1)v)Q � [w]
1/(p−1)
A1

((wQ)−1/(p−1)v)Q = [w]
1/(p−1)
A1

(wQ)−1/(p−1)vQ,

и мы приходим к требуемым утверждениям. �

Приведем глубокий результат, доказательство которого будет дано в конце этого параграфа.

Теорема 3.1 (П. Джонс). Для p ∈ (1,∞) любой Ap-вес допускает представление wv1−p,
где w, v ∈ A1 такие, что [v, w]A1 � N(d, p)[w]Ap .

Теорема 3.2 (обратное неравенство Гёльдера). Если p ∈ [1,∞) и w ∈ Ap, то существуют
константы N = N(p,N0, [w]Ap) <∞ и ε = ε(p,N0, [w]Ap) > 0 такие, что для любого Q ∈ Q

(w1+ε)Q � N(wQ)1+ε. (3.7)

Доказательство. Так как A1 ⊂ Ap для любого p > 1, можно считать p > 1. Мы получим
эквивалентное утверждение, подставив Bol,x := x+ (0, lk1)× ...× (0, lkd) вместо Q в (3.7).

Теперь заметим, что IBo
l,x

— поточечный предел при ε ↓ 0 индикаторных функций множеств
Bl,x(1+ε), так что нам надо лишь доказать (3.7) для Q = Bl,x(1+ε). В этом случае можно взять
x(1 + ε) в качестве нового начала координат и ограничиться доказательством (3.7) для Q = Bl,0.
Наконец, изменяя масштаб (возможно, разными способами) вдоль различных координатных осей,
мы сводим общий случай к случаю l = 1. Затем воспользуемся результатами из п. 1.1.

Обозначим λ = 2N0 и для k = 0, 1, ... определим w = wIQ и τk(x) = inf{n ∈ Z : w|n(x) >
λkwQ}. Заметим, что τk+1 � τk и, очевидно, τ0 = ∞ вне Q.

Заметим также, что если B ∈ Fτk ∩B, то в силу первого неравенства в (1.8)

I :=

∫
Rd

wIB,τk+1<∞ μ(dx) �
∫
Rd

wIB,τk<∞ μ(dx) � N0λ
kwQμ(B).

С другой стороны, в силу второго неравенства в (1.8)

I � λk+1wQμ(B ∩ {τk+1 <∞}).
Таким образом,

μ(B ∩ {τk+1 <∞})
μ(B) � 1

2
.
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Ввиду (3.6)
w(B ∩ {τk+1 <∞}) � βw(B)

и, так как {τk < ∞} ∈ Fτk , множество {τk < ∞} представимо в виде дизъюнктного объединения
некоторых B ∈ Fτk ∩B, так что

w({τk+1 <∞}) � βw({τk <∞}).
Следовательно,

w({τk <∞}) � βkw({τ0 <∞}) = βkw(Q) = μ(Q)βkwQ.
Теперь заметим, что на множестве {τk <∞, τk+1 = ∞} имеем w � λk+1wQ μ-почти всюду. Кроме
того ⋃∞

k=0
{τk <∞, τk+1 = ∞} = {τ0 <∞}

μ-почти всюду, так как w <∞ μ-почти всюду. Очевидно, что члены указанного выше объединения
не пересекаются. Поэтому∫

Q
w1+ε μ(dx) =

∫
Q
w1+εIτ0=∞ μ(dx) +

∞∑
k=0

∫
Q
w1+εIτk<∞,τk+1=∞ μ(dx)

� μ(Q)(wQ)1+ε +
∞∑
k=0

λ(k+1)ε(wQ)ε
∫
Q
wIτk<∞,τk+1=∞ μ(dx) � μ(Q)(wQ)1+ε

[
1 +

∞∑
k=0

λ(k+1)εβk
]
.

Остается лишь выбрать ε > 0 настолько малым, чтобы последний ряд сходился. �

Следующее утверждение, несколько более сильное, чем (3.6), и обратное к (3.5), потребуется
для доказательства теоремы Феффермана — Стейна в пространствах Lp(w).

Следствие 3.2. Для любых p ∈ [1,∞) и w ∈ Ap существуют числа β ∈ (0, 1) и N , оба
зависящие только от p,N0, [w]p, такие, что для любого борелевского множества S ⊂ Q ∈ Q

w(S)

w(Q)
� N

( μ(S)
μ(Q)

)β
. (3.8)

Доказательство. Действительно, по неравенству Гёльдера

w(S) =

∫
S

wμ(dx) �
(∫

Q
w1+ε μ(dx)

)1/(1+ε)
με/(1+ε)(S)

= μ1/(1+ε)(Q)
[(
w1+ε

)
Q
]1/(1+ε)

με/(1+ε)(S)

� Nμ1/(1+ε)(Q)wQμε/(1+ε(S) = Nw(Q)μ−ε/(1+ε)(Q)με/(1+ε)(S),

что и требовалось доказать при β = ε/(1 + ε). �

Следствие 3.3 (см. (1.1)). Пусть μ — мера Лебега, p ∈ [1,∞), w ∈ Ap. Тогда для любого
x ∈ Rd

lim
l→∞

w(Bl,x) = ∞.

Доказательство. Действительно, из (3.8) следует, что для любых целых чисел r, n

w(Brn+1,x) � w(Brn,x)N−1
(μ(Brn+1)

μ(Brn)
)β

= w(Brn,x)N−1rβγ ,

где γ = k1 + ...+ kd и при большом r множитель w(Brn,x) становится больше, чем 2. �

Для удобства читателя отметим, что веса, удовлетворяющие (3.8), называются A∞-весами.
Мы не имеем в виду использовать этот замечательный факт: A∞ =

⋃
p∈[1,∞)Ap, убедиться в

котором можно, заметив, что в доказательстве теоремы 3.2 и неравенства (3.8) использовалась
лишь импликация (3.6), которая, как оказывается, обратима (притом почти тривиально).

Следующий результат используется не только для доказательства весовой теоремы Харди —
Литтлвуда, но и во многих приложениях к дифференциальным уравнениям в частных производных
с почти VMO старшими коэффициентами.
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Теорема 3.3 (свойство “самоулучшаемости”). Если p ∈ (1,∞) и w ∈ Ap, то существует
q = q(p,N0, [w]Ap) ∈ (1, p) такое, что w ∈ Aq. Кроме того, [w]Aq ограничено константой
N = N(p,N0, [w]Ap).

Доказательство. Заметим, что для p ∈ (1,∞) условие w ∈ Ap эквивалентно w−1/(p−1) ∈
Ap/(p−1) и [w−1/(p−1)]Ap/(p−1)

= [w]
1/(p−1)
Ap

. В силу теоремы 3.2, существуют ε > 0 и N1 зависящие
только от p,N0, [w]Ap и такие, что(

w−(1+ε)/(p−1)
)
Q � N1

((
w−1/(p−1))Q

)1+ε
.

Очевидно, что (1+ ε)/(p− 1) = 1/(q− 1) для некоторого q ∈ (1, p) и полученное выше неравенство
влечет ((

w−1/(q−1))Q
)q−1 � N q−1

1

((
w−1/(p−1))Q

)p−1
.

Умножая обе части на wQ, получаем w ∈ Aq и [w]Aq � N q−1
1 [w]Ap . �

Определим весовой максимальный оператор Харди — Литтлвуда. Для Ap-веса w положим

Mwf(x) = sup
Q∈Q

IQ(x)
1

w(Q)

∫
Q
|f |w(dy).

Лемма 3.2. Пусть p ∈ [1,∞) и w ∈ Ap. Тогда для любого множества Q ∈ Q и измеримой
функции f � 0

(fQ)pwQ � [w]Ap(f
pw)Q. (3.9)

Доказательство. Если p = 1, то (3.9) вытекает из (3.5) и линейности интеграла. Если p > 1,
по неравенству Гёльдера

(fQ)pwQ =
(
(fw1/p)w−1/p

)p
QwQ � (fpw)Q

((
w−1/(p−1)

)
Q
)p−1

wQ

и (3.9) вытекает из наших определений. �

Заметим, что из (3.9) вытекает следующее утверждение.

Следствие 3.4. Для p ∈ [1,∞), w ∈ Ap и борелевской функции f � 0

(Mf)p � N(p)[w]ApMw(f
p).

Приведем один из фундаментальных результатов теории весов. Напомним, что в теореме 3.3
мы определили q = q(p,N0, [w]Ap) ∈ (1, p), и положим τ0 = τ0(p,N0, [w]Ap) = q/p ∈ (0, 1).

Теорема 3.4 (Макенхаупт). Если p ∈ (1,∞), w ∈ Ap, τ ∈ [τ0, 1], то Mf — ограниченный
оператор в Lτp(w), т.е. существует константа N , зависящая только от τ, p,N0, [w]Ap и
такая, что для любой функции f ∈ Lτp(w)

‖(Mf)τ‖Lp(w) � N‖|f |τ‖Lp(w).

Доказательство. Согласно следствию 3.1 мера w удовлетворяет условию удвоения, и по тео-
реме 3.3 имеем w ∈ Aτ0p, откуда w ∈ Aτ1p, где τ1 < τ0, τ1p > 1.

Применив теорему 1.5 к w вместо μ, получаем, что для любой функции f � 0

‖Mwf‖Lτ/τ1
(w) � N‖f‖Lτ/τ1

(w).

Кроме того, (Mf)τp � N [Mw(|f |τ1p)]τ/τ1 по следствию 3.4, откуда получаем требуемый результат.
�

Следует отметить, что в [39] можно найти элегантное короткое доказательство теоремы 3.4
без применения теоремы 3.3.

Приведем еще одну версию теоремы Феффермана — Стейна.

Теорема 3.5 (Донг — Ким [19]). Если p ∈ (1,∞) и w ∈ Ap, то существует константа N ,
зависящая только от p,N0, [w]Ap и такая, что для любой функции f ∈ Lp(w)

‖f‖Lp(w) � N‖f#‖Lp(w). (3.10)
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Для доказательства теоремы нам потребуется лемма из [19], аналогичная лемме 1.2, в дока-
зательстве которой мы следуем [19]. Константа β ∈ (0, 1) взята из (3.8).

Лемма 3.3. Для α = (2N0)
−1, любой константы c > 0 и f ∈ L1

w(|f | � c) � 4β

cβ

∫
Rd

IMf(x)>αc(f
#(x))β w(dx) (3.11)

и, если f � 0, то можно заменить 4/c на 2/c.

Доказательство. С учетом замечания 1.3 достаточно доказать второе утверждение леммы.
Сначала мы следуем доказательству леммы 1.2. Введем τ(x) = inf{n : f|n(x) > cα}. Используя
лемму 1.1 (ii), получим f|τ � c/2, если τ < ∞, а также используем тот факт, что f|n → f (почти
всюду). Тогда находим, что (почти всюду)

{x : f(x) � c} = {x : f(x) � c, τ(x) <∞}
= {x : f(x) � c, f|τ(x) � c/2} ⊂ {x : |f(x)− f|τ (x)| � c/2}.

Заметим, что для каждого n множество A := {x : τ(x) = n, |f(x) − f|τ (x)| � c/2} является
объединением некоторых множеств B ∈ Bn и по неравенству Чебышева для таких B имеем

μ(A ∩ B) � (2/c)

∫
B
|f − f|n|μ(dx) = (2/c)μ(B)

∫
–
B
|f − f|n|μ(dx),

откуда в силу (3.8) получаем

w(A ∩ B) � N(2/c)β
(∫
–
B
|f − f|n|μ(dx)

)β
w(B) � N(2/c)β

∫
B
(f#)β w(dx).

Поэтому

w({x : τ = n, |f − f|τ | � c/2}) � N(2/c)β
∫
Rd

Iτ=n(f
#)β w(dx),

w({x : |f − f|τ | � c/2}) � N(2/c)β
∫
Rd

Iτ<∞(f#)β w(dx).

Теперь остается лишь заметить, что {τ(x) <∞} = {Mf(x) > cα}. �

Доказательство теоремы 3.5. Умножим (3.11) на cp−1 и проинтегрируем по c ∈ (0,∞). По-
лучим ∫

Rd

|f |p w(dx) � N

∫
Rd

(Mf)p−β(f#(x))β w(dx).

Применив неравенство Гёльдера, оценку Mf � NMf и теорему 3.4, приходим к (3.10) при усло-
вии, что f ∈ L1 ∩ Lp(w). В общем случае возьмем функцию fn ∈ L1 ∩ Lp(w) такую, что fn → f в
Lp(w). Тогда (3.10) для fn вместо f остается верным. Перейдя к пределу, заметив, что

|f# − f#
n | � 2M(f − fn) � NM(f − fn)

ввиду ||a−b|−|c−d|| � |a−c|+ |b−d| и, применив теорему 3.4, получаем (3.10) для f ∈ Lp(w). �

Наиболее общий вариант теоремы 3.5 можно найти в [20]. Здесь мы приведем несколько
неожиданный результат.

Следствие 3.5. Для любых p ∈ (1,∞) и w ∈ Ap имеем w(Rd) = ∞.
Действительно, в противном случае 1 ∈ Lp(w) и 1# = 0.
Чтобы применить следующую версию теоремы Феффермана — Стейна к уравнениям в частных

производных, важно рассмотреть случай β = d/p, который охватывается теоремой 1.3 ввиду того,
что тогда Ėp,β = Lp.

Теорема 3.6. Пусть 0 < β � d/p, 1 < p < ∞. Тогда для любой функции f ∈ Ėp,β справед-
ливо неравенство

‖f‖Ėp,β
� N(d, p, β)‖f#‖Ėp,β

. (3.12)
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Доказательство. Воспользуемся наблюдением из [9]. Нам надо сконцентрироваться лишь на
случае β < d/p. В этом случае отметим, что правая часть (3.12) конечна, так как f# � 2Mf �
NMf и мы можем воспользоваться замечанием 2.12. Завершая подготовительные рассмотрения,
предположим, что f � 0.

Пусть α ∈ (0, d) такое, что 2α > d и α > d − pβ. Положим v(r) = r−α ∧ 1, w(x) = v(|x|).
Используя замечание 3.1 и теорему 3.5, напишем∫

–
B1

fp dx � N

∫
Rd

fpw dx � N

∫
Rd

(f#)pw dx.

Последний интеграл равен

N

∫ ∞

0

v(r)
d

dr

( ∫
Br

(f#)p dx
)
dr = NI.

Для интегрирования по частям заметим, что∫
Br

(f#)p dx � Nrd−pβ
(
rpβ
∫
–
Br

(f#)p dx
)
� Nrd−pβ‖f#‖p

Ėp,β

и, так как d− pβ > 0, проинтегрированный член при r = 0 обращается в нуль. На бесконечности
он также обращается в нуль, поскольку d− pβ − α < 0. Таким образом,

I = α

∫ ∞

1

rd−α−1−pβ
(
rpβ
∫
–
Br

(f#)p dx
)
dr � N‖f#‖p

Ėp,β

∫ ∞

1

rd−α−1−pβ dr.

Так как d− α− pβ < 0, интеграл сходится также при r = 1, получаем

rβ
∫
–
Br

fp dx � N‖f#‖p
Ėp,β

.

Для любого r > 0 получаем это неравенство с помощью масштабирования и затем, используя
сдвиги начала координат, получаем (3.12). �

Доказательство теоремы 3.1. Будем следовать доказательствам леммы 5.1 и теоремы 5.2 из
[24]. Прежде всего отметим, что нам надо доказать теорему лишь для p ∈ (1, 2], так как для
любого w ∈ Ap имеем w−1/(p−1) ∈ Ap/(p−1). Итак, пусть p ∈ (1, 2] и w ∈ Ap. Требуется найти
функцию v > 0 (почти всюду) такую, что для константны N

M(vw) � Nvw, M(v1/(p−1)) � Nv1/(p−1). (3.13)

Действительно, тогда для w2 = vw и w1 = v1/(p−1) имеем w1, w2 ∈ A1 и w = w1−p
1 w2. Мы докажем

(3.13), если найдем v такую, что

Sv := w−1M(vw) + [M(v1/(p−1))]p−1 � Nv.

Здесь первый и второй члены ведут себя как нормы в L1 и L1/(p−1) соответственно. Поэтому они
сублинейные по v. Кроме того, S — ограниченный оператор в Lp/(p−1)(w) потому, что w ∈ Ap,
w−1/(p−1) ∈ Ap/(p−1) и∫

Rd

|w−1M(vw)|p/(p−1)w dx =

∫
Rd

|M(vw)|p/(p−1)w−1/(p−1) dx

� N

∫
Rd

(vw)p/(p−1)w−1/(p−1) dx = N

∫
Rd

vp/(p−1)w dx,∫
Rd

[M(v1/(p−1))]pw dx �
∫
Rd

vp/(p−1)w dx.

Теперь мы получим наиболее естественного кандидата для выполнения неравенства Sv � Nv,
взяв любую функцию f � 0 из Lp/(p−1)(w) и полагая v =

∑∞
n=0

Snf
2n‖S‖n . Действительно, тогда

Sv � 2‖S‖v. �

Эта теорема будет использоваться в доказательстве теоремы экстраполяции Рубио де Франсиа
(теорема 5.1). Для этой цели нам также понадобится следующее утверждение.
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Лемма 3.4. Пусть p ∈ (1,∞) и wp ∈ Ap. Тогда существует сублинейный ограниченный
оператор Sp′,wp : Lp′(wp) → Lp′(wp), p′ = p/(p− 1), такой, что для любой функции u ∈ Lp′(wp)

|u| � Sp′,wpu, ‖Sp′,wpu‖Lp′(wp) � 2‖u‖Lp′(wp), M(wpSp′,wpu) � 2NwpSp′,wpu, (3.14)

откуда wpSp′,wpu ∈ A1, где N — норма в Lp′(wp) оператора T , заданного формулой Tu :=

w−1
p M(uwp).

Доказательство леммы легко вычленяется из доказательства теоремы 3.1. Действительно, T
является сублинейным ограниченным оператором в Lp′(wp) и

Sp′,wpu :=

∞∑
n=0

T nu

2n‖T ‖n
явялется сублинейным ограниченным оператором в Lp′(wp), удовлетворяющим неравенству |u| �
Sp′,wpu. Тогда очевидно, что TSp′,wpu � 2‖T ‖Sp′,wpu, т.е. получаем (3.14).

Замечание 3.4. Следует подчеркнуть, что A1-константа для wpSp′,wpu не зависит от u.

3.2. Применение к оператору Лапласа. В данном разделе вещественно-аналитическая струк-
тура в Rd задается мерой Лебега μ и k1 = ... = kd = 1. Сначала применим теорему 3.5.

Лемма 3.5. Для любых p ∈ (1,∞), w ∈ Ap, u ∈ C∞
0

‖D2u‖Lp(w) � N(d, p, [w]p)‖Δu‖Lp(w). (3.15)

Действительно, для любого r ∈ (1, p), близкого единице и такого, что w есть Ap/r-вес, имеем

‖D2u‖Lp(w) � N‖(D2u)�‖Lp(w) � N‖M1/r(|Δu|r)‖Lp(w) � N‖Δu‖Lp(w).

Лемма 3.6. Для любых u ∈ C∞
0 и ε > 0

(Du)� � N(d)
(
εM(D2u) + ε−1Mu

)
(3.16)

и, если p ∈ (1,∞) и w ∈ Ap, то

‖Du‖Lp(w) � N(d, p, [w]p)
(
ε‖D2u‖Lp(w) + ε−1‖u‖Lp(w)

)
. (3.17)

Здесь (3.16) вытекает из леммы 1.3 и (3.16) влечет (3.17), как было уже неоднократно выше.

Замечание 3.5. Оценка (3.16) позволяет также получить интерполяционное неравенство для
пространств Морри, как в теореме 2.2, но иным способом, однако только для p > 1, на всем
пространстве с произвольным ε > 0.

Действительно, пусть α ∈ (0, d) такое, что 2α > d и α > d − pβ. Положим v(r) = r−α ∧ 1,
w(x) = v(|x|) и далее рассуждаем так же, как в доказательстве теоремы 3.6. Получаем∫

–
B1

|Du|p dx � N

∫
Rd

|Du|pw dx � N

∫
Rd

((Du)�)pw dx

� N

∫
Rd

[εM(D2u) + ε−1Mu]pw dx � N

∫
Rd

[ε(D2u)p + ε−1|u|p]w dx.

Как и в доказательстве теоремы 3.6, оценим последний член сверху величиной N [ε‖D2u‖Ėp,β
+

ε−1‖u‖Ėp,β
] и следуем далее доказательству теоремы 3.6. В результате находим

‖Du‖Ėp,β
� N [ε‖D2u‖Ėp,β

+ ε−1‖u‖Ėp,β
],

если p ∈ (1,∞), 0 < β � d/p, u ∈ W 2
p . Однако в случае всего пространства интерполяционные

неравенства допускают гораздо более простые доказательства, как, например, в лемме 6.7.

Определим W 2
p (w) как множество функций u ∈ Lp(w) таких, что Du,D2u ∈ Lp(w), и снабдим

его естественной нормой. Нетрудно показать, что C∞
0 плотно в W 2

p (w) и, следовательно, (3.15) и
(3.17) справедливы для любой u ∈W 2

p (w). В частности, для очевидных усреднений uε функции u
имеем uε → u (почти всюду) и supε |uε| � NMu ∈ Lp(w), так что uε → u в Lp(w) по теореме о
мажорируемой сходимости.

Отсюда получаем аналог части теоремы 1.7 с аналогичным доказательством.
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Теорема 3.7. Для любых p ∈ (1,∞) и w ∈ Ap существует константа N = N(d, p, [w]Ap)

такая, что для любых u ∈W 2
p (w) и λ � 0

‖D2u,
√
λDu, λu‖Lp(w) � N‖Δu− λu‖Lp(w). (3.18)

Доказательство. В пространстве Rd+1 = {z = (x, y) : y ∈ R, x ∈ Rd} введем w′(x, y) = w(x)
и ячейки C′

l,z = z + [0, l)d+1, z ∈ Rd+1, l > 0. Очевидно, что w′ — Ap-вес с таким же [w]Ap и
(3.15) можно применить к уравнению Δ′ = Δx + ∂2/(∂y)2 и функции u′(z) = u(x)ζ(y) cos(μy), где
μ =

√
λ и ζ — функция класса C∞

0 (R), ζ �≡ 0. Применив (1.24) к u′ и Δ′, получаем

‖D2
xu

′, D2
yu

′‖Lp(w′) � N‖Δ′u′‖Lp(w′). (3.19)

Как уже было выше указано, величина∫
R

|ζ(y) cos(μy)|p dy

отграничена от нуля при μ ∈ R. Следовательно,

‖u′‖pLp(w′) = μ−2p
( ∫

R

|ζ(y) cos(μy)|p dy
)−1

∫
Rd+1

∣∣∣D2
yu

′(z)− u(x)[ζ′′(y) cos(μy)

− 2μζ′(y) sin(μy)]
∣∣∣pw(x) dx dy � Nμ−2p

(‖D2
yu

′‖pLp(w′) + (μp + 1)‖u‖pLp(w)

)
.

Отсюда с учетом (3.19) получаем

μ2‖u‖Lp(w) � N‖Δ′u′‖Lp(w′) +N(μ+ 1)‖u‖Lp(w).

Так как Δ′u′ = ζ cos(μy)[Δu− λu] + u[ζ′′ cos(μy)− 2μζ′ sin(μy)], имеем

‖Δ′u′‖Lp(w′) � N‖Δu− λu‖Lp(w) +N(μ+ 1)‖u‖Lp(w),

так что
λ‖u‖Lp(w) � N‖Δu− λu‖Lp(w) +N(

√
λ+ 1)‖u‖Lp(w).

Кроме того, из (3.15) следует

‖D2u‖Lp(w) � N‖Δu− λu‖Lp(w) +Nλ‖u‖Lp(w),

и в силу (3.17) √
λ‖Du‖Lp(w) � ‖D2u‖Lp(w) +Nλ‖u‖Lp(w).

Таким образом,

‖D2u‖Lp(w) +
√
λ‖Du‖Lp(w) + λ‖u‖Lp(w) � N‖Δu− λu‖Lp(w) +N1(

√
λ+ 1)‖u‖Lp(w).

Для фиксированного λ такого, что 2N1(
√
λ + 1) � λ, получаем оценку (3.18). После этого для

общего λ получаем (3.18) с помощью масштабирования на основе того, что для любого c > 0 вес
w(cx) является также Ap-весом с таким же [w]Ap . �

Теорема 3.8. Для любых p ∈ (1,∞), w ∈ Ap, λ > 0, и f ∈ Lp(w) существует единственная
функция u ∈W 2

p (w) такая, что Δu− λu = f .

Доказательство. Напомним, что

Gλ(x) =

∫ ∞

0

1

(4πt)d/2
e−|x|2/(4t)−λt dt,

и для f ∈ C∞
0 положим u = Gλ ∗ f . Легко проверить, что u бесконечно дифференцируема, каждая

ее производная убывает при |x| → ∞ экспоненциально и, поскольку согласно условию удвоения
w(Br) растет не более, чем полиномиально при r → ∞, u ∈ W 2

p (w). Кроме того, λu − Δu = f.
Теперь разрешимость уравнения λu−Δu = f для общей функции f ∈ Lp(w) следует из плотности
C∞

0 в Lp(w) и оценок из теоремы 3.7. �

Как и в случае w = 1, для включения членов первого порядка удобно воспользоваться теоре-
мой Адамса, адаптированной к случаю общих весов.
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Теорема 3.9. Предположим, что 0 < α < d, 1 < p < q, b � 0, w ∈ Ap, w
s ∈ Ar, s =

q/(q − p), r = p(q − 1)(q − p), f ∈ Lp(w),

‖b‖Ėq,α
= sup

ρ>0
ρα sup

B∈Bρ

(∫
–
B

bq dx
)1/q

� A, (3.20)

J :=

∫ ∞

1

1

rγ

∫
–
Br

w1/(1−p)(x) dx dr <∞, (3.21)

где γ = 1 + (d− αp)/(p− 1). Тогда

I :=

∫
Rd

bp|Rαf |pw dx � N(α, d, p, q, [w]Ap , [w
s]Ar)A

p

∫
Rd

|f |pw dx. (3.22)

Доказательство. Можно считать, что b �≡ 0 и A < ∞. В этом случае необходимо α � d/q,
αp < d, γ > 1. В частности, можно предположить, что b и f ограничены, имеют компактный
носитель, и f � 0. Пусть H — подмножество единичного шара в Lp′(w), (p′ = p/(p−1)), состоящее
из ограниченных неотрицательных функций с компактным носителем. Тогда I1/p равно

sup
h∈H

∫
Rd

h|b|Rαfw dx = sup
h∈H

∫
Rd

Rα(h|b|w)f dx � sup
h∈H

‖Rα(h|b|w)‖Lp′(w′)‖f‖Lp(w), (3.23)

где w′ = w1/(1−p) (∈ Ap′). Заметим, что

‖Rα(h|b|w)‖Lp′(w′) = lim
n→∞ ‖Rα(h|b|(w ∧ n))‖Lp′(w′).

Здесь Rα(h|b|(w∧n) ∈ Lp′(w
′) для каждого n потому, что эта функция ограничена в каждом шаре.

Вне шара BR, содержащего носитель b, имеем Rα(h|b|(w ∧ n)(x) � N |x|α−d, где N не зависит от
x, ∫

|x|�1

|x|(α−d)p′w1/(p−1)(x) dx = N

∫ ∞

1

r(α−d)p
′−1

∫
Br\B1

w1/(p−1)(x) dxdr

� N

∫ ∞

1

r(α−d)p
′−1+d

∫
–
Br

w1/(p−1)(x) dxdr = NJ <∞.

Поэтому по теореме 3.5 и лемме 2.1

‖Rα(h|b|(w ∧ n))‖Lp′(w′) � N‖R�α(h|b|(w ∧ n))‖Lp′(w′)

� N‖Mα(h|b|(w ∧ n))‖Lp′(w′) � N‖Mα(h|b|w)‖Lp′(w′).

Мы видим, что в (3.23)

‖Rα(h|b|w)‖Lp′ (w′) � N‖Mα(h|b|w)‖Lp′(w′).

Далее заметим, что по неравенству Гёльдера

Mα(h|b|w) � ‖b‖Ėq,α
[M
(
(hw)q

′)
]1/q

′
,

где q′ = q/(q − 1) и, так как условие ws ∈ Ar влечет w′ ∈ Ap′/q′ , из теоремы 3.4 получаем

‖[M((hw)q′)]1/q′‖Lp′(w′) � N‖hw‖Lp′(w′) = N‖h‖Lr′(w),

что, очевидно, доказывает теорему. �

Аналогично следствию 2.1 получаем следующее утверждение.

Следствие 3.6. Если u ∈ C∞
0 (Rd) и α = 1 ( и d � 2), то в силу (2.1)∫

Rd

bp|u|pw dx � NAp
∫
Rd

|Du|pw dx,
∫
Rd

bp|Du|pw dx � NAp
∫
Rd

|D2u|pw dx,

и , если α = 2 (и d � 3), то ∫
Rd

bp|u|pw dx � NAp
∫
Rd

∣∣Δu∣∣pw dx.
В общем случае ∫

Rd

bp|u|pw dx � NAp
∫
Rd

∣∣(−Δ)α/2u
∣∣pw dx.
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Замечание 3.6. В модельном случае α = 1, p < q < d, |b| = 1/|x|, w = 1/|x|β, β ∈ (−(p −
1)d, (q − p)d/q), w ∈ Ap, ws ∈ Ar, оказывается, что для выполнения (3.21), достаточно условия
p+ β < d. Так как d− p > (q − p)d/q, для β ∈ (−(p− 1)d, (q − p)d/q) и u ∈ C∞

0∫
Rd

|u(x)|p
|x|p

1

|x|β dx � N

∫
Rd

|Du(x)|p 1

|x|β dx,

где N не зависит от u.

Далее, возьмем Rd-значную функцию b и положим Lu := Δu+ biDiu. Используя неравенство

‖Δu− λu‖Lp(w) � ‖Lu− λu‖Lp(w) + ‖biDiu‖Lp(w),

а также и (3.18) и (3.17), получим оценку (3.25) ниже.

Теорема 3.10. Пусть 1 < p < q < ∞, w ∈ Ap. Предоложим, что (3.21) верно при α = 1.
Тогда существуют константы N = N(d, p, q, [w]Ap) и λ0 = λ0(d, p, q, [w]Ap) > 0 такие, что
если N‖b‖Ėq,1(Rd) � 1, то для любых λ � λ0 и f ∈ Lp(w) существует единственная функция
u ∈W 2

p (w), удовлетворяющая уравнению

Lu− λu := Δu+ biDiu− λu = f. (3.24)

Кроме того, для любых u ∈W 2
p (w) и λ � λ0

‖∂tu,D2u,
√
λDu, λu‖Lp(w) � N(d, p, q, [w]Ap)‖Lu− λu‖Lp(w). (3.25)

Существование в этой теореме доказывается, как обычно, методом продолжения по параметру.
Можно также дать другое доказательство леммы 2.8.

Лемма 3.7. Для любых β > 0, p > 1, u ∈ Ė2
p,β

‖D2u‖Ėp,β
� N(d, p, β)‖Δu‖Ėp,β

.

Действительно, для 1 < r < p имеем (D2u)� � N
(
M(|Δu|r))1/r в силу теоремы 1.8, и теперь

остается лишь применить теорему 3.6 и замечание 2.12.

4. Параболические уравнения

В этом параграфе мы рассматриваем Rd+1 = {(t, x) : t ∈ R, x ∈ Rd}, вещественно-аналитичес-
кую структуру, определенную мерой Лебега, и k0 = 2, k1 = ... = kd = 1, так что имеем дело с
«параболическими ячейками» Bl,(t,x) = (t, x) + [0, l2) × [0, l)d. Этот выбор влияет, в частности, на
такие объекты, как Mαu, u� и веса Макенхаупта.

Определим CT,R = [0, T )× BR, CR = CR2,R, CT,R(t, x) = (t, x) + CT,R, CR(t, x) = CR2,R(t, x).
Обозначим через CR совокупность множеств CR(t, x) и положим C = ∪RCR. Кроме того, исполь-
зуем обозначение ∂t = ∂

∂t .
4.1. Применение теоремы 1.3 к уравнению теплопроводности. Для p ∈ [1,∞) и обла-

сти O ⊂ Rd+1 определим W 1,2
p (O) как множество функций u на O, которые вместе со своими

производными в смысле Соболева Du, D2u, ∂tu принадлежат Lp(O). Введем норму

‖u‖W 1,2
p (O) := ‖u,Du,D2u, ∂tu‖Lp(O)

.

Будем опускать O в обозначениях, если O = Rd+1.
Пусть u ∈ C∞

0 . Положим −f = ∂tu+Δu. Тогда, учитывая (1.20) и замечая, что∫
Rd+1

∂tuΔu dx dt = −
∫
Rd+1

∂tDiuDiu dx dt = −1

2

∫
Rd+1

∂t|Du|2 dx dt = 0,

получаем ∫
Rd+1

(|∂tu|2 + |D2u|2) dx dt = ∫
Rd+1

f2 dx dt. (4.1)
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Замечание 4.1. Равенство (4.1) верно также для бесконечно дифференцируемых функций
u на Rd+1 таких, что для некоторых α > d/2 и ρ(t, x) =

√|t| + |x|, ξ = ρα−1, η = ρα функция
ξ|u|+ η|Du| ограничена. Действительно, пусть ζ ∈ C∞

0 такая, что ζ = 1 в (−1, 1)×B1 и ζ = 0 вне
(−4, 4)×B2, 0 � ζ � 1. Положим ζn(t, x) = ζ(t/n2, x/n). Тогда для каждого n

‖∂t(ζnu), D2(ζnu)‖L2(Rd+1) = ‖∂t(ζnu) + Δ(ζnu)‖L2(Rd+1). (4.2)

Здесь
|‖∂t(ζnu), D2(ζnu)‖L2(Rd+1) − ‖ζn∂tu, ζnD2u‖L2(Rd+1)| � In + Jn,

где

In = |‖∂t(ζnu)‖L2(Rd+1) − ‖ζn∂tu‖L2(Rd+1)|
� Nn−2‖(∂tζ)(·/n2, ·/n)ξ−1‖L2(Rd+1) = Nnd/2−α‖(∂tζ)ξ−1‖L2(Rd+1),

Jn =
∣∣‖D2(ζnu)‖L2(Rd+1) − ‖ζnD2u‖L2(Rd+1)

∣∣
� Nn−1‖(Dζ)(·/n2, ·/n)η−1‖L2(Rd+1) +Nn−2‖(D2ζ)(·/n2, ·/n)ξ−1‖L2(Rd+1)

� Nnd/2−α
(‖(Dζ)η−1‖L2(Rd+1) + ‖(D2ζ)ξ−1‖L2(Rd+1)

)
.

Так как nd/2−α → 0 при n→ ∞ и в силу условия ζ = 1 вблизи начала координат имеем

‖(∂tζ)ξ−1‖L2(Rd+1) + ‖(Dζ)η−1‖L2(Rd+1) + ‖(D2ζ)ξ−1‖L2(Rd+1) <∞,

несложно вывести (4.1) из (4.2).

Далее, положим cd = (4π)−d/2 и p(t, x) = cdt
−d/2e−|x|2/(4t)It>0. Это фундаментальное решение

уравнения теплопроводности. Напомним классический факт о том, что для u ∈ C∞
0 , λ � 0,

−f := ∂tu+Δu− λu

u(t, x) = Rλf(t, x) :=

∫ ∞

0

∫
Rd

e−λsp(s, y)f(t+ s, x+ y) ds dy

=

∫ ∞

t

∫
Rd

e−λ(s−t)p(s− t, x− y)f(s, y) ds dy. (4.3)

С другой стороны, хорошо известно, что если g ∈ C∞
0 , то G := R0g бесконечно дифференцируема

и удовлетворяет уравнению теплопроводности

−g = ∂tG+ΔG. (4.4)

Далее, заметим, что для любого целого числа n � 0 имеем |Dne−|x|2| � N(n)e−|x|2/2, откуда
с учетом ∂tp = Δp следует, что для любого целого числа m � 0 и t > 0

|∂mt Dnp(t, x)| � N(m,n)
1

tm+(d+n)/2
e−|x|2/(8t). (4.5)

Здесь мы сделаем небольшое отступление, чтобы в дальнейшем не повторять одно и то же рас-
суждение дважды. Для k, s, r > 0, α ∈ R и подходящей функции f(t, x) на Rd+1 определим

pα,k(s, r) =
1

s(d+2−α)/2 e
−r2/(ks)Is>0,

Pα,kf(t, x) =

∫
Rd+1

pα,k(s, |y|)f(t+ s, x+ y) dy ds =

∫ ∞

t

∫
Rd

pα,k(s− t, |y − x|)f(s, y) ds dy.

Замечание 4.2. Для α � d+ 2 существует константа N = N(d, α) такая, что

pα,k(s, |x|) � N
1

ρd+2−α(s, x)
. (4.6)

Действительно, если |x| �√|s|, то

pα,k(s, |x|) � 1

s(d+2−α)/2 =
1

ρd+2−α(s, x)
ρd+2−α(s, x)
s(d+2−α)/2 ,

где последняя дробь мажорируется 2d+2−α. В случае |x| �√|s|
pα,k(s, |x|) � 1

|x|d+2−αϕ(|x|/
√

|s|),
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где ϕ(t) = td+2−αe−t
2/k — ограниченная функция на (0,∞). В этом случае мы опять получаем

(4.6).
Как следствие этой оценки, если f — ограниченная функция с компактным носителем, то

|Pα,kf(t, x)| � N(1 + ρ(t, x))−(d+2−α), (4.7)

где N не зависит от (t, x). В частности, если g ∈ C∞
0 , то функция G = R0g, которая непрерывно

дифференцируема и удовлетворяет уравнению теплопроводности (4.4), допускает оценки

|G| � N(1 + ρ)−d, |DG| � N(1 + ρ)−(d+1).

Следовательно, условия замечания 4.1 выполнены, например, при α = d и равенство (4.1) спра-
ведливо при u = G.

Лемма 4.1. Для любых α < β и β � 0 k > 0 существует константа N такая, что для
любых f � 0 И ρ > 0 на Cρ имеет место оценка

Pα,k(ICc
2ρ
f) � Nρα−βMβf(0). (4.8)

Доказательство. Во-первых, заметим, что если α � d + 2, то β > d + 2 и правая часть
(4.8) бесконечна только при f = 0. Поэтому можно считать, что α < d + 2. Автомодельные
преобразования позволяют нам ограничиться случаем ρ = 1. В этом случае, очевидно, можно
считать, что функция f ограничена и имеет компактный носитель. Положим Q1 = {(s, y) : |y| �√
s, s > 0} и Q2 = {(s, y) : |y| � √

s, s > 0}. Рассматривая Pα,k(fIQ1∩Cc
2
), заметим, что pα,k(s, r) �

Nr−(d+2−α), так как α � d+ 2. Поэтому

Pα,k(fIQ1∩Cc
2
)(0) � N

∫ ∞

2

1

rd+2−α

∫ r2

0

( ∫
|y|=r

f(s, y) dσr

)
dsdr,

где dσr — элемент площади поверхности на сфере |y| = r. Используя условие α < d + 2 и
интегрируя по частям, находим

Pα,k(fIQ1∩Cc
2
)(0) � N

∫ ∞

2

1

rd+3−α

∫ r

2

(∫ ρ2

0

( ∫
|y|=ρ

f(s, y) dσρ

)
ds
)
dρdr

� N

∫ ∞

2

1

rd+3−α

∫ r

0

(∫ r2

0

( ∫
|y|=ρ

f(s, y) dσρ

)
ds
)
dρdr = N

∫ ∞

2

1

rd+3−α I(r) dr,

где

I(r) =

∫
Cr

f(s, y) dy ds.

Заметим, что r � 2 и для любой точки (t, x) ∈ C1(−1, 0)

I(r) �
∫
C2r(t,x)

f(s, y) dy ds � Nrd+2−β
(
(2r)β

∫
–
C2r(t,x)

f(s, y) dy ds
)
� Nrd+2−βMβf(t, x).

В силу условия α < β

Pα,k(fIQ1∩Cc
2
)(0) � NMβf(t, x). (4.9)

Интегрируя по частям, находим

Pα,k(fIQ2∩Cc
2
)(0) �

∫ ∞

4

1

s(d+2−α)/2

∫
|y|�√

s

f(s, y) dy ds

� N

∫ ∞

4

1

s(d+4−α)/2 I(
√
s) ds = N

∫ ∞

2

1

rd+3−α I(r) dr,

откуда ввиду (4.9) Pα,k(ICc
2
f)(0) � NMβf(t, x), что эквивалентно требуемому утверждению. �

Теперь вернемся к ситуации, рассматриваемой в этом парграфе, когда u ∈ C∞
0 , λ = 0, −f =

∂tu + Δu, ζ ∈ C∞
0 , ζ = 1 в (−4, 4) × B2, ζ = 0 вне (−9, 9) × B3, 0 � ζ � 1, и заметим, что для

g = fζ, h = f(1− ζ) и (G,H) = R0(g, h) в C1 имеем u = G+H и

∂mt D
nH(t, x) =

∫
Cc

2

∂mt D
np(s− t, x− y)h(s, y) ds dy.
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Используя (4.5) и полагая β = 0 и α = −1,−2 в лемме 4.1, заключаем, что в C1 справедливо
неравенство

|∂tD2H(t, x)|+ |D3H(t, x)| � NMh(0), (4.10)
из которого следует ∫

C1

∫
C1

|D2H(t, x)−D2H(s, y)| dx dy dt ds � NMf(0).

Для G из (4.1) находим∫
C1

∫
C1

|D2G(t, x) −D2G(s, y)| dx dy dt ds � N

∫
C1

|D2G(t, x)| dx dt

� N‖g‖L2(Rd+1) � N(M(f2))1/2(0).

Поэтому для ρ = 1 ∫
–
Cρ

∫
–
Cρ

|D2u(t, x)−D2u(s, y)| dx dy dt ds � N(M(f2))1/2(0).

Для любого другого ρ > 0 это неравенство выводится с помощью масштабирования:

(D2u)� � N(M(f2))1/2 (4.11)

в начале координат. Конечно, эта оценка верна в любой другой точке, и поэтому в силу теорем
1.4 и 1.5, и равенства ∂tu = −f −Δu для любого p > 2 и u ∈ C∞

0 справедлива оценка

‖∂tu‖Lp(Rd+1) + ‖D2u‖Lp(Rd+1) � N(p, d)‖∂tu+Δu‖Lp(Rd+1). (4.12)

Теорема 4.1. Для d � 1, любого p ∈ (1,∞) и u ∈W 1,2
p справедлива оценка (4.12).

Доказательство. Учитывая плотность C∞
0 (Rd+1) в W 1,2

p , можно считать, что u ∈ C∞
0 (Rd+1).

Тогда f := −∂u−Δu ∈ C∞
0 (Rd+1) и u = R0f . В этом случае оценка (4.12) верна при p > 2 ввиду

вышесказанного. Эта оценка также справедлива для p = 2 в силу (4.1). Чтобы распространить
эту оценку на случай p ∈ (1, 2), заметим, что из оценки (4.12) следует, что для любых гладких
функций f , g с компактным носителем и любых i, j∫

Rd+1

gDijR0f dx � N‖g‖Lq(Rd+1)‖f‖Lp(Rd+1), (4.13)

где q = p/(p − 1). В левой части можно сначала “перебросить” Dij на g, а затем R0 — на Dijg,
который будет действовать как оператор R∗

0, сопряженный к R0. Оператор R∗
0 соотносится с

−∂t +Δ так же, как R0 соотносится с ∂t +Δ, и один получается из другого простым отражением
t-оси, т.е.

R∗
0f(t, x) = R0(f(−·, ·))(−t, x).

Поскольку R∗
0Dijg = DijR

∗
0g, получаем модифицированное неравенство (4.13) с переставленными

функциями f , g и R∗
0 вместо R0. Учитывая произвольность f и рассуждая аналогично для ∂t,

получим (4.12), где p заменяется на q, а ∂t — на −∂t, причем знак минус легко устраняется. �
Замечание 4.3. Как и в замечании 1.8, отметим, что оценка (4.12) справедлива также для

функций, не обязательно принадлежащих пространству W 1,2
p . Например, пусть u бесконечно диф-

ференцируема и такова, что ξ|u| + η|Du| ограничено где ξ, η введены после формулы (4.1) при
α > (d+ 2)/p− 1. Повторяя вычисления, проведенные после формулы (4.1), для такой функции u
получим неравенство (4.12).

Докажем теперь интерполяционное неравенство, аналогичное эллиптическому варианту из
леммы 1.3.

Лемма 4.2. Для любого ε > 0 и функции u ∈ C∞
0 справедливо неравенство

(Du)� � Nε(M(∂tu) +M(D2u)) +Nε−1Mu, (4.14)

в частности, для любого p > 1

‖Du‖Lp(Rd+1) � N(ε‖∂tu,D2u‖Lp(Rd+1) + ε−1‖u‖Lp(Rd+1)), (4.15)

где константы N не зависят от ε, u.
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Доказательство. В силу неравенства Пуанкаре (см., например, лемму 6.3) для r � 1

osc
Cr

Du � Nr(M(∂tu) +M(D2u)) � N(M(∂tu) +M(D2u)),

так как для r > 1 в силу леммы 1.3

osc
Cr

Du � 2

∫
–
Cr

|Du| dx dt � N(M(D2u) +Mu).

Отсюда следует (4.14) для ε = 1. Для других ε > 0 мы получаем (4.14), используя преобразование
x→ cx. �

Почти дословно повторяя доказательство теоремы 1.7 и используя (4.15), приходим к следую-
щему утверждению.

Теорема 4.2. Для любых p > 1, λ > 0 и f ∈ Lp(R
d+1) существует единственная функция

u ∈W 1,2
p , удовлетворяющая уравнению

∂tu+Δu− λu+ f = 0. (4.16)

Кроме того, существует константа N = N(d, p) такая, что для любых u ∈ W 1,2
p и λ � 0

‖∂tu,D2u,
√
λDu, λu‖Lp(Rd+1) � N‖∂tu+Δu− λu‖Lp(Rd+1). (4.17)

Замечание 4.4. Решения параболического уравнения (4.16) при λ > 0 обладают свойством,
которого нет у решений эллиптических уравнений. А именно, если для некоторого фиксированно-
го T ∈ R имеем f(t, x) = 0 при t � T и всех x, то для решения u верно то же самое: u(t, x) = 0 при
t � T и всех x. Это свойство, называемое далее свойством причинности, является прямым след-
ствием формулы (4.3), которая, как нам известно, справедлива для u ∈ C∞

0 , а по непрерывности
распространяется на u ∈W 1,2

p . Заметим, что при λ > 0 Lp(R
d+1)-норма оператора Rλ оценивается

λ−1 в силу неравенства Минковского.

Это замечание приводит к следующему утверждению, в котором R
d+1
t = (t,∞)× Rd.

Теорема 4.3. Для любых p > 1, λ > 0, s ∈ [−∞,∞), и f ∈ Lp(R
d+1
s ) существует един-

ственная функция u ∈W 1,2
p (Rd+1

s ), удовлетворяющая в Rd+1
s уравнению

∂tu+Δu− λu+ f = 0. (4.18)

Кроме того, существует константа N = N(d, p) такая, что для любых u ∈ W 1,2
p (Rd+1

s ) и
λ � 0

‖∂tu,D2u,
√
λDu, λu‖Lp(R

d+1
s ) � N‖∂tu+Δu− λu‖Lp(R

d+1
s ). (4.19)

Доказательство. Если s = −∞, требуемые утверждения доказаны в теореме 4.2. Общий
случай s ∈ R полностью аналогичен случаю s = 0. Разрешимость уравнения (4.18), с fI(0,∞)

вместо f даже в W 1,2
p (Rd+1) следует из теоремы 4.2.

Для доказательства (4.19) при λ > 0, возьмем u ∈ W 1,2
p (Rd+1

0 ), определим f по формуле
(4.18), найдем функцию w ∈ W 1,2

p (Rd+1), удовлетворяющую (4.18) с fI(0,∞) вместо f , и положим
v(t, x) = u(|t|, x). Тогда w−v удовлетворяет уравнению (4.18) со свободным членом, который равен
нулю при t > 0. Следовательно, по свойству причинности w = u при t > 0, и оценка (4.19) следует
из теоремы 4.2. Отсюда получаем единственность решения уравнения (4.18). Устремляя λ ↓ 0, мы
видим, что оценка (4.19) верна также при λ = 0. �

Приведем параболический аналог теоремы 1.8.

Теорема 4.4. Для любого p > 1 существует константа N = N(d, p) такая, что для любой
функции u ∈ W 1,2

p

(D2u)� � N
(
M(|f |p))1/p, (4.20)

где f = ∂tu+Δu.
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Доказательство этой теоремы получается из доказательства теоремы 1.8, но вместо исполь-
зования замечания 1.8 надо воспользоваться замечанием 4.3, а вместо оценки (1.22) — оценкой
(4.10).

4.2. Параболическая теорема Адамса и уравнение теплопроводности. Заметим, что если
f не зависит от t и 0 < α < d, то

Pα,kf(t, x) = Pα,kf(x) = N(α, k)

∫
Rd

1

|y|d−α f(x+ y) dy = NRαf(x),

где Rα — потенциал Рисса. В нашем изложении наиболее важными значениями α являются 1 и 2.
Приведем аналог теоремы Адамса 2.1, который распространяется на случай смешанной нормы

в теореме 6.4.

Теорема 4.5. Пусть q > p > 1, α > 0 и b определена на Rd+1. Положим

‖b‖Ėq,α(Rd+1) := sup
ρ>0

ρα sup
C∈Cρ

(∫
–
C

|b|q dx dt
)1/q

. (4.21)

Тогда для любого s ∈ [−∞,∞) и f � 0 на Rd+1
s

I :=

∫
R

d+1
s

|b|p(Pα,kf)p dz � N‖b‖p
Ėq,α(Rd+1)

‖f‖Lp(R
d+1
s ), (4.22)

где N зависит только от d, p, q, α, k. В частности, для любой функции u ∈ C∞
0∫

R
d+1
s

|b|p|Du|p dz � N‖b‖p
Ėq,1

K,

∫
R

d+1
s

|b|p|u|p dz � N‖b‖p
Ėq,2

K, (4.23)

где K = ‖D2u, ∂tu‖pLp(R
d+1
s )
и N зависит только от d, p, q.

Замечание 4.5. Первая оценка в (4.23) следует из (4.22) при α = 1 и следующего равенства,
справедливого для f = ∂tu+Δu:

Du(t, x) = c

∫
R

d+1
0

y

s(d+2)/2
e−|y|2/(4s)f(t+ s, x+ y) dy ds,

где c — константа и (|y|/s1/2)e−|y|2/(4s) � Ne−|y|2/(8s). Вторая оценка верна при α = 2, так как

u(t, x) = c

∫
R

d+1
0

1

sd/2
e−|y|2/(4s)f(t+ s, x+ y) dy ds.

Замечание 4.6. Достаточно доказать теорему 4.5 для s = −∞. Действительно, если она
справедлива для такого s, то, подставляя f(t, x)I(s,∞)(t) вместо f , получаем требуемый результат.
Ниже мы рассматриваем случай s = −∞, когда Rd+1

s = Rd+1.

В теореме 4.5 мы не ограничивали α сверху. Однако заметим, что если α > (d + 2)/q, то
автоматически b = 0, если ‖b‖Ėq,α(Rd+1) <∞.

Прежде чем доказывать теорему 4.5, нам нужны некоторые предварительные сведения.

Следствие 4.1 (леммы 4.1). Существует константа N такая, что для любой функции f ,
для которой величина Pα,k|f | конечна на C1, справедливо следующее неравенство на C1 :

|DPα,k(ICc
2
f)|+ |∂tPα,k(ICc

2
f)| � NMαf(0). (4.24)

Действительно, достаточно рассмотреть функцию f с компактным носителем, когда

|DiPα,k(ICc
2
f)(t, x)| �

∫
Rd+1

|Dipα,k(s, |y|)| |(ICc
2
f)(t+ s, x+ y)| dy ds,

где

|Dipα,k(s, |y|)| � N
1

s(d+2−(α−1))/2
e−r

2/(2ks)Is>0.

Аналогично для (t, x) ∈ C1

|∂tPα,k(ICc
2
f)(t, x)| �

∫
Rd+1

|∂spα,k(s, |y|)| |(ICc
2
f)(t+ s, x+ y)| dy ds,
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где

|∂spα,k(s, |y|)| � N
1

s(d+2−(α−2))/2
e−r

2/(2ks)Is>0.

Следствие 4.1 и теорема о среднем приводят к следующему утверждению.

Следствие 4.2. Существует константа N такая, что для любой функции f такой, что
величина Pα,k|f | конечна на C1, справедливо следующее неравенство на C1 :∫

C1

|Pα,k(ICc
2
f)(z)− Pα,k(ICc

2
f)(0)| dz � NMαf(0). (4.25)

Лемма 4.3. Для любых α, k > 0 существует константа N такая, что для любых f и
ρ > 0 ∫

C1

Pα,k(IC2 |f |) dz � NMαf(0). (4.26)

Доказательство. Имеем ∫
C1

Pα,k(IC2 |f |) dz = Pα,kg(0),

где для любой точки (s, y)

g(s, y) =

∫
C1

(IC2 |f |)(s+ t, x+ y) dx dt � IC3(s, y)Mαf(0),

что доказывает неравенство (4.26) и тем самым лемму. �

Следующий результат аналогичен лемме 2.1 и доказывается аналогично. Отметим, что если f
не зависит от t, то из этого результата вытекает лемма 2.1.

Теорема 4.6. Пусть α ∈ (0, d+2] и k > 0. Тогда существует константа N такая, что для
любой функции f такой, что величина Pα,k|f | локально суммируема, справедливо следующее
неравенство:

P �α,kf � NMαf. (4.27)

Доказательство. Достаточно доказать (4.27) в начале координат, т.е. для любого ρ > 0∫
–
Cρ

∫
–
Cρ

|Pα,kf(z1)− Pα,kf(z2)| dz1dz2 � NMαf(0). (4.28)

Ввиду возможности использовать автомодельность достаточно рассмотреть случай ρ = 1, когда
левая часть (4.28) мажорируется величиной

N

∫
C1

|Pα,k(ICc
2
f)(z)− Pα,k(ICc

2
f)(0)| dz +N

∫
C1

Pα,k(IC2 |f |) dz.

Тогда требуемый результат немедленно вытекает из следствия 4.2 и леммы 4.3. �

Доказательство теоремы 4.5. Как уже было отмечено выше, чтобы исключить тривиальные
случаи, считаем, что qα � d + 2, когда pα < d + 2. Мы можем также предположить, что b и f
неотрицательны, ограничены и имеют компактный носитель. Эту условия гарантируют I < ∞.
Затем положим u = Pα,kf и запишем

I =

∫
Rd+1

(
bpup−1

)
Pαf dz =

∫
Rd+1

P ∗
α,k

(
bpup−1

)
f dz � ‖f‖Lp(Rd+1)

∥∥P ∗
α,k

(
bpup−1

)∥∥
Lp′(Rd+1)

, (4.29)

где p′ = p/(p− 1) и P ∗
α,k — сопряженный оператор к Pα,k; именно, для любого g � 0,

(P ∗
α,kg)(s, x) =

(
Pα,k(g(−·,−·))(−s,−x). (4.30)

Простое вычисление, основанное на замечании 4.2 и условии pα < d+ 2, показывает, что P ∗
α,kg ∈

Lp′(R
d+1). Используя теорему 4.6 и теорему Феффермана — Стейна, заключаем

‖P ∗
α,k

(
bpup−1

)∥∥
Lp′(Rd+1)

� N‖Mα

(
bpup−1

)∥∥
Lp′(Rd+1)

,
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где в силу неравенства Гёльдера

Mα

(
bpup−1

)
= Mα

(
b(bp−1up−1)

)
� ‖b‖Ėq,α(Rd+1)[M

(
(bu)r

)
]1/q

′

r = q(p − 1)/(q − 1) и q′ = q/(q − 1). Так как p < q, имеем p′ > q′ и в силу теоремы Харди —
Литтлвуда

‖Mα

(
bpup−1

)∥∥
Lp′(Rd+1)

� N‖b‖Ėq,α(Rd+1)

( ∫
Rd+1

[
(bu)r

]p′/q′
dz
)(p−1)/p

= N‖b‖Ėq,α(Rd+1)I
(p−1)/p,

что, очевидно, доказывает теорему. �

Следствие 4.3. Пусть q > p > 1 и b — Rd-значная функция, определенная на Rd+1 и такая,
что ‖b‖Ėq,1(Rd+1) <∞. Тогда

L = ∂t +Δ+ biDi (4.31)

является ограниченным оператором из W 1,2
p в Lp(Rd+1).

Теорема 4.7. Пусть 1 < p < q < ∞. Тогда существует константа N = N(d, p, q) такая,
что если N‖b‖Ėq,1(Rd+1) � 1, то для любых s ∈ [−∞,∞), λ > 0 и f ∈ Lp(R

d+1
s ) существует

единственная функция u ∈W 1,2
p (Rd+1

s ), удовлетворяющая уравнению

Lu− λu = f, (4.32)

где оператор L определен в (4.31). Кроме того, для любых u ∈ W 1,2
p (Rd+1

s ) и λ � 0

‖∂tu,D2u,
√
λDu, λu‖Lp(R

d+1
s ) � N(d, p, q)‖Lu− λu‖Lp(R

d+1
s ). (4.33)

Доказательство. Априорная оценка (4.33) и единственность следуют из (4.19) и первой оцен-
ки в (4.23). Для доказательства существования решения мы используем введенный Бернштейном
метод непрерывного продолжения по параметру, согласно которому рассматривается сначала опе-
ратор Lν = ∂t+Δ+νbiDi, ν ∈ [0, 1]. Если результат верен для ν0 ∈ [0, 1], то уравнение Lνu−λu = f
записывается в виде

Lν0u− λu = f + (ν0 − ν)biDiu

и решается методом последовательных приближений, при котором полагается u0 = 0 и un+1

находится из уравнения
Lν0un+1 − λun+1 = f + (ν0 − ν)biDiu

n.

Нетрудно проверить, что при наших предположениях, если |ν0 − ν| достаточно мало, все функции
un определены корректно и сходятся в W 1,2

p (Rd+1
s ) к решению уравнения Lνu− λu = f. �

Замечание 4.7. Подробное изложение метода непрерывности объясняется желанием показать
в деталях, что свойство причинности сохраняется после добавления членов первого порядка.

Здесь не предполагается ограниченность q сверху. Однако заметим, что если q > d + 2, то
автоматически b = 0, если ‖b‖Ėq,1(Rd+1) < ∞. В этом случае следствие превращается в теорему
4.2.

В доказательстве теоремы 4.5, мы неявно использовали следующий параболический аналог
теоремы Макенхаупта — Уидена (см. теорему 3.6.1 в [4]).

Следствие 4.4 (теоремы 4.6). Пусть α ∈ (0, d + 2], k > 0, и r ∈ (1,∞). Тогда существует
константа N такая, что для любой функции f � 0 cправедливо неравенство

‖Pα,kf‖Lr(Rd+1) � N‖Mαf‖Lr(Rd+1).

4.3. Применение теории весов к уравнению теплопроводности. Для α � 0 и p > 1 введем
пространство Ėq,α(Rd+1) функций f на Rd+1 с конечной нормой

‖f‖Ėq,α(Rd+1) = sup
ρ>0

ρα sup
C∈Cρ

–‖f‖Lq(C).

Лемма 4.4. Определим wα = (|x| +√|t|)−α. Тогда для любого α ∈ [0, d + 2) функция wα
является A1-весом.
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Доказательство. Надо показать, что для любого множества Ql(t, x) ∈ Q

I =

∫
–
Ql(t,x)

wα dy ds � N inf
Ql(t,x)

wα.

Заметим, что благодаря автомодельности можно ограничиться рассмотрением случая l = 2, когда

I =

∫
–
(−2,2)×(−1,1)d

(|y − x|+
√
|s− t|)−α dy ds.

Если |x|+√|t| > 2(d+ 2), то для (s, y) ∈ Q2(0)

|y|+
√
|s| � d+ 2,

|y − x|+
√
|s− t| � |x|+

√
|t| − (|y|+

√
|s|) � |x|+

√
|t| − (d+ 2) � (|x|+

√
|t|)/2

и (α � 0)
I � Nwα(t, x) � N inf

Q2(t,x)
wα. (4.34)

Если |x|+√|t| � 2(d+ 2), то легко видеть, что для константы R = R(d)

I �
∫
BR

∫ R2

−R2

(|y|+
√
|s|)−α ds dy = N

∫
BR

|y|2−α
∫ R2/|y|2

−R2/|y|2
(1 +

√
|t|)−α dtdy.

В случае α ∈ [0, 2] имеем

|y|2−α
∫ R2/|y|2

−R2/|y|2
(1 +

√
|t|)−α dt � N(1 + Iα=2| ln |y| |),

откуда следует, что I � N и справедлива оценка (4.34).
В случае α > 2 интеграл по t ограничен и, так как 2 − α > −d, интеграл по y конечен, так

что и в этом случае оценка (4.34) справедлива. �

Лемма 4.5. Пусть α � 0, α + β > d + 2. Тогда для любой функции f � 0 справедливо
неравенство ∫

Rd+1

f(wα ∧ 1) dy ds � Mβf(0). (4.35)

Доказательство. Без потери общности можно считать, что f ограничена и имеет компактный
носитель. Положим Q1 = {(s, y) : |y| � √|s|} и Q2 = {(s, y) : |y| � √|s|}. Заметим, что на Q1

имеем wα(s, y) � N |y|−α и∫
Q1

f(wα ∧ 1) dy ds � N

∫
Rd

(1 ∧ |y|−α)
∫ |y|2

−|y|2
f(s, y) ds dy

� N

∫ ∞

0

(1 ∧ r−α)
( ∂
∂r

∫
Br

∫ |y|2

−|y|2
f(s, y) ds dy

)
dr = N

∫ ∞

1

r−α−1

∫
Br

∫ |y|2

−|y|2
f(s, y) ds dy dr

� NMβf(0)

∫ ∞

1

r−α−β+(d+2)−1 dr � NMβf(0).

Далее, на Q2 имеем wα(s, y) � N |s|−α/2 и∫
Q2

f(wα ∧ 1)Is>0 dy ds � N

∫ ∞

0

(1 ∧ s−α/2)
∫
B√

s

f(s, y) dy ds

� N

∫ ∞

0

(1 ∧ s−α/2)
( ∂
∂s

∫ s

0

∫
B√

s

f(t, y) dtdy
)
ds � N

∫ ∞

1

s−α/2−1

∫ s

0

∫
B√

s

f(t, y) dtdyds

� NMβf(0)

∫ ∞

1

s−α/2+(d+2)/2−β/2−1 ds � NMβf(0).

Часть интеграла от f(wα ∧ 1) по Q2 ∩ {s < 0} оценивается аналогично. �

Следующий результат в основном принадлежит [9].
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Теорема 4.8 (Харди — Литтлвуд). Пусть p > 1, β > 0. Тогда существует N = N(d, p, β)
такое, что для любой функции f � 0 справедливо неравенство

‖Mf‖Ėp,β(Rd+1) � N‖f‖Ėp,β(Rd+1). (4.36)

Доказательство. Для Q = Q1(0, 0) и α ∈ [0, d + 2), α + pβ > d + 2, учитывая, что (wα ∧ 1)
является A1-весом и, следовательно, Ap-весом, и используя лемму 4.5, находим∫

–
Q
(Mf)p dx dt � N

∫
Rd+1

(Mf)p(wα ∧ 1) dx dt

� N

∫
Rd+1

fp(wα ∧ 1) dx dt � NMpβ(f
p)(0) � N‖f‖p

Ėp,β(Rd+1)
.

С помощью автомодельного преобразования и сдвигов начала координат получаем неравенство

lpβ
∫
–
Ql(t,x)

(Mf)p dx dt � ‖f‖p
Ėp,β(Rd+1)

,

которое эквивалентно (4.36). �

Следующее утверждение является параболическим вариантом теоремы 3.6, аналогом теоремы
Феффермана — Стейна.

Теорема 4.9. Пусть p > 1, β > 0. Тогда для любой функции f ∈ Ėp,β(R
d+1) справедливо

неравенство
‖f‖Ėp,β(Rd+1) � N(d, p, β)‖f#‖Ėp,β(Rd+1). (4.37)

Доказательство. Мы используем обозначения из приведенного выше доказательства. В силу
теоремы 3.5 ∫

–
Q
|f |p dx dt � N

∫
Rd+1

|f |p(wα ∧ 1) dx dt

� N

∫
Rd+1

(f#)p(wα ∧ 1) dx dt � NMpβ((f
#)p)(0) � N‖f#‖p

Ėp,β(Rd+1)
.

Завершаем доказательство так же, как в теореме 4.8. �

Рассуждая так же, как выше, из леммы 4.2 получаем следующее интерполяционное неравен-
ство, аналогичное соответствующему эллиптическому неравенству.

Лемма 4.6. Пусть p > 1, β > 0, u ∈ C∞
0 . Тогда для любого ε > 0

‖Du‖Ėp,β(Rd+1) � Nε‖D2u‖Ėp,β(Rd+1) +Nε−1‖u‖Ėp,β(Rd+1),

где константы N не зависят от ε, u.

Теорема 4.10. Для p > 1, β > 0 и любой функции u ∈ C∞
0 справедливо неравенство

‖D2u‖Ėp,β(Rd+1) � N‖f‖Ėp,β(Rd+1), (4.38)

где f = ∂tu+Δu и N не зависит от u.

Доказательство. Для 1 < r < p в силу теоремы 4.4, (D2u)� � N
(
M(|f |r))1/r, а в силу

теоремы 4.8

‖(M(|f |r))1/r‖Ėp,β(Rd+1) � N‖f‖Ėp,β(Rd+1).

Далее остается лишь применить теорему 4.9. �

Введем пространство Ė1,2
p,β функций u(t, x) на Rd+1 таких, что u,Du,D2u, ∂tu ∈ Ėp,β(R

d+1).

Снабдим это пространство очевидной нормой. Заметим, что Ė1,2
p,β состоит только из нулевой функ-

ции, если β > (d+ 2)/p; в ином случае W 1,2
(d+2)/β ⊂ Ė1,2

p,β (следствие неравенства Гёльдера).

Следующий результат, касающийся уравнения теплопроводности в пространствах Морри, ана-
логичен эллиптическому аналогу из теории уравнения Лапласа в пространствах Морри и теории
уравнения теплопроводности в пространствах Соболева.
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Теорема 4.11. Пусть p > 1, β > 0. Тогда для любых λ > 0 и f ∈ Ėp,β(R
d+1) существует

единственная функция u ∈ Ė1,2
p,β, удовлетворяющая уравнению

∂tu+Δu − λu = f.

Кроме того, существует N = N(d, p, β) такое, что для любых λ � 0 и u ∈ Ė1,2
p,β

‖λu,
√
λDu,D2u, ∂tu‖Ėp,β(Rd+1) � N‖∂tu+Δu− λu‖Ėp,β(Rd+1). (4.39)

Доказательство. Можно считать, что pβ � d+ 2, так как в ином случае любая функция g с
конечной нормой в Ėp,β(Rd+1) равна нулю. Тогда для u ∈ C∞

0 оценка (4.39) выводится из (4.38),
как и в доказательстве теоремы 1.7, и распространяется на любую функцию u ∈ Ė1,2

p,β так же,
как в доказательстве теоремы 2.6 (см. рассуждение о функциях uε и vε). Отсюда, в частности,
получаем единственность решения.

Для доказательства существования заметим, что для функции f ∈ L(d+2)/β требуемый ре-
зультат верен в силу теоремы 4.2. Доказательство завершаем так же, как в теореме 2.6. �

Замечание 4.8. В случае β = (d + 2)/p теорема 4.11 совпадает с теоремой 4.2, поскольку
Ėp,(d+2)/p(R

d+1) = Lp(R
d+1).

Чтобы включить член biDiu, b ∈ Ėq,1(R
d+1), в правую часть (4.39), нам потребуются некото-

рые теоремы вложения, которые мы докажем в п. 4.4. В связи с этим заметим, что для таких b,
u ∈ Ė1,2

p,β , p � 1, β > 1, q = βp, r > 0 в силу неравенства Гёльдера справедлива оценка

–‖|b|Du‖Lp(Cr) � –‖b‖Lβp(Cr) –‖Du‖Lβ′p(Cr),

где β′ = β/(β − 1). Из этой оценки вытекает следующее утверждение.

Лемма 4.7. Пусть p � 1, β > 1,u ∈ Ė1,2
p,β, b = |b| ∈ Ėβp,1(R

d+1). Тогда

‖bDu‖Ėp,β(Rd+1) � ‖b‖Ėβp,1(Rd+1)‖Du‖Ėβ′p,β−1(R
d+1). (4.40)

4.4. Теоремы вложения для параболических пространств Морри — Соболева и прило-
жения.

Лемма 4.8. Для любых α > γ � 0, k > 0 существует константа N такая, что для любых
f � 0 и ρ ∈ (0,∞)

Pα,k(ICρf)(0) � Nρα−γMγf(0). (4.41)

Доказательство. Будем использовать обозначения из доказательства леммы 4.1. Имеем

Pα,k(fIQ1∩Cρ)(0) � N

∫ ρ

0

1

rd+2−α

∫ r2

0

( ∫
|y|=r

f(s, y) dσr

)
dsdr

= N

∫ ρ

0

1

rd+2−α
( ∂
∂r

∫ r

0

(∫ τ2

0

∫
|y|=τ

f(s, y) dστ ds
)
dτ
)
dr

= J1 +N

∫ ρ

0

1

rd+3−α

∫ r

0

( ∫ τ2

0

( ∫
|y|=τ

f(s, y) dστ

)
ds
)
dτdr � J1 +N

∫ ρ

0

1

rd+3−α I(r) dr,

где

J1 = N
1

ρd+2−α

∫ ρ

0

( ∫ τ2

0

∫
|y|=τ

f(s, y) dστ ds
)
dτ � N

1

ρd+2−α I(ρ).

Здесь I(r) � Nrd+2−γMγf(0) и α > γ. Следовательно, верна оценка

Pα,k(fIQ1∩Cρ)(0) � Nρα−γMγf(0). (4.42)

Кроме того,

Pα,k(fIQ2∩Cρ)(0) � N

∫ ρ2

0

1

s(d+2−α)/2

∫
|y|�√

s

f(s, y) dy ds
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� J2 +N

∫ ρ2

0

1

s(d+4−α)/2 I(
√
s) ds = J2 +N

∫ ρ

0

1

rd+3−α I(r) dr,

где

J2 = N
1

ρd+2−α

∫ ρ2

0

∫
|y|�√

τ

f(τ, y) dydτ � N
1

ρd+2−α I(ρ).

Поэтому из (4.42) получаем (4.41). �

Приведем один из результатов о вложении.

Следствие 4.5. Для любых u ∈ C∞
0 , γ ∈ [0, 2), ν ∈ [0, 1), p � 1

|u| � N(d, p, γ)‖u‖Ė1,2
p,γ
, |Du| � N(d, p, ν)‖u‖Ė1,2

p,ν
. (4.43)

Действительно, рассмотрим функцию ζ ∈ C∞
0 ((−1, 1) × B1) такую, что ζ(0) = 1. Тогда для

f := (∂t +Δ)(ζu) имеем

u(0) = −R0f(0) = NP2,4f(0), |u(0)| � NMγf(0) � NMγ(|u|+ |Du|+ |D2u|+ |∂tu|),
и первая оценка из (4.43) в начале координат следует из неравенства Гёльдера. Вторая оценка
получается аналогичными рассуждениями, начиная с оценки |Du(0)| = |DR0f(0)| � NP1,8|f |(0).

Замечание 4.9. Для p � 1, β � 0 определим пространство Ep,β(Rd+1) функций u(t, x) на
Rd+1 таких, что

‖u‖Ep,β(Rd+1) := sup
ρ�1

ρβ sup
C∈Cρ

–‖u‖Lp(C) <∞.

Определим пространство E1,2
p,β функций u(t, x) на Rd+1 таких, что u,Du,D2u, ∂tu ∈ Ep,β(R

d+1),

и снабдим это пространство очевидной нормой. Оказывается, что для любых u ∈ C∞
0 , β ∈ [0, 2),

1 � p � (d+ 2)/β

|u| � N(d, p, β)‖u‖E1,2
p,β
.

Действительно, чтобы получить эту оценку в начале координат, достаточно подставить uζ
вместо u в первую оценку в (4.43), где функция ζ ∈ C∞

0 удовлетворяет условию ζ(0) = 1 и имеет
малый носитель (условие β � (d+2)/p необходимо для гарантированного выполнения неравенства
‖uζ‖Ė1,2

p,β
� ‖uζ‖E1,2

p,β
).

Замечание 4.10. В теории пространств Соболева для параболических уравнений для огра-
ниченности функций в W 1,2

p требуется условие p > (d + 2)/2. В следствии 4.5 это ограничение
снимается благодаря условию γ < 2.

Лемма 4.9. Для 0 < α < β и k > 0 существует константа N такая, что для любой
функции f � 0 справедливо неравенство

Pα,kf � N(Mβf)
α/β(Mf)1−α/β . (4.44)

В частности (в силу неравенства Гёльдера), для любых p ∈ [1,∞], q ∈ (1,∞], и измеримого
множества Γ ⊂ Rd+1

‖Pα,kf‖Lr(Γ) � N‖Mβf‖α/βLp(Γ)
‖f‖1−α/β

Lq(Rd+1)
(4.45)

при условии
1

r
=
α

β
· 1
p
+
(
1− α

β

)1
q
.

Доказательство. Заметим, что в силу лемм 4.8 и 4.1

Pα,k(ICρf)(0) � NραMf(0), Pα,k(ICc
ρ
f)(0) � Nρα−βMβf(0). (4.46)

Тогда неравенство (4.44) в начале координат несложно получить, суммируя неравенства в (4.46)
и минимизируя по ρ. В любой другой точке это неравенство доказывается с помощью переноса
начала координат. �
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Следствие 4.6. Если α ∈ (0, (d + 2)/q), q ∈ (1,∞), k > 0, то существует константа N
такая, что для любой функции f � 0 справедливо неравенство

‖Pα,kf‖Lr(Rd+1) � N‖f‖Lq(Rd+1)

при условии (d+ 2)/q−α = (d+ 2)/r. В частности (классический результат о вложении), если
1 < q < d+ 2, u ∈ C∞

0 , то

‖Du‖Lr(Rd+1) � N‖∂tu+Δu‖Lq(Rd+1)

при условии (d+ 2)/q − 1 = (d+ 2)/r.

Действительно, первое утверждение следует из неравенства Гёльдера и оценки (4.45) при
p = ∞ и β = (d + 2)/q (> α). Второе утверждение получаем из первого при α = 1 (< β) и
следующего равенства для f = ∂tu+Δu :

Du(t, x) = c

∫
R

d+1
0

y

s(d+2)/2
e−|y|2/(4s)f(t+ s, x+ y) dy ds,

где c — константа и (|y|/s1/2)e−|y|2/(4s) � Ne−|y|2/(8s).
Приведем аналог следствия 4.6 для пространств Морри.

Теорема 4.12. Для любых k > 0, 0 < α < β, q ∈ (1,∞), и r такого, что r(β − α) = qβ,
существует константа N такая, что для любой функции f � 0 справедливо неравенство

‖Pα,kf‖Ėr,β−α(Rd+1) � N‖f‖Ėq,β(Rd+1). (4.47)

Доказательство. Достаточно доказать, что для любого ρ > 0

ρβ−α
(∫
–
Cρ

|Pα,kf |r dz
)1/r

� N‖f‖Ėq,β(Rd+1) =: NF,

т.е.

ρβ−α−(d+2)/r
( ∫

Cρ

|Pα,kf |r dz
)1/r

� NF. (4.48)

Заметим, что в силу неравенства Гёльдера Mβf � NF и по определению( ∫
Rd+1

IC2ρf
q dz

)1/q
� Nρ(d+2)/q−βF.

Из леммы 4.9 при p = ∞ следует(∫
Cρ

|Pα,k(IC2ρf)|rdz
)1/r

� Nρ((d+2)/q−β)(1−α/β)F = Nρ(d+2)/r−β+αF.

Кроме того, в силу леммы 4.1( ∫
Cρ

|Pα,k(ICc
2ρ
f)|rdz

)1/r
� Nρ(d+2)/r sup

Cρ

Pα,k(ICc
2ρ
f) � Nρ(d+2)/r+α−βF.

Объединяя эти оценки, получаем (4.48), и теорема доказана. �

Замечание 4.11. Как обычно, теорема 4.12 нетривиальна лишь в случае qβ � d+2, так как в
ином случае пространства Ėr,β−α(Rd+1) и Ėq,β(Rd+1) содержат только одну функцию, а именно,
нулевую функцию.

Приведем еще одну теорему вложения.

Теорема 4.13. Пусть p > 1, β > 1 и u ∈ C∞
0 . Тогда

‖Du‖Ėr,β−1(Rd+1) � N(d, p, β)‖∂tu+Δu‖Ėp,β(Rd+1),

если r(β − 1) = pβ.

На самом деле эта теорема является следствием теоремы 4.12, так как согласно замечанию
4.5 для f = |∂tu+Δu| имеем |Du| � NP1,8f .
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Замечание 4.12. Для β = (d+2)/p, p < d+2 теорема 4.13 приводит к классическому резуль-
тату

‖Du‖Lr(Rd+1) � N‖∂tu+Δu‖Lp(Rd+1),

если p > 1 и r((d + 2)/p− 1) = d+ 2.

Полезным дополнением к следствию 4.5 будут следующие результаты о вложении.

Теорема 4.14. Пусть 1 < β < 2, p > 1. Тогда для любых u ∈ C∞
0 , ρ > 0, (ti, xi) ∈ Cρ,

i = 1, 2,
|u(t1, x1)− u(t2, x2)| � N(d, β)ραU, (4.49)

где α = 2− β, U := ‖∂tu,D2u‖Ėp,β(Rd+1). В случае 0 < β < 1 имеем

|Du(t1, x1)−Du(t2, x2)| � N(d, β)ρ1−βU. (4.50)

Доказательство. Используем обозначение (f)r для среднего f по Cr и заметим, что в силу
неравенства Пуанкаре∫

–
Cr

|u− (u)r − xi(Diu)r| dx dt � Nr2
∫
–
Cr

|∂tu| dx dt+Nr

∫
–
Cr

|Du− (Du)r| dx dt,∫
–
Cr

|Du− (Du)r| dx dt � Nr

∫
–
Cr

(|∂tu|+ |D2u|) dx dt.
(4.51)

Кроме того, в силу теоремы 4.13 и неравенства Гёльдера∫
–
Cr

|xi(Diu)r| dx dt � Nr

∫
–
Cr

|Du| dx dt � NrαU.

Объединяя эти неравенства, получим оценку∫
–
Cr

∫
–
Cr

|u(z1)− u(z2)| dz1dz2 � 2

∫
–
Cr

|u− (u)r| dx dt � NrαU. (4.52)

Оценка (4.52) остается справедливой при сдвигах множества Cr. Поэтому положим

K = sup
ρ>0,C∈Cρ

ρ−α sup
z1,z2∈C

|u(z1)− u(z2)|.

Очевидно, что K <∞ и для любых z1, z2 ∈ C ∈ Cρ

|u(z1)− u(z2)| � |u(z1)− u(z̃1)|+ |u(z̃1)− u(z̃2)|+ |u(z̃2)− u(z2)|.
Определим ε > 0 из равенства 4εα = 1 и возьмем средние относительно z̃1, z̃2 по цилиндрам C′, C′′

класса Cερ, в которых содержатся точки z1 и z2 соответственно. Тогда

|u(z1)− u(z2)| � (1/2)Kρα +

∫
–
C′

∫
–
C′′

|u(z̃1)− u(z̃2)| dz̃1dz̃2.

Затем заменим множества C′, C′′ в последнем интеграле множеством C̃ класса C4ρ, содержащим
C, C′, C′′. Тогда с учетом (4.52) и произвольности z1, z2 заключаем

|u(z1)− u(z2)| � (1/2)Kρα +NραU, K � (1/2)K +NU, K � NU,

откуда следует (4.49). Неравенство (4.50) выводится из (4.51) аналогичным образом. �

Доказательство следующего результата получается из леммы 4.7 и теоремы 4.13.

Лемма 4.10. Для p, β > 1, q � βp, u ∈ C∞
0

‖|b|Du‖Ėp,β(Rd+1) � N(d, p, q, β)‖b‖Ėq,1(Rd+1)‖D2u, ∂tu‖Ėp,β(Rd+1). (4.53)

Располагая этим результатом и следуя известной схеме, читатель может получить из теоремы
4.11 следующее утверждение.
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Теорема 4.15. Пусть p > 1, β > 1, q � βp и b — Rd-значная функция. Тогда существу-
ет константа N = N(d, p, q, β) такая, что если N‖b‖Ėq,1(Rd+1) � 1, то для любых λ > 0,

f ∈ Ėp,β(R
d+1) существует единственная функция u ∈ Ė1,2

p,β, удовлетворяющая (4.32), где L
определена в (4.31). Кроме того, существует N0 = N(d, p, q, β) такая, что для любых u ∈ Ė1,2

p,β

‖λu,
√
λDu,D2u, ∂tu‖Ėp,β(Rd+1) � N0‖Lu− λu‖Ėp,β(Rd+1). (4.54)

Замечание 4.13. Используя теорию Соболева, для параболических уравнений с b ∈ Ėq,1(R
d+1),

q < d+2, можно получить решения только в пространствеW 1,2
p при p < q независимо от гладкости

свободного члена, поскольку, вообще говоря, b �∈ Lq+ε(R
d+1) даже для малых ε > 0. Эти решения

не обязательно будут ограниченными для q � (d+ 2)/2.
В то же время если свободный член ограничен и имеет компактный носитель, то при той

же функции b то же самое решение u оказывается ограниченным и непрерывным по Гёльдеру,
а Du локально суммируемой в любой степени (отметим, что для непрерывности по Гёльдеру
производной Du надо поставить условие β < 1, а не β > 1, как в теореме 4.15).

5. Теорема экстраполяции Рубио де Франсиа и
неравенства в смешанных нормах

5.1. Теорема экстраполяции Рубио де Франсиа. Мы работаем в ситуации п. 3.1, где были
введены веса Макенхаупта. Приведем замечательный результат Рубио де Франсиа, показываю-
щий, сколь удивительно много функций w удовлетворяют условию [w]A1 < ∞. В нашем изложе-
нии мы следуем идеям доказательства теоремы 2.5 из [19] или доказательства теоремы 1.4 из
[13], которые представляют собой упрощенные версии доказательства теоремы IV.5.19 из [24].
Другое доказательство можно найти в [21] (cм. также [42] об обобщениях на случай абелевых
групп).

Теорема 5.1 (Рубио де Франсиа). Пусть p, q,Kq ∈ (1,∞), wq ∈ Aq, [wq ]Aq � Kq <∞, и пусть
f и g — борелевские неотрицательные функции на Rd. Тогда существуют Kp, зависящая
только от p, q, Kq и вещественно-аналитической структуры на Rd, такая, что если∫

Rd

fpwp μ(dx) �
∫
Rd

gpwp μ(dx) (5.1)

для любой функции wp ∈ Ap такой, что [w]Ap � Kp, то

F q =

∫
Rd

f qwq μ(dx) � 2q+1

∫
Rd

gqwq μ(dx) =: 2q+1Gq. (5.2)

Доказательство. Ниже мы обозначаем через N,N ′, N ′′ константы, зависящие только от p, q,
Kq и вещественно-аналитической структуры Rd. Будем говорить, что некая величина контроли-
руема, если она не превосходит константы N .

Сначала предположим, что g ∈ A1, причем [g]A1 контролируема (способ контроля будет указан
ниже). Тогда, в частности, g > 0, и мы докажем, что

F q � 2Gq. (5.3)

При этом можно предположить, что для некоторой константы c выполняется неравенство f � cg.
Действительно, в противном случае заменим f на f∧(ng) и, получив нужный результат, устремим
n→ ∞.

Если p = q, то доказывать нечего. Итак, сначала пусть p < q. По теореме Джонса wq = v1−qw,
причем величина [v, w]A1 контролируема и для любого r ∈ [0, q] и wr = v1−rw константа [wr]Ar

также контролируема. Нам надо показать, что∫
Rd

f qv1−qwμ(dx) � 2

∫
Rd

gqv1−qwμ(dx),

разумеется, предполагая, что правая часть конечна и то же верно для левой части, поскольку
f � cg.
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Заметим, что f qv1−qw = fpv1−pu, где u = f q−pvp−qw. Положим r = q/p и заметим, что
u/wr ∈ Lr′(wr), r′ = r/(r − 1), так как (f q−pvp−qw)r

′
w−r′
r wr = f qv1−qw. В силу леммы 3.4

u = wr(u/wr) � wrSr′,wr(u/wr) =: ur ∈ A1, где [ur]A1 контролируема (несмотря на то, что f
входит в определение u). Следовательно, ŵp := v1−pur ∈ Ap и [ŵp]Ap � N ′. Выберем Kp � N ′ и
заметим, что f qv1−qw � fpv1−pur. Тогда по условию∫

Rd

f qwq μ(dx) �
∫
Rd

gpv1−pur μ(dx).

Для оценки последнего интеграла воспользуемся неравенством Гёльдера с v1−qw μ(dx) вместо
μ. Получим, что этот интеграл меньше, чем функция Gp, умноженная на [(q − p)/q]-ю степень
выражения ∫

Rd

(
vq−pw−1ur

)q/(q−p)
v1−qwμ(dx) =

∫
Rd

(
Sr′,wr(u/wr)

)r′
wr μ(dx).

В силу леммы 3.4 последний интеграл мажорируется величиной

2r
′
∫
Rd

(u/wr)
r′wr μ(dx) = 2q/(q−p)F q.

Объединяя полученные оценки, приходим к неравенству F q � 2GpF q−p, которое эквивалентно
неравенству (5.3). В случае q < p можно предположить, что G <∞. Теперь заметим, что∫

Rd

f qwq μ(dx) �
(∫

Rd

fpgq−pwq μ(dx)
)q/p

G(p−q)q/p,

где gq−pwq = g1−p(gq−1wq), gq−1 ∈ Lq′(wq), gq−1wq � wqSq′,wq (g
q−1) := v ∈ A1. Следовательно,

gq−pwq � g1−pv ∈ Ap, где Ap-константа g1−pv мажорируется N ′′ (напомним, что [g]A1 контроли-
руема). Пусть Kp � N ′′. Тогда по нашему условию∫

Rd

fpgq−pwq μ(dx) �
∫
Rd

gv μ(dx) � G
(∫

Rd

[
Sq′,wq (g

q−1)
]q′
wq μ(dx)

)1/q′
� 2Gq.

Объединяя приведенные выше оценки, получим неравенство (5.3) в обоих случаях: либо p < q,
либо p > q при условии, что Kp � N ′ ∨N ′′ и [g]A1 контролируема.

В общем случае g мы все еще можем считать, что G <∞, и затем определить ĝ = ŵq′Sq,ŵq′ (g/ŵq′)

∈ A1, где ŵq′ = w
−1/(q−1)
q (∈ Aq′). Заметим, что функция ĝ определена корректно и g � ĝ, так как∫

Rd

(g/ŵq′)
qŵq′ μ(dx) = Gq <∞.

Кроме того, поскольку [ŵq′ ]Aq′ = [wq]
1/(q−1)
Aq

, величина [ĝ]A1 контролируема (см. лемму 3.4). Ко-
нечно, при условии (5.1) для g, удовлетворяющей условию [wp]Ap � Kp с указанным выше Kp,
это неравенство также верно для ĝ. Тогда согласно приведенному выше результату

F q � 2

∫
Rd

[
Sq,wq′ (g/ŵq′)ŵq′

]q
wq μ(dx) = 2

∫
Rd

[
Sq,wq′ (g/ŵq′)

]q
ŵq′ μ(dx)

� 2q+1

∫
Rd

(g/ŵq′)
qŵq′ μ(dx) = 2q+1Gq.

Теорема доказана. �

5.2. Неравенства со смешанными нормами. Теорема Донга — Кима. Здесь мы рассматри-
ваем произведение двух евклидовых пространств: d′-мерного R′ = {x′} и d′′-мерного R′′ = {x′′}.
Предполагается, что каждое из них наделено вещественно-аналитической структурой, порожден-
ной мерами μ′ на R

′
и μ′′ на R

′′
. Предположим, что эти меры удовлетворяют условию удвоения

(3.1) с константами N ′
0 для μ

′ и N ′′
0 для μ′′ и Q′

l(x
′) и Q′′

l (x
′′), с очевидными значениями соот-

ветственно. В пространстве Rd = R
′ × R

′′
= {x = (x′, x′′)} введем меру μ = μ′ × μ′′ и обозначим

Ql(x) = Q′
l(x

′) × Q′′
l (x

′′). По сути мы находимся в столь же общей ситуации, как в п. 3.1, но в
рассматриваемом здесь случае μ является мерой-произведением (специального типа) с константой
удвоения N0 = N ′

0N
′′
0 .
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Множества весов Макенхаупта класса Ap на R′ и R′′ обозначаются Ap(R
′) и Ap(R

′′) со-
ответственно. Легко видеть, что если w′ ∈ Ap(R

′) и w′′ ∈ Ap(R
′′), то w′w′′ ∈ Ap и [w]Ap =

[w′]Ap(R′)[w
′′]Ap(R′′).

Наконец, для p′, p′′ ∈ (1,∞) и весов w′, w′′, заданных на R′,R′′, определим

‖f‖Lp′,p′′ (w′,w′′) :=
(∫

R′′

(∫
R′
|f |p′w′ μ′(dx′)

)p′′/p′
w′′ μ′′(dx′′)

)1/p′′
. (5.4)

Теорема 5.2 (Донг — Ким [19]). Пусть K ′,K ′′, p, p′, p′′ ∈ (1,∞), w′ ∈ Ap′(R
′), w′′ ∈ Ap′′ (R

′′),
[w′]Ap′(R′) � K ′, [w′′]Ap′′ (R′′) � K

′′
, и пусть f и g — неотрицательные измеримые функции на

Rd. Тогда существует константа Kp, зависящая только от K ′,K ′′, p, p′, p′′ и вещественно-
аналитических структур на R′ и R′′, такая, что если

‖f‖Lp(w) � ‖g‖Lp(w) (5.5)

для каждого w ∈ Ap с [w]p � Kp, то

‖f‖Lp′,p′′ (w′,w′′) � 2α‖g‖Lp′,p′′(w′,w′′), (5.6)

где α = 2 + 1/p′ + 1/p′′.

Доказательство. Мы следуем доказательству следствия 2.7 из [19] или теореме 8.1 из [20]
о кратных нормах. Сначала определим Kp′′ как в теореме 5.1 на основе d′′, p′, p′′,K ′′, а затем
определим Kp как в теореме 5.1 на основе d, p, p′,K ′ · Kp′′ и предположим, что (5.5) выполня-
ется для любого w ∈ Ap такого, что [w]p � Kp. Затем выберем функцию vp′(x

′′) такую, что
[vp′ ]Ap′(μ′′) � Kp′′ , и определим

f̂(x′′) =
( ∫

R′
fp

′
(x′, x′′)w′(x′)μ′(dx′)

)1/p′
, ĝ(x′′) =

(∫
R′
gp

′
(x′, x′′)w′(x′)μ′(dx′)

)1/p′
.

В силу теоремы 5.1∫
R′′
f̂p

′
vp′ μ

′′(dx′′) � 2p
′+1

∫
R′′
ĝp

′
vp′ μ

′′(dx′′) =
∫
R′′

(21+1/p′ ĝ)p
′
vp′ μ

′′(dx′′).

Это равенство справедливо для любой функции vp′ такой, что [vp′ ]Ap′(μ′′) � Kp′′ . Следовательно,
опять в силу теоремы 5.1 справедливо неравенство∫

R′′
f̂p

′′
wp′′ μ

′′(dx′′) � 2αp
′′
∫
R′′
ĝp

′′
wp′′ μ

′′(dx′′),

которое совпадает с (5.6). �

Замечание 5.1. Приведем типичный пример приложения теоремы 5.2 в случае w′ = w′′ = 1.
Предположим, что заданы две функции f, g � 0 на Rd и конечная возрастающая функция N(t) � 0
на [0,∞) такие, что для фиксированного p ∈ (1,∞) и любой функции w ∈ Ap∫

Rd

fpw μ(dx) � N([w]Ap)

∫
Rd

gpw μ(dx). (5.7)

Пусть p′, p′′ ∈ (1,∞). Оказывается, что в этом случае существуют константа N , зависящая только
от p, p′, p′′, функции N(t) и вещественно-аналитических структур на R′ и R′′, такая, что

‖f‖Lp′,p′′ (1,1) � N‖g‖Lp′,p′′ (1,1). (5.8)

Действительно, здесь K ′ = K ′′ = 1 и для любого веса w ∈ Ap такого, что [w]p � Kp, имеем
‖f‖Lp(w) � ‖g‖Lp(w), где g = N1/p(Kp)g.

Замечание 5.2. Очевидно, что теорема 5.2 и неравенство (5.8) остаются справедливыми при
замене местами R′ и R′′.
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6. Параболические уравнения в пространствах Соболева и Соболева — Морри

Введем в Rd+1 = {t ∈ R, x ∈ Rd} вещественно-аналитическую структуру, заданную параметра-
ми (2, 1, . . . , 1) (параболические ячейки), и меру Лебега dz = dtdx. Предположим, что нам задана
функция b со значениями в Rd, и, как обычно, положим L = ∂t + Δ + biDi. Для p, q ∈ [1,∞] и
измеримых f и Γ ⊂ Rd+1 положим

‖f‖Lp,q(Rd+1) =
(∫

R

(∫
Rd

|f(t, x)|p dx
)q/p

dt
)1/q

,

‖f‖Lp,q(Γ) = ‖fIΓ‖Lp,q(Rd+1), –‖f‖Lp,q(Γ) = ‖IΓ‖−1
Lp,q(Rd+1)

‖f‖Lp,q(Γ).

Введем также пространства Lp,q(Γ) функций с конечными Lp,q(Γ)-нормами. Для краткости пишем
Lp,q = Lp,q(R

d+1).
Аналогично введем пространства Lq,p(Γ), Lq,p, –‖ · ‖Lq,p(Γ), меняя порядок интегрирования

в Lp,q:

‖f‖Lq,p(Rd+1) =
( ∫

Rd

( ∫
R

|f(t, x)|q dt
)p/q

dx
)1/p

.

6.1. Параболические неравенства в пространствах Соболева со смешанной нормой. Для
p, q ∈ [1,∞) определим W 2,1

p,q как множество функций u на Rd+1 таких, что u и ее производные в
смысле Соболева Du,D2u, ∂tu принадлежат Lp,q. Положим

‖u‖W 2,1
p,q

:= ‖u,Du,D2u, ∂tu‖Lp,q

и аналогично определим W1,2
q,p на базе пространств Lq,p.

Начнем со следующей версии теоремы Харди – Литтлвуда, установленной в [19].

Теорема 6.1. Пусть f — неотрицательная функция на Rd+1, p, q ∈ (1,∞). Тогда

‖Mf‖Lp,q � N‖f‖Lp,q, ‖Mf‖Lq,p � N‖f‖Lq,p, (6.1)

где N зависит только от d, p, q.

Для доказательства достаточно применить теоремы 3.4 и 5.2 (и, возможно, замечание 5.1).
Приведем вариант теоремы Феффермана — Стейна для случая смешанных норм.

Теорема 6.2 (Донг — Ким [19]). Пусть p, q ∈ (1,∞). Тогда существует константа N =
N(d, p, q) такая, что для любой функции f ∈ Lp,q справедливо неравенство

‖f‖Lp,q � N‖f#‖Lp,q . (6.2)

Для доказательства достаточно применить теоремы 3.5 и 5.2. Аналогичное утверждение верно
для f ∈ Lq,p.

Применяя лемму 1.3 для каждого фиксированного t, а затем интегрируя, получаем первую
часть следующих интерполяционных неравенств.

Лемма 6.1. Пусть p, q ∈ [1,∞), u ∈ C∞
0 . Тогда существует константа N , зависящая

только от d, p, q и такая, что для любых r, ε > 0

‖Du‖Lp,q(Cr) � N((ε ∧ r)‖D2u‖Lp,q(Cr) + (ε ∧ r)−1‖u‖Lp,q(Cr)). (6.3)

‖Du‖Lp,q � N(ε‖D2u‖Lp,q + ε−1‖u‖Lp,q). (6.4)

Оценка (6.4) получается из (6.3) при r → ∞, конечно, если носитель u лежит в
⋃
r Cr.

Последнее условие несущественно и может быть достигнуто с помощью сдвигов начала координат.
Из леммы 6.7, которую докажем ниже, следует оценка (6.4) с Lq,p вместо Lp,q и нормой

‖∂tu,D2u‖Lq,p вместо нормы ‖D2u‖Lp,q .

Теорема 6.3. Пусть p, q ∈ (1,∞), s ∈ [−∞,∞). Тогда существует константа N , завися-
щая только от d, p, q и такая, что для любых λ � 0, u ∈W 2,1

p,q (R
d+1
s )

‖λu,
√
λDu,D2u, ∂tu‖Lp,q(R

d+1
s ) � N‖∂tu+Δu− λu‖Lp,q(R

d+1
s ). (6.5)
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Кроме того, для любых λ > 0 и f ∈ Lp,q(R
d+1
s ) существует единственная функция u ∈

W 2,1
p,q (R

d+1
s ), удовлетворяющая в Rd+1

s уравнению

λu −Δu− ∂tu = f. (6.6)

Доказательство. Начнем с главного случая s = −∞. Сначала в силу теорем 4.4 (при малом
p), 6.1, и 6.2 получаем оценку (6.5) для λ = 0 и u ∈ C∞

0 . Затем, как уже неоднократно выше,
мы используем идею Агмона и интерполяционное неравенство из леммы 6.1 для распространения
оценки (6.5) на все λ � 0 и u ∈ C∞

0 . Так как C∞
0 плотно в W 2,1

p,q , априорная оценка (6.5) доказана.
Разрешимость при λ > 0 можно доказать, например, почти дословным повторяя соответству-

ющую часть доказательства теоремы 1.7 (предполагаем, что (∂t+Δ−λ)W 2,1
p,q не плотно в Lp,q ...).

В общем случае s ∈ R, достаточно доказать единственность. Итак, пусть f(t, x) = 0 для t > s
и u ∈ W 2,1

p,q (R
d+1
s ) удовлетворяет уравнению (6.6) в Rd+1

s . Продолжим u через {t = s} как четную
функцию, сохраняя обозначение u для продолженной функции и обозначая через f левую часть
(6.6). Покажем, что почти всюду

u = Rλf, (6.7)
где Rλ определено в (4.3).

Действительно, если v ∈ C∞
0 , то v = Rλ(λv −Δv − ∂tv) в силу (4.3). Так как по неравенству

Минковского норма Rλ в Lp,q меньше 1/λ, получаем (6.7) по непрерывности.
Теперь из (6.7) следует, что u(t, x) = 0 при t � s, и теорема доказана. �
Замечание 6.1. При λ = 0 оценка (6.5) принимает вид

‖D2u, ∂tu‖Lp,q � N‖∂tu+Δu‖Lp,q . (6.8)

Важно знать, что оценка (6.8) выполняется не только для функций u ∈ W 2,1
p,q . Например, пусть

u бесконечно дифференцируема и такова, что величина ξ|u| + η|Du|, где ξ и η определены в
замечании 4.1, ограничена при α > d/p + 2/q − 1. Тогда для такой функции u получим оценку
(6.8), повторив с несущественными модификациями вычисления из замечания 4.1.

Один из типичных примеров — это функция u = P2,4f , где f ∈ C∞
0 . Дейcтвительно, согласно

(4.5) величина ξ|u| + η|Du| ограничена при α � d + 1 и также существуют α, удовлетворяющие
условию α > d/p+ 2/q − 1 (p, q > 1).

Из теоремы 6.1, леммы 4.9 и неравенства Гёльдера вытекает следующее утверждение.

Лемма 6.2. Для k > 0, 0 < α < β, p ∈ [1,∞], q1, q2 ∈ (1,∞] существует константа N
такая, что для любых f � 0 и измеримого множества Γ

‖Pα,kf‖Lr1,r2(Γ)
� N‖Mβf‖α/βLp(Γ)

‖f‖1−α/βLq1,q2
, (6.9)

при условии 1/ri = (α/β) · (1/p) + (1− α/β) · (1/qi), i = 1, 2.

Аналогично следствию 4.6 справедливо следующее утверждение.

Следствие 6.1. Пусть q1, q2 ∈ (1,∞], β := d/q1+2/q2 > 0, α ∈ (0, β), k > 0. Тогда для любой
функции f � 0 справедливо неравенство

‖Pα,kf‖Lr1,r2
� N‖f‖Lq1,q2

при условии qiβ = ri(β−α), i = 1, 2. В частности (почти следует из теоремы 10.2 в [6]), если
β > 1, u ∈ C∞

0 , то
‖Du‖Lr1,r2

� N‖∂tu+Δu‖Lq1,q2
(6.10)

при условии qiβ = ri(β − 1), i = 1, 2.

Следствие 6.2. В условиях следствия 6.1, если β > 1, то существует константа N такая,
что для любых b = (bi) ∈ Lβq1,βq2 , u ∈ C∞

0

‖biDiu‖Lq1,q2
� N‖b‖Lβq1,βq2

‖∂tu+Δu‖Lq1,q2
. (6.11)

Действительно, по неравенству Гёльдера

‖biDiu‖Lq1,q2
� ‖b‖Lβq1,βq2

‖Du‖Lr1,r2
.
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Замечание 6.2. Теорема 6.3, лемма 6.2 и следствия 6.1, 6.2 остаются справедливыми при
замене L на L и в следствиях при перемене местами q1 и q2 в определении β.

Замечание 6.3. Из следствия 6.2 и теоремы 6.3 сразу же получаем однозначную разреши-
мость в W 2,1

p,q уравнения

∂tu+Δu + biDiu− λu = f ∈ Lp,q

для λ > 0 при условии, что ‖b‖Lβp,βq
достаточно мало. Заметим, что в следствии d/βq1+2/βq2 = 1.

В частности, все же βp > d, сингулярныe b как |x|−1 или даже b ∈ Ld, недопустимы. Однако такие
сингулярные b допускаются в теории пространств Соболева.

Приведем аналог параболической теоремы Адамса, обобщающей теорему 4.5, для случая сме-
шанных норм.

Теорема 6.4. Пусть a > 0, q1, q2 ∈ (1,∞), q > max(q1, q2), k > 0, b(x) � 0. Тогда для любой
функции f(t, x) � 0 справевдливо неравенство

‖bPα,kf‖Lq1,q2
� N‖b‖Ėq,α(Rd+1)‖f‖Lq1,q2

, (6.12)

где N зависит только от d, qi, q, α, k. В частности, для любой функции u ∈ C∞
0 справедливо

неравенство
‖bDu‖Lq1,q2

� N‖b‖Ėq,1(Rd+1)K, ‖bu‖Lq1,q2
� N‖b‖Ėq,2(Rd+1)K,

где K = ‖D2u, ∂tu‖Lq1,q2
и N зависит только от d, qi, q.

Доказательство. Можно считать, что d + 2 � αq, так как в ином случае имеем либо b = 0,
либо ‖b‖Ėq,α(Rd+1) = ∞. Можно также считать, что b ограничена и имеет компактный носитель.
Положим q′i = qi/(qi − 1). Пусть H — подмножество единичного шара в Lq′1,q′2 , состоящее из
неотрицательных ограниченных функций с компактным носителем. Тогда левая часть (6.12) равна

sup
h∈H

∫
Rd+1

hbPα,kf dz = sup
h∈H

∫
Rd+1

P ∗
α,k(hb)f dz � sup

h∈H
‖P ∗

α,k(hb)‖Lq′
1
,q′

2
‖f‖Lq1,q2

.

Несложно проверить, что P ∗
α,k(hb) ∈ Lq′1,q′2 , воспользовавшись замечанием 4.2 и неравенством

α � d+ 2

q
<

d

q1
+

2

q2
.

Тогда в силу теорем 6.2 и 4.6

‖P ∗
α,k(hb)‖Lq′1,q′2

� N‖(P ∗
α,k(hb))

�‖Lq′1,q′2
� N‖Mα(hb)‖Lq′1,q′2

.

Здесь при q′ = q/(q − 1) в силу неравенства Гёльдера имеем

Mα(h|b|) �
(
M(|h|q′ ))1/q′‖b‖Ėq,α(Rd+1),

и теперь остается лишь заметить, что по теореме 6.1

‖(M(|h|q′ ))1/q′‖Lq′
1
,q′

2
= ‖M(|h|q′)‖1/q′Lq′

1
/q′,q′

2
/q′

� N‖|h|q′‖1/q′Lq′
1
/q′,q′

2
/q′

= N‖h‖Lq′
1
,q′

2
.

Теорема доказана. �

Следующее утверждение доказывается так же, как теорема 4.7.

Теорема 6.5. Пусть q1, q2 ∈ (1,∞), q > max(q1, q2). Тогда существует константа N =
N(d, q1, q2, q) такая, что если

N‖b‖Ėq,1(Rd+1) � 1, (6.13)

то для любых λ > 0 и f ∈ Lq1,q2 существует единственная функция u ∈ W 2,1
q1,q2 , удовлетворя-

ющая уравнению
Lu− λu = f,

где оператор L определен в замечании 6.3. Кроме того, для любых u ∈W 2,1
q1,q2 и λ � 0

‖∂tu,D2u,
√
λDu, λu‖Lq1,q2

� N(d, q1, q2)‖Lu− λu‖Lq1,q2
.
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Заметим, что (6.13) влечет либо b = 0, либо q � d+ 2.
Следующий результат полезен в различных стуациях. Мы будем использовать его только при

p = q = 1.

Лемма 6.3 (неравенство Пуанкаре). Пусть 1 � q, p <∞, u ∈ C∞
0 , ρ ∈ (0,∞). Тогда

–‖Du− (Du)Cρ‖qLp,q(Cρ)
� N(d, q, p)ρq –‖∂tu,D2u‖qLp,q(Cρ)

. (6.14)

Доказательство. Будем рассуждать стандартным образом (см., например, лемму 4.2.2 в [34]).
Сначала, применяя при необходимости автомодельные преобразования, можно считать, что ρ = 1.
В этом случае для функции ζ ∈ C∞

0 (B1) с единичным интегралом определим

v(t) =

∫
B1

ζ(y)Du(t, y) dy.

Тогда по обычному неравенству Пуанкаре∫
B1

|Du(t, x)− v(t)|p dx =

∫
B1

∣∣∣∣∣
∫
B1

[Du(t, x)−Du(t, y)]ζ(y) dy

∣∣∣∣∣
p

dx

� N

∫
B1

∫
B1

|Du(t, x)−Du(t, y)|p dx dy � N

∫
B1

|D2u(t, x)|p dx. (6.15)

Далее, заметим, что для любого постоянного вектора v левая часть неравенства (6.14) меньше,
чем константа, умноженная на (напомним, что ρ = 1) следующее выражение:∫ 1

0

( ∫
B1

|Du(t, x)− v|p dx
)q/p

dt � N

∫ 1

0

( ∫
B1

|Du(t, x)− v(t)|p dx
)q/p

dt+N

∫ 1

0

|v(t)− v|q dt.

В силу (6.15) первое слагаемое в правой части меньше, чем правая часть неравенства (6.14). Для
оценки второго слагаемого определим

v =

∫ 1

0

v(t) dt.

Тогда по неравенству Пуанкаре∫ 1

0

|v(t)− v|q dt � N

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
∫
B1

ζ∂tDudx

∣∣∣∣∣
q

dt = N

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
∫
B1

(Dζ)∂tu dx

∣∣∣∣∣
q

dt,

и для завершения доказательства остается лишь воспользоваться неравенством Гёльдера. �

Следующее утверждение непосредственно вытекает из теоремы 10.2 в [6], но мы приведем
другое доказательство.

Теорема 6.6. Пусть r � p и γ := d/p+ 2/q − d/r < 1. Тогда для любых u ∈ W 2,1
p,q и ε > 0

‖Du(0, ·)‖Lr � Nε‖∂tu,D2u‖Lp,q +Nε−(1+γ)/(1−γ)‖u‖Lp,q . (6.16)

Доказательство. Случай произвольного ε > 0 сводится к случаю ε = 1 с помощью автомо-
дельного преобразования. В случае ε = 1 рассмотрим функцию ζ ∈ C∞

0 (R) такую, что ζ(t) = 1
при |t| ∈ [0, 1], ζ(t) = 0 при |t| � 2, и определим −f = ∂t(ζu) + Δ(ζu). Мы знаем, что ζu = R0f ,
где

R0f(t, x) = N(d)

∫ ∞

0

s−d/2
∫
Rd

e−|x−y|2/(4s)f(t+ s, y) dy ds.

Следовательно,

Du(0, x) = −N(d)

∫ ∞

0

t−d/2
∫
Rd

y

2t
e−|y|2/(4t)f(t, x− y) dydt.

Заметив, что |y|/√t|e−|y|2/(4t) � Ne−|y|2/(8t), заключаем, что

|Du(0, x)| � NF (x),
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где

F (x) =

∫ 2

0

∫
Rd

p1,8(t, y)|f(t, x− y)| dydt.
По неравенству Минковского

‖F‖Lr �
∫ 2

0

( ∫
Rd

( ∫
Rd

p1,8(t, x− y)|f(t, y)| dy
)r

dx

)1/r

dt,

где в подынтегральном выражении для интеграла по t мы имеем норму свертки, поэтому по
неравенству Юнга это выражение оценивается величиной ‖f(t, ·)‖Lp‖p1,8(t, ·)‖Ls , где 1/s = 1 +
1/r − 1/p (� 1, так как r � p). Легко подсчитать, что ‖p1,8(t, ·)‖Ls = N(d)tα при α = −1/2 +
(d/2)(1/r − 1/p), откуда следует

‖F‖Lr � N

∫ 2

0

‖f(t, ·)‖Lpt
α dt.

Теперь, применив неравенство Гёльдера и заметив, что αq/(q − 1) > −1 в силу условия γ < 1, т.е.
1 + d/r > d/p+ 2/q, заключаем, что ‖F‖Lr � N‖f‖Lp,q . �

Следствие 6.3. Для любых ρ > 0, ε > 0, u ∈W 2,1
p,q (C2ρ)

–‖Du(0, ·)‖Lr(Bρ) � Nε –‖∂tu,D2u‖Lp,q(C2ρ) +N
(
ερ−2 + ε−(1+γ)/(1−γ)ρ2γ/(1−γ)

)
–‖u‖Lp,q(C2ρ).

Действительно, случай произвольного ρ > 0 сводится к случаю ρ = 1 с помощью параболи-
ческого растяжения. В последнем случае выберем функцию ζ ∈ C∞

0 (Rd+1) такую, что ζ = 1 на
C1 и ζ = 0 в Rd+1

0 ∩ C2 и ζ(−t, x) = ζ(t, x). Затем применим (6.16) к u(|t|, x) вместо u(t, x). В
результате получим

‖Du(0, ·)‖Lr(B1) � Nε‖∂t(ζu), D2(ζu)‖Lp,q +Nε−(1+γ)/(1−γ)‖u‖Lp,q(C2)

� Nε‖∂tu,D2u‖Lp,q(C2) +Nε‖u,Du‖Lp,q(C2) +Nε−(1+γ)/(1−γ)‖u‖Lp,q(C2).

Теперь остается лишь воспользоваться интерполяционным неравенством

‖Du(t, ·)‖Lp(B2) � N‖D2u(t, ·)‖Lp(B2) +N‖u(t, ·)‖Lp(B2).

6.2. Параболические неравенства в пространствах Морри — Соболева со смешанной
нормой. Приведенные выше результаты относятся к теории пространств Соболева со смешанными
нормами. Чтобы распространить их на пространства Морри со смешанными нормами, для p, q ∈
(1,∞) и β > 0 определим пространство Морри Ėp,q,β как множество функций g ∈ Lp,q,loc таких,
что

‖g‖Ėp,q,β
:= sup

ρ>0,C∈Cρ

ρβ –‖g‖Lp,q(C) <∞. (6.17)

Определим Ė2,1
p,q,β = {u : u,Du,D2u, ∂tu ∈ Ėp,q,β}, где Du,D2u, ∂tu — производные в смысле

Соболева и снабдим Ė2,1
p,q,β очевидной нормой. Напомним, что подмножества этих пространств,

состоящие из функций, не зависящих от t, обозначаются через Ėp,β и Ė2
p,β соответственно. Чита-

телю следует помнить, что если β > d/p+ 2/q и f ∈ Ėp,q,β , то f = 0 (почти всюду).

Заменив выше Lp,q на Lq,p, введем по аналогии пространства L̇q,p,β и L̇1,2q,p,β с соответствую-
щими нормами.

Для f(t, x) и ε > 0 определим
f (ε) = f ∗ ζε, (6.18)

где ζε = ε−d−2ζ(t/ε2, x/ε), ζ ∈ C∞
0 — неотрицательная функция, имеющая единичный интеграл и

носитель в C1(−1, 0). Заметим, что в силу неравенства Минковского

‖f (ε)‖Ėq,p,β
� ‖f‖Ėq,p,β

для любой функции f ∈ Ėq,p,β . Ограниченность максимальной функции — это еще одно замеча-
тельное свойство пространств Морри. Один из первых результатов такого рода появился в [9] в
эллиптической постановке. Следующая теорема остается справедливой при замене Ėp,q,β на Ėp,q,β .
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Теорема 6.7. Пусть p, q ∈ (1,∞), β > 0. Тогда существует константа N такая, что для
любой функции f � 0 справедливо неравенство

‖Mf‖Ėp,q,β
� N‖f‖Ėp,q,β

, (6.19)

в частности,
‖ sup
ε>0

f (ε)‖Ėp,q,β
� N‖f‖Ėp,q,β

.

Доказательство. Достаточно доказать, что

I := ‖Mf‖Lp,q(C1) � N‖f‖Ėp,q,β
. (6.20)

Действительно, в этом случае неравенство (6.20) имеет место для любой функции C класа C1

вместо C и ввиду однородности продолжается для любого ρ > 0 как оценка ρβ –‖Mf‖Lp,q(C) �
N‖f‖Ėp,q,β

для любого C ∈ Cρ, которая эквивалентна (6.19).

При доказательстве (6.20) считаем, что C имеет вид 2C1, т.е. удвоенный куб C1, концентри-
ческий с C1. Тогда I � I1 + I2, где

I1 = ‖M(fIC)‖Lp,q(C1) � ‖M(fIC)‖Lp,q � N‖fIC‖Lp,q � N‖f‖Ėp,q,β
,

I2 = ‖M(fICc)‖Lp,q(C1) � sup
C1

M(fICc) � sup
z∈C1

sup
ρ�1/2

sup
C′∈Cρ,C′�z

∫
–
C′
f dy � 2β‖f‖Ėp,q,β

.

Теорема доказана. �

Приведем полезные результаты об аппроксимации, которые доказываются так же, как анало-
гичные результаты в п. 2.2.

Лемма 6.4. Пусть q, p ∈ (1,∞), 0 � β′ < β. Если ‖fn‖Ep,q,β′ , n = 0, 1, ..., — ограниченная
последовательность и fn → f0 в Lp,q(C) для любого C ∈ C, то для любого множества C ∈ C

lim
n→∞ ‖fn − f0‖Ep,q,β(C) = 0.

В частности, если f ∈ Ep,q,β′ , то для любого множества C ∈ C

lim
ε↓0

‖f (ε) − f‖Ep,q,β(C) = 0. (6.21)

Лемма 6.5. Пусть p, q ∈ (1,∞), g(t, x) � 0 —борелевской функции такая, что для любой
гладкой ограниченной функции f(t, x) имеем (ограниченный линейный функционал специаль-
ного типа) ∫

Rd+1

g|f | dx dt � ‖f‖Ep,q,β
. (6.22)

Тогда для любого f ∈ Ep,q,β справедливо неравенство (6.22). Кроме того,

lim
ε↓0

∫
Rd+1

g|f − f (ε)| dx dt = 0.

Следующее утверждение аналогично лемме 2.5.

Лемма 6.6. Если p, q ∈ (1,∞), β > 1, и (p0, q0) = (p, q)β = (r, s)(β − 1), то для любых f, g

‖fg‖Ėp,q,β
� ‖f‖Ėp0,q0,1

‖g‖Ėr,s,β−1
.

Сформулируем параболический аналог теоремы 2.3, который нетривиален только если β �
d/p+ 2/q.

Теорема 6.8. Пусть q1, q2 ∈ (1,∞], k > 0, 0 < α < β. Тогда существует константа N
такая, что для любого f � 0

‖Pα,kf‖Ėr1,r2,β−α
� N‖f‖Ėq1,q2,β

, (6.23)

где ri(β − α) = qiβ, i = 1, 2.
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Доказательство. Достаточно доказать, что для любого ρ > 0

ρβ−α –‖Pα,kf‖Lr1,r2 (Cρ) � N‖f‖Ėq1,q2,β
,

т.е.
ρβ−α−(d/r1+2/r2)‖Pα,kf‖Lr1,r2(Cρ) � N‖f‖Ėq1,q2,β

. (6.24)

Заметим, что по неравенству Гёльдера Mβf � N‖f‖Ėq1,q2,β
и в силу определения

‖IC2ρf‖Lq1,q2
� Nρd/q1+2/q2−β‖f‖Ėq1,q2,β

= Nρ(d/r1+2/r2)β/(β−α)−β‖f‖Ėq1,q2,β
.

Из леммы 6.2 при p = ∞ получаем (6.24) с заменой f на IC2ρf в левой части.

Кроме того, в силу леммы 4.1 |Pα,k(ICc
2ρ
f)| � Nρα−βMβf в Cρ. Поэтому

ρβ−α –‖Pα,k(ICc
2ρ
f)‖Lr1,r2(Cρ) � N supMβf � N‖f‖Ėq1,q2,β

.

Объединяя полученные неравенства, получаем оценку (6.24). Теорема доказана. �

Как обычно, теорема 6.8 приводит к следующей теореме вложения.

Следствие 6.4. В условиях теоремы 6.8, если β > 1, то для любой функции u ∈ C∞
0

справедливо неравенство

‖Du‖Ėr1,r2,β−1
� N‖∂tu+Δu‖Ėq1,q2,β

,

где ri(β − 1) = qiβ, i = 1, 2. Это неравенство совпадает с (6.10) при β = d/q1 + 2/q2.

Замечание 6.4. Благодаря следствию 6.4 можно рассматривать члены вида biDiu как возму-
щение в операторах типа ∂tu + Δu + biDiu при слабой суммируемости b = (bi). Действительно,
для q1, q2, β как в теореме 6.8 в нетривиальном случае при β > 1 и si = βqi ∈ (1,∞], i = 1, 2,
имеем

ρβ –‖ICρb
iDiu‖Lq1,q2

� ρ –‖bICρ‖Ls1,s2
· ρβ−1 –‖ICρDu‖Lr1,r2

,

откуда следует

‖biDiu‖Ėq1,q2,β
� ‖b‖Ės1,s2,1

‖Du‖Ėr1,r2,β−1
� N‖b‖Ės1,s2,1

‖∂tu+Δu‖Ėq1,q2,β
, (6.25)

где d/s1 + 2/s2 � 1, чтобы норма b �≡ 0 была конечной.
При выполнения знаменитого условия Ладыженской — Проди — Серрина b ∈ Ls1,s2 , d/s1 +

2/s2 = 1 имеем ‖b‖Ės1,s2,1
= N‖b‖Ls1,s2

. Следует заметить, что если d/s1 + 2/s2 > 1 и мы
ищем условие на τ и b ∈ Lτs1,τs2, при котором гарантированно ‖b‖Ės1,s2,1

< ∞, то τ должно
удовлетворять уравнению τ = d/s1 +2/s2, так что d/(τs1) + 2/(τs2) = 1. Таким образом, функция
b должна принадлежать классу Ладыженской — Проди — Серрина. Тем не менее функции из
Ės1,s2,1 могут иметь гораздо более сильные особенности, чем функции из Lτs1,τs2 . Например,
|x|−1 принадлежит любому классу Ės1,s2,1 при s1 < d и τs1 > d.

Еще одно преимущество (6.25) по сравнению с (6.11) становится явным, когда b зависит
только от t или |b(t, x)| � b̂(t). В этом случае (6.25) принимает вид

‖biDiu‖Ėq1,q2,β
� N‖b̂‖Ėβq2,1/2(R)

‖∂tu+Δu‖Ėq1,q2,β
,

и в случае βq2 = 2

‖b̂‖Ėβq2,1/2(R)
= ‖b̂‖L2(R).

Таким образом, для любых q1 ∈ (1,∞] и q2 ∈ (1, 2)

‖biDiu‖Ėq1,q2,2/q2
� N‖b̂‖L2(R)‖∂tu+Δu‖Ėq1,q2,2/q2

.

В случае q1 ∈ (1, d), q2 ∈ (1,∞], 1 < β � d/q1 и ‖b(·, t)‖Ėβq1,1(R
d) � b̂ < ∞ для любого t имеем

также
‖biDiu‖Ėq1,q2,β

� Nb̂‖∂tu+Δu‖Ėq1,q2,β
.

Применяя последнее неравенство в случае, когда u и b не зависят от t, β = d/q1, q1 ∈ (1, d), и
q2 = ∞, получаем известную оценку

‖biDiu‖Lq1(R
d) � N‖b‖Ld(Rd)‖Δu‖Lq1(R

d).
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Справедлив также следующий интерполяционный результат.

Теорема 6.9. Пусть q1, q2 ∈ [1,∞), β > 0. Тогда существует константа N такая, что
для любых ε > 0, u ∈ C∞

0

‖Du‖Ėq1,q2,β
� Nε‖∂tu,D2u ‖Ėq1,q2,β

+Nε−1‖u‖Ėq1,q2,β
. (6.26)

Теорема 6.9 является частным случаем следующего общего результата. Напомним, что Rλf
определено в (4.3) и согласно (4.5) имеем

|DRλf(t, x)| � N

∫ ∞

0

∫
Rd

e−λs
|f(s+ t, x+ y)|

s(d+1)/2
e−|y|2/(8s) dy ds,

откуда следует оценка |DRλf | через «сумму» по (s, y) с весами, зависящими только от (s, y),
и функций |f(s + t, x + y)| как функций от (t, x). Неравенство Минковского, согласно которому
норма суммы не превосходит суммы норм, теперь приводит к первому утверждению в следующей
лемме. Второе утверждение вытекает из (4.3).

Лемма 6.7. Пусть s ∈ [−∞,∞), и пусть B — банахово пространство функций на Rd+1
s

таких, что если f ∈ B и (s, y) ∈ R
d+1
0 , то fs,y ∈ B и ‖fs,y‖B � ‖f‖B, где fs,y(t, x) = f(s +

t, x+y). Предположим также, что если g ∈ B и измеримая функция f удовлетворяет условию
|f | � g, то f ∈ B и ‖f‖B � ‖g‖B. Тогда для любых λ > 0 и f ∈ B

λ1/2‖DRλf‖B � N(d)‖f‖B.
Кроме того, если C∞

0 ⊂ B, то для любых u ∈ C∞
0 и λ > 0

‖Du‖B � Nλ−1/2‖∂tu+Δu− λu‖B � N
(
λ−1/2‖∂tu,D2u‖B + λ1/2‖u‖B

)
,

где N = N(d).

Замечание 6.5. Можно доказать теорему 6.9 иным способом, а именно, последовать до-
казательству теоремы 2.2. Заметим, что если u не зависит от t, то (6.26) представляет собой
интерполяционное неравенство в «эллиптическом» случае.

Теорема 6.10 (вложение). (i) Пусть 0 < β < 2. Тогда любая функция u ∈ Ė2,1
p,q,β ограничена,

непрерывна и для любого ε > 0 допускает оценку

|u| � ε2−β‖∂tu,D2u‖Ėp,q,β
+N(d, β)ε−β‖u‖Ėp,q,β

. (6.27)

(ii) Пусть 1 < β < 2. Тогда для любых u ∈ Ė2,1
p,q,β, ρ > 0, (ti, xi) ∈ Cρ, i = 1, 2,

|u(t1, x1)− u(t2, x2)| � N(d, p, q, β)ρ2−β‖∂tu,D2u‖Ėp,q,β
. (6.28)

Доказательство. Рассмотрим функцию ζ ∈ C∞
0 такую, что ζ = 1 в C1/2, ζ(t, x) = 0 в {t �

0} ∩ Cc1 и ζ зависит только от t и |x|. Для ε ∈ (0, 1] определим ζε(t, x) = ζ(t/ε2, x/ε). Обозначим
f = −∂tu−Δu. Тогда u(0) = uε1 + uε2, где для константы γ = γ(d) и Rd+1

t = (t,∞)× Rd

γ−1uε1 =

∫
R

d+1
0

ζε(t, x)t
−d/2e−|x|2/(4t)f(t, x) dx dt,

γ−1uε2 =

∫
R

d+1
0

(1− ζε(t, x))t
−d/2e−|x|2/(4t)f(t, x) dy ds (6.29)

=

∫
R

d+1
0

u(t, x)
(
∂t −Δ)

[
(1− ζε(t, x))t

−d/2e−|x|2/(4t)] dx dt
=

∫
R

d+1
0

u(t, x)ηε(t, x)t
−d/2e−|x|2/(4t) dx dt,

где ηε(t, x) = −(∂t − Δ)ζε(t, x)) − xiDiζε(t, x)t
−1. Заметим, что ηε = 0 вне той части множества

Cε, которая лежит в Rd+1
0 , Dζ(t, 0) = 0, и

|xiDiζε(t, x)|t−1 � Nε−2|x|2/t, e−|x|2/(4t)|x|2/t � Ne−|x|2/(8t),

|(∂t −Δ)ζε(t, x))| � ε−2 sup |(∂t −Δ)ζ|.
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Поэтому в силу леммы 4.8 при α = 2, γ = β, ρ = ε находим

γ−1|u(0)| � P2,8(|fζε|ICε) +NP2,8(|uηε|ICε) � Nε2−βMβf(0) +Nε−βMβu(0).

Теперь (6.27) в начале координат вытекает из неравенства Гёльдера. Доказательство (6.28) полу-
чается из доказательства теоремы 4.14 с помощью замены U на ‖∂tu,D2u‖Ėp,q,β

. �

Отметим, что если мы хотим располагать функциями из W 2,1
p,q , которые будут непрерывны по

Гёльдеру (как в (2.38)), требуется условие d/p+ 2/q < 2. В теореме 6.10 нет ограничений сверху
на d/p+ 2/q.

Замечание 6.6. Утверждение (ii) теремы 6.10 имеет место также, если 0 < β � 1 и 1 <
d/p + 2/q с тем лишь различием, что ρ � 1 и 2 − β в (6.28) заменяются на 2 − γ для любого
γ ∈ (1, d/p+ 2/q], Ė2,1

p,q,β — на E2,1
p,q,β , а норма в (6.28) — на E2,1

p,q,β-норму u. Это обусловлено тем,

что для любоЙ функции ζ ∈ C∞
0 имеем uζ ∈ Ėp,q,γ для таких γ (условие γ � d/p+ 2/q требуется

для того, чтобы новая правая часть неравенства (6.28) была конечной).

Замечание 6.7. До сих пор в этом подпункте все результаты для L-пространств оставались
верными для L-пространств с идентичными доказательствами с единственным изменением: сле-
дует поменять местами 1 и 2, p и q в Ė1,2

p,q,β и в аналогичных ситуациях, а в выражениях типа
d/p+ 2/q оставить p как показатель суммируемости по x, а q — как показатель по t.

Приведем теорему о t-следах функций класса Ė2,1
p,q,β .

Теорема 6.11. Пусть p, q ∈ (1,∞), r � p, 1 < β � d/p + 2/q < 1 + d/r. Тогда для любой
функции u ∈ Ė2,1

p,q,β ее след u(0, ·) однозначно определяется и
‖Du(0, ·)‖Ėr,β−1

� N‖∂tu,D2u‖Ėp,q,β
, (6.30)

где константа N зависит только от d, p, q, r, β.

Доказательство. Возьмем функцию ζ ∈ C∞
0 (Rd+1) такую, что ζ(0) = 1 � ζ � 0, определим

ζn(t, x) = ζ(t/n2, x/n) и заметим, что∣∣‖∂t(ζnu)‖Ėp,q,β
− ‖ζn∂tu‖Ėp,q,β

∣∣ � n−2 sup |∂tζ|‖u‖Ėp,q,β
→ 0

при n→ ∞. Кроме того,∣∣‖D(ζnu)‖Ėp,q,β
− ‖ζnDu‖Ėp,q,β

∣∣ � n−1 sup |Dζ|‖u‖Ėp,q,β
→ 0,∣∣‖D2(ζnu)‖Ėp,q,β

− ‖ζnD2u‖Ėp,qβ

∣∣ � n−2 sup |D2ζ|‖u‖Ėp,q,β
+ 2n−1 sup |Dζ|‖Du‖Ėp,q,β

→ 0.

Следовательно, достаточно ограничиться рассмотрением функции u, обращающейся в нуль при
больших |t| + |x|2. В этом случае положим −f = ∂tu + Δu. Для дальнейшего упрощения нашей
задачи заметим, что с помощью сдвигов можно показать, что достаточно доказать для любого
ρ > 0 соотношение

ρβ+γ−2 –‖Dγu(0, ·)‖Lr(Bρ) � N sup
ρ1�ρ

ρβ1 –‖f‖Lp,q(Cρ1)
= N sup

ρ1∈[ρ,ρ+ρ2]

ρβ1 –‖f‖Lp,q(Cρ1)
, (6.31)

где ρ2 такое, что u(t, x) = 0 при |t| + |x|2 � ρ22 и последнее равенство верно в силу неравенства
β � d/p+ 2/q.

С помощью предельного перехода несложно распространить (6.31) для гладких функций на
случай произвольных функций из W 2,1

p,q (Cρ2) ⊃ E2,1
p,q,β(Cρ2). Поэтому можно считать, что u —

гладкая функция. Тем самым мы свели общий случай к доказательству первого неравенства в
(6.31) для гладких функций u с компактным носителем. Еще одно упрощение достигается с
помощью автомодельности, благодаря которой можно ограничиться рассмотрением лишь ρ = 1,
т.е. потребуется доказать неравенство

–‖Du(0, ·)‖Lr(B1) � N sup
ρ�1

ρβ –‖f‖Lp,q(Cρ)) (6.32)

только для гладких функций u с компактным носителем.
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Теперь определим g = |f |IC2 , h = |f |ICc
2
. Как мы знаем, |Du(0, x)| � NG(x) + NH(x) и

(G,H)(x) = P1,8(g, h)(0, x). По лемме 4.1 при |x| � 1 имеем

H(x) � N sup
ρ>1

ρβ
∫
–
(0,x)+Cρ

h dydt � N sup
ρ>1

ρβ
∫
–
C2ρ

h dydt � N sup
ρ�1

ρβ –‖f‖Lp,q(Cρ),

где последнее неравенство получено из неравенства Гёльдера. Следовательно,

‖H‖Lr(B1) � N sup
ρ�1

ρβ –‖f‖Lp,q(Cρ). (6.33)

В силу неравенства Минковского

‖G‖Lr(B1) �
∫ ∞

0

( ∫
B1

( ∫
Rd

p1,8(t, x− y)g(t, y) dy

)r
dx

)1/r

dt,

где под знаком интеграла по t стоит норма свертки, поэтому в силу неравенства Юнга это вы-
ражение мажорируется величиной ‖g(t, ·)‖Lp‖p1,8(t, ·)‖Ls , где 1/s = 1 + 1/r − 1/p (� 1, так как
r � p). Мы знаем, что ‖p1,8(t, ·)‖Ls = N(d)tα, где α = −1/2 + (d/2)(1/r − 1/p), откуда с учетом
‖g(t, ·)‖Lp = 0 для t � 4 находим

‖G‖Lr(B1) � N

∫ 4

0

‖f(t, ·)‖Lp(B2)t
α dt.

Теперь, используя неравенство Гёльдера и замечая, что αq/(q − 1) > −1 в силу условия 1 + d/r >
d/p + 2/q, заключаем, что ‖G‖Lr(B1) � N‖f‖Lp,q(C2). Отсюда в силу (6.33) получаем (6.32) и
утверждение теоремы. �

Следствие 6.5. Если q > 2, то для любых u ∈ Ė2,1
p,q,β и ε > 0

‖Du(0, ·)‖Ep,β
� Nε‖∂tu,D2u‖Ėp,q,β

+Nε−(q+2)/(q−2)‖u‖Ėp,q,β
, (6.34)

где в левую часть неравенства входит именно пространство E2,1
p,q,β (без точки).

Действительно, если ρ � ε, то в силу (6.30) для r = p (и q > 2)

ρβ –‖D(0, ·)‖Lp(Bρ) � ερβ−1 –‖D(0, ·)‖Lp(Bρ) � Nε‖∂tu,D2u‖Ėq,p,β
.

Если ε < ρ � 1, то в силу следствия 6.3 и неравенства (q + 2)/(q − 2) � 1

ρβ –‖Du(0, ·)‖Lr(Bρ) � Nε‖∂tu,D2u‖Ėq,p,β
+Nε−(q+2)/(q−2)‖u‖Ėq,p,β

.

6.3. Приложение к уравнению теплопроводности. Следующая лемма предоставляет основ-
ную априорную оценку.

Лемма 6.8. Пусть p, q ∈ (1,∞), β > 0. Тогда существует константа N такая, что для
любой функции u ∈ C∞

0 справедливо неравенство

‖D2u‖Ėp,q,β
� N‖∂tu+Δu ‖Ėp,q,β

. (6.35)

Доказательство. Достаточно доказать, что

‖D2u‖Lp,q(C1) � N‖f‖Ėp,q,β
, (6.36)

где f = −∂tu − Δu. Выберем функцию ζ ∈ C∞
0 такую, что ζ = 1 на (−1, 1) × B1 и ζ = 0

вне множества (−4, 4) × B2. Пусть g = ζf , h = (1 − ζ)f , (G,H) = P2,4(g, h). Мы знаем, что
u = N(F+G). В силу замечания 6.1 ‖D2G‖Lp,q(C1) � N‖f‖Ėp,q,β

. В силу леммы 4.1 и неравенства
Гёльдера ‖D2H‖Lp,q(C1) � NMβf(0) � N‖f‖Ėp,q,β

, откуда следует (6.36). Лемма доказана. �

Объединяя эту лемму с леммой 6.7 и применяя идею Агмона, получаем априорную оценку
(6.37) для u ∈ C∞

0 (Rd+1).
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Теорема 6.12. Пусть p, q ∈ (1,∞), β > 0. Тогда существует константа N такая, что для
любых λ � 0 и u ∈ Ė2,1

p,q

‖D2u, ∂tu,
√
λDu, λu‖Ėp,q,β

� N‖∂tu+Δu− λu‖Ėp,q,β
. (6.37)

Кроме того, для любых λ > 0 и f ∈ Ėp,q,β(R
d+1) существует единственная функция u ∈ Ė2,1

p,q,β,
удовлетворяющая уравнению ∂tu+Δu− λu = f.

Распространение неравенства (6.37) на случай u ∈ Ė2,1
p,q и часть теоремы о существовании

решения проводятся так же, как в теореме 4.11. Затем, учитывая замечание 6.4, добавим biDiu и
уже известным способом получим следующее утверждение, обобщающее теорему 6.12 для β > 1.

Теорема 6.13. Пусть p, q ∈ (1,∞), β > 1 и b — Rd-значная функция. Тогда существует
константа N = N(d, p, q, β) такая, что если N‖b‖Ėβp,βq,1(Rd+1) � 1, то для любых λ > 0 и

f ∈ Ėp,q,β(R
d+1) существует единственная функция u ∈ Ė2,1

p,q,β, удовлетворяющая уравнению
Lu− λu = f , где Lu = ∂tu+Δu+ biDiu. Кроме того, существует константа N0 = N(d, p, q, β)

такая, что для любых λ � 0 и u ∈ Ė2,1
p,q,β

‖D2u, ∂tu,
√
λDu, λu‖Ėp,q,β

� N‖Lu− λu‖Ėp,q,β
. (6.38)

Более подробную информацию о параболических уравнениях в пространствах Морри со сме-
шанными нормами можно найти в [37], а также в § 7.

7. Параболические уравнения с переменной главной частью

В предыдущих параграфах результаты вещественного анализа применялись к модельным урав-
нениям, в которых главная часть представлена оператором Лапласа. Единственным исключением
был небольшой раздел 1.5, где главная часть уравнения определялась коэффициентом a со зна-
чениями в Sδ класса BMO. В этом параграфе мы сосредоточимся на применениях результатов
вещественного анализа исключительно к параболическим операторам с измеримыми по t коэффи-
циентами a(t, x) класса BMO по x со сносом из локального класса Морри со смешанной нормой.

Здесь мы рассматриваем пространства со смешанной нормой, в которых внутреннее интегри-
рование выполняется по переменной t, а не по x, как это обычно делается. Это связано, главным
образом, с приложением, которое автор имеет в виду; а именно, с задачей сильной единственности
для стохастических уравнений Ито, а также, конечно, представляет самостоятельный интерес, тем
более что в литературе можно встретить утверждения о том, что теория в таких пространствах
вполне параллельна теории, где внутреннее интегрирование проводится по x. В этом отношении
представленные здесь основные результаты появляются впервые.

Однако стоит отметить, что уравнения в «необычных» пространствах Соболева со смешанной
нормой (которые не являются пространствами Морри — Соболева) рассматривались ранее в [30]
(см. также библиографию там же). Читатель легко увидит, что все наши результаты остаются
справедливыми также и в обычных пространствах со смешанной нормой, для которых такие ре-
зультаты известны. Методы и результаты, представленные здесь, повторяют подходы из [19] и
[37], где смешанные нормы определяются традиционным способом.

В этом параграфе, как обычно в теории параболических уравнений, мы введем вещественную
аналитическую структуру в Rd+1 = {t ∈ R, x ∈ Rd}, заданную весовыми параметрами (2, 1, . . . , 1)
(параболическими ячейками) и мерой Лебега dz = dt dx.

7.1. Старшие коэффициенты, зависящие только от t. Зафиксируем δ ∈ (0, 1]. Пусть a =
a(t) — Sδ-значная функция на R.

Лемма 7.1. Пусть a ∈ Sδ. Тогда для любой симметричной d× d-матрицы u

{a, u} := aijakruikujr � δ2
∑
i,j

u2ij , (7.1)

(1 − δ2)2{a, u} � {a− δ(δij), u} � 0. (7.2)
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Доказательство. Если λp и �p — собственные значения и собственные векторы матрицы a,
то левая часть (7.1) записывается в виде∑

p,q

λpλq

(∑
i,j

uij�
i
p�
j
q

)2
� δ2

∑
p,q

(∑
i,j

uij�
i
p�
j
q

)2
= δ2uij�

i
p�
j
qukr�

k
p�
r
q

и последнее выражение равно правой части (7.1), поскольку �ip�
k
p = δik, �jq�

r
q = δjr. Так как a ∈ Sδ,

имеем (1− δ2)λp � λp − δ � 0, откуда следует (7.2). �

Пусть u ∈ C∞
0 . Положим −f = ∂tu+ aij(t)Diju. Тогда∫

Rd+1

f2 dz = I1 + I2 + I3.

Интегрируя по частям и замечая, что∫
Rd+1

∂tuδ
ijDiju dz = −(1/2)

∫
Rd+1

∂t(|Du|2) dz = 0,

находим

I1 =

∫
Rd+1

|∂tu|2 dz,

I3 =

∫
Rd+1

aijDijua
krDkru dz =

∫
Rd+1

{a,D2u} dz

I2 = 2

∫
Rd+1

∂tua
ijDiju dz = 2

∫
Rd+1

∂tu[a
ij − δδij ]Diju dz

� −2I
1/2
1

( ∫
Rd+1

{a− δ(δij), D2u} dz
)1/2

� −2(1− δ2)I
1/2
1 I

1/2
3 .

Следовательно,

I1 + I3 � δ−2

∫
Rd+1

f2 dz,

∫
Rd+1

(|∂tu|2 + δ2|D2u|2) dz � δ−2

∫
Rd+1

f2 dz. (7.3)

Введем B0,∞ как пространство функций u(t, x) на Rd+1, бесконечно дифференцируемых по x
для каждого t, причем каждая производная локально ограничена на Rd+1. Обозначим через B1,∞

подпространство B0,∞ функций u(t, x) таких, что ∂tu ∈ B0,∞, а через Bi,∞0 — подпространства
Bi,∞ функций с компактным носителем, i = 0, 1.

Заметим, что так же, как (4.1) по тем же причинам, как указано в замечании 4.1, справедлива
оценка (7.3) для функции u ∈ B1,∞ такой, что для некоторых α > d/2 и ρ(t, x) =

√|t| + |x|, ξ =
ρα−1, η = ρα следующая функция ограничена:

ξ|u|+ η|Du|. (7.4)

Далее, определим

At,t+s =

∫ t+s

t

a(r) dr = s

∫ 1

0

a(t+ rs) dr, σt,t+s = s−1/2A
1/2
t,t+s

и напомним, что для cd = (4π)−d/2 имеем p(t, x) = cdt
−d/2e−|x|2/(4t)It>0. При λ � 0 определим

Rλf(t, x) =

∫ ∞

0

∫
Rd

e−λsf(t+ s, x+ σt,t+sy)p(s, y) dy ds

= eλt
∫ ∞

t

∫
Rd

e−λsf(s, x+ σt,sy)p(s− t, y) dy ds =

∫ ∞

t

e−λs
∫
Rd

f(s, y)p(t, s, y − x) dy ds,

где p(t, s, x) = p(s− t, σ−1
t,s x) det σ

−1
t,s . Определим также оператор

L0u(t, x) = ∂tu(t, x) + aij(t)Diju(t, x).

Теорема 7.1. Пусть f ∈ B0,∞
0 . Тогда

(i) u := Rλf ∈ B1,∞ и
L0u− λu = −f, (7.5)

(ii) существует α > d/2 такое, что функция (7.4) ограничена.
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Доказательство. Очевидно, что Dnu ограничена на Rd+1 для любого n � 0 и непрерывна по
λ � 0. Кроме того, можно переписать (7.5) с помощью интегрирования по t и, следовательно, при
доказательстве (7.5) можно считать, что λ > 0. В этом случае

sup
t

∫
Rd

|Dnu(t, x)| dx � sup
t

∫ ∞

0

e−λs
∫
Rd

|Dnf(t+ s, x)| dx ds <∞.

Поэтому мы можем применить преобразование Фурье

ũ(t, ξ) =

∫
Rd

u(t, x)ei(ξ,x) dx

и, используя теорему Фубини и равенство p̃(t, ξ) = e−|ξ|2t, получим

ũ(t, ξ) =

∫ ∞

0

∫
Rd

e−λsf̃(t+ s, ξ)e−i(ξ,σt,sy)p(s, y) dy ds =

∫ ∞

0

e−λsf̃(t+ s, ξ) exp
(− (At,t+sξ, ξ)

)
ds.

Тогда для ṽ(t, ξ) = e−λtũ(t, ξ)

ṽ(t, ξ) =

∫ ∞

t

e−λrf̃(r, ξ) exp
(− (At,rξ, ξ)

)
dr,

∂tṽ(t, ξ) = −e−λtf̃(t, ξ) + (a(t)ξ, ξ)

∫ ∞

t

e−λr f̃(r, ξ) exp
(− (At,rξ, ξ)

)
dr

= −e−λtf̃(t, ξ) + (a(t)ξ, ξ)ṽ(t, ξ).

(7.6)

Возвращаясь к исходной функции ũ(t, ξ), получаем

e−λ(t+s)ũ(t+ s, ξ)− e−λtũ(t, ξ) = −
∫ s

0

e−λr
[
f̃(t+ r, ξ) + (a(t+ r)ξ, ξ)ũ(t+ r, ξ)

]
dr. (7.7)

Теперь мы намерены применить обратное преобразование Фурье к (7.7). Поскольку f ∈ B0,∞
0 ,

функция u бесконечно дифференцируема в x и каждая из ее производных принадлежит L1. В
частности, |ũ(t, ξ)| убывает при |ξ| → ∞ быстрее любой отрицательной степени |ξ|. Поэтому в
силу теоремы Фубини можно вставить e−i(x,ξ) и проинтегрировать по ξ под знаком интеграла в
(7.7). В результате получим равенство

e−λ(t+s)u(t+ s, x)− e−λtu(t, x) = −
∫ s

0

e−λr
[
f(t+ r, x)− aij(t+ r)Diju(t+ r, x)

]
dr,

эквивалентное (7.38). С учетом сказанного в начале параграфа из этого равенства получаем огра-
ниченность Dn∂tu для любого n � 0. Поэтому u ∈ B1,∞, что доказывает (i). Замечание 4.2
показывает, что |Dnu|ρd ограничена для любого n � 0, и из этого факта следует ограниченность
функции (7.4). Теорема доказана. �

Лемма 7.2. Пусть u ∈ C∞
0 , λ � 0. Тогда u = Rλ(λu − L0u).

Доказательство. Определим f согласно (7.5) и положим w = Rλf . Тогда в силу (7.6) имеем
e−λtw̃(t, ξ) = I1 + I2 и, интегрируя по частям, находим

I1 = −
∫ ∞

t

e−λr∂w̃(r, ξ) exp
(− (At,rξ, ξ)

)
dr = e−λtũ(t, ξ)− I2,

I2 =

∫ ∞

t

e−λr(a(r)ξ, ξ)ũ(r, ξ) exp
(− (At,rξ, ξ)

)
dr.

Таким образом, w̃(t, ξ) = ũ(t, ξ) и w = u. �

Замечание 7.1. Заметим, что σt,s � δ1/2, откуда аналогично (4.5) для n � 0 и s > t

|Dnp(t, s, x)| � N(d, n, δ)
1

(s− t)(d+n)/2
e−|x|2δ/(8(s−t)). (7.8)
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Кроме того, из равенства p(t, s, x) = p(s − t, σ−1
t,s x) det σ

−1
t,s получаем p̃(t, s, ξ) = exp(−(At,sξ, ξ)) и

∂tp̃(t, s, ξ)− (a(t)ξ, ξ)p̃(t, s, ξ) = 0. Следовательно, ∂tp(t, s, x) + aij(t)Dijp(t, s, x) = 0, и в силу (7.8)
для n � 0 и s > t

|∂tDnp(t, s, x)| � N(d, n, δ)
1

(s− t)1+(d+n)/2
e−|x|2δ/(8(s−t)). (7.9)

Заметим, что при дифференцировании p̃(t, s, ξ) = exp(−(At,sξ, ξ)) по s имеем

∂sp(t, s, x) = aij(s)Dijp(t, s, x).

Теорема 7.2. Пусть f ∈ B0,∞
0 и u = R0f . Тогда для любых κ � 2 и ρ > 0

osc
Cρ

D2u � N(d, δ)κ(d+2)/2 –‖f‖L2(Cκρ) +N(d, δ)κ−1Mf(0).

В частности, если u ∈ C∞
0 , то

osc
Cρ

D2u � N(d, δ)κ(d+2)/2 –‖L0u‖L2(Cκρ) +N(d, δ)κ−1M(L0u)(0).

Доказательство. Мы следуем доказательству (4.11), предварительно заметив, что случай
произвольного ρ > 0 сводится к случаю ρ = 1 при помощи автомодельности. В этом случае
возьмем функцию ζ ∈ C∞

0 такую, что ζ = 1 в Cκ , ζ = 0 вне Cc2κ ∩Rd+1
0 , 0 � ζ � 1, и заметим, что

для g = fζ, h = f(1− ζ) и (G,H) = R0(g, h) имеем u = G+H , и для m = 0, 1, n � 0

∂mt D
nH(t, x) =

∫
Cc

2

∂mt D
np(t, s, y − x)h(s, y) ds dy.

С учетом (7.8) получаем, что в C1 справедливо неравенство |∂tD2H | + |D3H | � P−2,δ/8|h| +
P−1,δ/8|h|, из которого в силу леммы 4.1 (при β = 0) следует

|∂tD2H(t, x)|+ |D3H(t, x)| � Nκ−1Mh(0). (7.10)

Поэтому ∫
C1

∫
C1

|D2H(t, x)−D2H(s, y)| dx dy dt ds � Nκ−1Mf(0).

В силу (7.3) и теоремы 7.1 для G получаем неравенство∫
C1

∫
C1

|D2G(t, x) −D2G(s, y)| dx dy dt ds � N

∫
C1

|D2G(t, x)| dx dt

� N‖g‖L2(Rd+1) � Nκ(d+2)/2 –‖f‖L2(Cκ),

из которого следует первое утверждение теоремы. Второе вытекает из первого и леммы 7.2. �

Напомним, что для p, q ∈ (1,∞) мы определяем Lq,p как пространство функций на Rd+1 с
конечной нормой

‖f‖pLq,p
=

∫
Rd

( ∫
R

|f(t, x)|q dt
)p/q

dx. (7.11)

ПространствоW1,2
q,p определяется как множество функций u(t, x) на R

d+1 таких, что u,Du,D2u,
∂tu ∈ Lq,p и снабжено естественной нормой. Следующие утверждения суть часть предложения 2
из [30], где дана ссылка на доказательство, основанное на сингулярных операторах.

Теорема 7.3. Существует константа N = N(d, δ, p, q) такая, что для любой функции
u ∈ W1,2

q,p справедливо неравенство

‖∂tu,D2u‖Lq,p � N‖L0u‖Lq,p . (7.12)

Доказательство. В силу леммы 7.2 и теоремы 7.2 при κ = 2 для u ∈ C∞
0 (Rd+1) справедливо

неравенство
(D2u)� � N(d, δ)(M((L0u)2))1/2, (7.13)

которое приводит к следующему утверждению так же, как (4.11) приводит к (4.12).
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Теорема 7.4. Для d � 1, любых p ∈ (1,∞) и u ∈ W 1,2
p

‖∂tu‖Lp(Rd+1) + ‖D2u‖Lp(Rd+1) � N(p, d, δ)‖L0u‖Lp(Rd+1). (7.14)

В свою очередь, благодаря этой теореме для u ∈ C∞
0 (Rd+1), p > 1 получим неравенство

(D2u)� � N(p, d, δ)(M((L0u)p))1/p, (7.15)

повторив вывод (7.13) по аналогии с выводом (1.31). Как и в доказательстве леммы 3.5, для p > 1
и w ∈ Ap ∫

Rd+1

|D2u|pw dxdt � N(d, δ, p, [w]p)

∫
Rd+1

|L0u|pw dxdt. (7.16)

Теперь оценка для D2u следует из теоремы 5.2. Член ∂tu оценивается обычным образом из ∂tu =
L0u− aijDiju. �

Оценка (7.12) для p = q (и переменного a) впервые получена в [28]; для p �= q эта оценка
доказана в [32]. Используемая здесь техника существенно отличается как от [28], так и от [32]
но аналогична технике [19], где смешанные нормы оцениваются при интегрировании по x и t в
любом порядке.

Далее, введем λu по методу Агмона и с учетом леммы 6.7 заключаем, что априорная оценка
(7.17) при s = −∞ справедлива для u ∈ C∞

0 . Далее, для любой u ∈ W1,2
q,p это верно, так как C

∞
0

плотно в W1,2
q,p.

Теорема 7.5. Существует константа N = N(d, δ, p, q) такая, что для любых s ∈ [−∞,∞),
u ∈ W1,2

q,p(R
d+1
s ), λ � 0

‖λu,
√
λDu, ∂tu,D

2u‖Lq,p(R
d+1
s ) � N‖L0u− λu‖Lq,p(R

d+1
s ). (7.17)

Кроме того, для любых λ > 0 и f ∈ Lq,p(R
d+1
s ) существует единственная функция u ∈

W1,2
q,p(R

d+1
s ) такая, что L0u− λu = f в Rd+1

s .

При s = −∞ существование решения устанавливается по непрерывности, начиная с теоремы
6.3, в которой порядок интегрирования по t, x иной, однако доказательство требуемой верcии легко
получается из этого доказательства, но надо использовать лемму 6.7 вместо леммы 6.1.

Единственность решения в W1,2
q,p(R

d+1
s ) вытекает из того, что она имеет место в теореме 6.3 и

что метод продолжения по параметру сохраняет свойство причинности.
Теорема 7.4 сыграла ключевую роль в доказательстве (7.15). Из этой теоремы также получаем

следующее обобщение теоремы 7.2, которое доказывается простым повторением доказательства
теоремы 7.4 с учетом теоремы 4.1.

Теорема 7.6. Пусть p > 1, f ∈ B0,∞
0 и u = R0f . Тогда для любых κ � 2 и ρ > 0

osc
Cρ

D2u � N(p, d, δ)κ(d+2)/p –‖f‖Lp(Cκρ) +N(p, d, δ)κ−1Mf(0).

В частности, если u ∈ C∞
0 , то

osc
Cρ

D2u � N(p, d, δ)κ(d+2)/p –‖L0u‖Lp(Cκρ) +N(p, d, δ)κ−1M(L0u)(0).

7.2. Случай переменных старших коэффициентов и пространства Соболева. Теперь мы
собираемся обобщить теорему 7.3 на операторы с Sδ-значными a = a(t, x). Определим

a=‖ = sup
C∈C

∫
–
C

|a(t, x)− ãC(t)| dx dt, ãC(t) =

∫
–
C

a(t, x) dx ds

(отметим t и ds). Заметим, что если a не зависит от x, то a=‖ = 0. Положим L0u = ∂tu+ aijDiju.

Для C ∈ C и LCu := ∂tu + ãijCDiju, f = L0u имеем f = LCu + [(aij − ãijC )Diju], тогда как для
q > p > 1

–‖(aij − ãijC )Diju‖LpC) � N(d, δ, q, p)a=‖
(
M(|D2u|q))1/q.

Отсюда и из теоремы 7.6 получаем следующее утверждение (в котором мы сохраняем p с целью
упрощения вывода из теоремы 7.6, содержащей p).
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Лемма 7.3. Для любых q > p > 1, κ � 2 и u ∈ C∞
0

(D2u)� � N(d, δ, q,κ)
(
M(|L0u|q)

)1/q
+
(
N(d, δ, q, p,κ)a=‖ +N(d, δ, q, p)κ−1

)(
M(|D2u|q) +M(|∂tu|q)

)1/q)
. (7.18)

Так как ∂tu = L0u−aijDiju, аналогичная оценка справедлива для ∂tu. Поэтому ввиду выбора
q сколь угодно близко к 1, как и в случае с (7.16), получаем следующее утверждение.

Лемма 7.4. Для любых p > 1, w ∈ Ap, κ � 2, u ∈ C∞
0

‖D2u‖pLp(w) + ‖∂tu‖pLp(w) � N([w]Ap)
(
N(d, δ, p,κ)‖L0u‖pLp(w)

+ (N(d, δ, p,κ)a=‖ +N(d, δ, p)κ−1
)p(‖D2u‖pLp(w) + ‖∂tu‖pLp(w)

)
). (7.19)

Теорема 7.7. Пусть p ∈ (1,∞), β > 0. Тогда существуют константы â = â(d, δ, p, β) > 0 и
N = N(d, δ, p, β) такие, что если

a=‖ � â, (7.20)

то для любых λ � 0, u ∈ Ė1,2
p,β

‖λu,
√
λDu, ∂tu,D

2u‖Ėp,β(Rd+1) � N‖L0u− λu‖Ėp,β(Rd+1). (7.21)

Кроме того, для любых λ > 0 и f ∈ Ėp,β(R
d+1) существует единственное решение u ∈ Ė1,2

p,β

уравнения L0u− λu = f .

Доказательство. Для доказательства (7.21) заметим, что случай произвольного λ � 0 сводит-
ся к случаю λ = 0 с помощью метода Агмона и интерполяции (см. лемму 6.7). Поэтому несложно
показать, что можно считать u функцией с компактным носителем, так что u ∈W 1,2

p .
Теперь выберем α ∈ [0, d+ 2) такое, что α + pβ > d+ 2, и функцию w = wα ∧ 1 такую, что w

является A1-весом согласно лемме 4.4. Аппроксимируя u гладкими функциями в W 1,2
p , заключаем,

что (7.19) выполняется для нашей функции u. Используя леммы 4.5 из (7.19) и неравенство
Гёльдера, для w = wα ∧ 1, находим( ∫

–
C1

|D2u|p dx dt
)1/p

� N‖D2u‖Lp(w) � N‖L0u‖Ėp,β(Rd+1)

+
(
N(d, δ, p,κ, β)a=‖ +N(d, δ, p, β)κ−1

)‖∂tu,D2u‖Ėp,β(Rd+1).

С помощью сдвига w и свойства автомодельности и поступая так же с ∂tu, получаем

‖∂tu,D2u‖Ėp,β(Rd+1) � N‖L0u‖Ėp,β(Rd+1) +
(
N(d, δ, p,κ, β)a=‖ +N(d, δ, p, β)κ−1

)‖∂tu,D2u‖Ėp,β(Rd+1),

откуда сразу следует (7.21) при λ = 0.
Разрешимость доказывается, как обычно, методом продолжения по параметру на основе тео-

ремы 4.11. �

Ввиду теоремы 5.2 и замечания 5.1 из леммы 7.4 получаем следующее утверждение.

Лемма 7.5. Для любых p, q > 1, κ � 2, u ∈ C∞
0

‖∂tu,D2u‖Lq,p � N0(d, δ, p, q,κ)‖L0u‖Lq,p

+ (N1(d, δ, p, q,κ)a
=‖ +N2(d, δ, p, q)κ

−1)‖∂tu,D2u‖Lq,p . (7.22)

Следствие 7.1. Пусть p, q > 1 и

a=‖ � (1/4)N−1
1

(
d, δ, p, q, 4N2(d, δ, p, q)

)
. (7.23)

Тогда для любой функции u ∈ C∞
0 справедливо неравенство

‖∂tu,D2u‖Lq,p � 2N0(d, δ, p, q, 4N2(d, δ, p, q))‖L0u‖Lq,p , (7.24)

где N = N(d, δ, p, q).

Переформулируем это следствие в таком виде.
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Теорема 7.8. Пусть p, q ∈ (1,∞). Тогда существуют константы â = â(d, δ, p, q) > 0 и
N = N(d, δ, p, q) такие, что если

a=‖ � â, (7.25)

то для любой функции u ∈ C∞
0 справедливо неравенство

‖∂tu,D2u‖Lq,p � N‖L0u‖Lq,p . (7.26)

Далее, как и в случае теоремы 7.5, введем λ � 0 и получим, что для u ∈ C∞
0

‖∂tu,D2u,
√
λDu, λu‖Lq,p � N‖L0u− λu‖Lq,p .

Тогда приходим к первому утверждению в следующей теореме, если u ∈ C∞
0 и s = −∞.

Теорема 7.9. Пусть p, q ∈ (1,∞), s ∈ [−∞,∞), и пусть выполнено условие (7.25). Тогда
существует N = N(d, δ, p, q) такое, что для любых u ∈ W1,2

q,p(R
d+1
s ), λ � 0

‖∂tu,D2u,
√
λDu, λu‖Lq,p(R

d+1
s ) � N‖L0u− λu‖Lq,p(R

d+1
s ). (7.27)

Кроме того, для любых f ∈ Lq,p(R
d+1
s ) и λ > 0 существует единственная функция u ∈

W1,2
q,p(R

d+1
s ), удовлетворяющая уравнению L0u− λu+ f = 0 в Rd+1

s .

При s = −∞ априорная оценка (7.27) продолжается с пространства C∞
0 на пространство

W1,2
q,p в силу плотности первого во втором, и разрешимость устанавливается методом продолжения

по параметру на основе теоремы 6.3 или 7.5. Общий случай s рассматривается так же, как в
доказательстве теоремы 7.5.

Далее нам потребуется следующая внутренняя оценка.

Теорема 7.10. Пусть p, q ∈ (1,∞), и пусть выполнено условие (7.25). Предположим, что
0 < r < ρ <∞, u ∈ W1,2

q,p(Cρ). Положим f := L0u. Тогда

‖∂tu,D2u‖Lq,p(Cr) � N
(‖f‖Lq,p(Cρ) + (ρ− r)−2‖u− c‖Lq,p(Cρ)

)
, (7.28)

где N = N(d, δ, p, q) и c — любое число.

Доказательство. Будем следовать доказательству леммы 2.4.4 из [34]. Очевидно, что можно
считать u ∈ C1,2(Cρ) и c = 0. Пусть χ(s) — бесконечно дифференцируемая функция на R такая,
что χ(s) = 1 при s � 0 и χ(s) = 0 при s � 1. Для m = 0, 1, 2, . . . определим (r0 = r)

rm = r + (ρ− r)

m∑
j=1

2−j , ξm(x) = χ
(
2m+1(ρ− r)−1(|x| − rm)

)
,

ηm(t) = χ
(
22m+2(ρ− r)−2(t− r2m)

)
, ζm(t, x) = ξm(x)ηm(t).

Легко проверить, что для C(m) = Crm = (0, r2m) × Brm имеем ζm = 1 на C(m), ζm = 0 на
Cρ \ C(m+ 1). Кроме того (заметим, что N2m+1 = N12

m при N1 = 2N ),

|Dζm| � N2m(ρ− r)−1, |∂tζm| � N22m(ρ− r)−2, |D2ζm| � N22m(ρ− r)−2. (7.29)

Далее, функция ζmu принадлежит W1,2
q,p(R

d+1
0 ) и удовлетворяет уравнению

L0(ζmu) = ζmf + uLζm + 2aijDiζmDju.

Ввиду теоремы 7.8 и названным выше свойствам функции ζm имеем

Am := ‖∂t(ζmu), D2(ζmu)‖Lq,p(Q(m+1)) � N‖f‖Lq,p(Cρ) +N22m(ρ− r)−2I +NJm,

где I = ‖u‖Lq,p(Cρ), Jm = ‖2aijDiζmDju‖Lq,p(Cρ) � N2m(ρ − r)−1‖Du‖Lq,p(Q(m+1)). С помощью
интерполяционных неравенств для любого ε > 0 получим

‖Du‖Lq,p(Q(m+1)) � ‖D(ζm+1u)‖Lq,p(R
d+1
0 ) � ε(ρ− r)2−mAm+1 +Nε−1(ρ− r)−12mI.

Следовательно, для любого ε ∈ (0, 1]

Am � N‖f‖Lq,p(Cρ) +Nε−122m(ρ− r)−2I + εAm+1.
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Теперь пусть ε = 1/8. Положим

εmAm � Nεm‖f‖Lq,p(Cρ) +Nεm−122m(ρ− r)−2I + εm+1Am+1,

A0 +

∞∑
m=1

εmAm � N‖f‖Lq,p(Cρ) +N(ρ− r)−2I +

∞∑
m=1

εmAm.
(7.30)

Здесь ряд сходится, поскольку в силу (7.29) Am � N(1 + 4m(ρ− r)−2)‖u‖W1,2
q,p(Cρ)

. Следовательно,
сократив подобные члены в (7.30), мы видим, что A0 меньше правой части Очевидно, что левая
часть неравенства (7.28) меньше, чем A0. Теорема доказана. �

Теперь обратимся к замечанию 6.3, выводы в котором основаны на фактах, в которых никоим
образом не использовался конкретный порядок интегрирования, определяющий Lq,p и W1,2

q,p. Поэто-
му эти выводы справедливы в нашем контексте, несмотря на обратный порядок интегрирования.

Теорема 7.11. Пусть p, q ∈ (1,∞), d/p+ 2/q = β > 1, Rd-значная функция b принадлежит
Lq,p, и пусть выполнено условие (7.25). Тогда существует константа b̂ > 0, зависящая только
от d, δ, p, q, β и такая, что если ‖b‖Lβq,βp

� b̂, то существует N = N(d, δ, p, q, β) такая, что
для любых u ∈ W1,2

q,p и λ � 0

‖∂tu,D2u,
√
λDu, λu‖Lq,p � N‖Lu− λu‖Lq,p , (7.31)

где Lu = ∂tu+a
ijDiju+ b

iDiu. Кроме того, для любых f ∈ Lq,p и λ > 0 существует единствен-
ная функция u ∈ W1,2

q,p, удовлетворяющая Lu− λu + f = 0.

Конечно, эта теорема также справедлива для уравнений в Rd+1
s , как и в теореме 7.9. Заметим,

что в этой теореме норма ‖b‖Lqβ,pβ
полностью аналогична норме ‖b‖Ld

в эллиптическом случае в
теории пространств Соболева. В частности, в силу d/(pβ) + 2/(qβ) = 1 функция

1

|x|+√|t|I|x|�1,|t|�1 (7.32)

принадлежит Lq′β,p′β , если p′ < p, q′ < q, но это не так для p′ = p, q′ = q.
7.3. Основная оценка в однородных пространствах Морри — Соболева со смешанной

нормой. Теорема 7.11 касается разрешимости параболических уравнений в пространствах Собо-
лева со смешанной нормой. Здесь мы сосредоточимся на пространствах Морри — Соболева со
смешанной нормой. Пусть p, q ∈ (1,∞) и β > 0. Введем пространство Морри Ėq,p,β как множество
функций g ∈ Lq,p,loc (используем определение Lq,p в (7.11)) таких, что

‖g‖Ėq,p,β
:= sup

ρ>0,C∈Cρ

ρβ –‖g‖Lq,p(C) <∞. (7.33)

Определим
Ė1,2
q,p,β = {u : u,Du,D2u, ∂tu ∈ Ėq,p,β},

где Du,D2u, ∂tu — производные в смысле Соболева и снабдим Ė1,2
q,p,β очевидной нормой. Напомним,

что подмножества этих пространств, состоящие из функций, не зависящих от t, обозначаются
через Ėp,β и Ė2

p,β соответственно.
Рассмотрим оператор L0, введенный в начале п. 7.2.

Теорема 7.12. Пусть p, q ∈ (1,∞), β ∈ (1, 2), u ∈ Ė1,2
q,p,β . Предположим, что выполнено

условие (7.20) с p ∧ q вместо p и выполнено условие (7.25). Тогда
‖∂tu,D2u‖Ėq,p,β

� N(d, δ, p, q, β)‖f‖Ėq,p,β
, (7.34)

где f = L0u.

Доказательство. Сначала заметим, что достаточно доказать (7.34) для функции u с компакт-
ным носителем. Для таких u и λ ∈ (0, 1] определим fλ = L0u− λu, gλ = fλIC2 , hλ = fλICc

2
. Пусть

Gλ, Hλ — решения класса W1,2
q,p(R

d+1) уравнений

L0Gλ − λGλ = gλ, L0Hλ − λHλ = hλ. (7.35)
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Поскольку fλ — функция с компактным носителем из Ėq,p,β , она принадлежит Lq,p и Gλ, Hλ

существуют в силу теоремы 7.9. Кроме того, fλ ∈ Ėp∧q,β(Rd+1), так что в силу теоремы 7.7
уравнения в (7.35) имеют решения в Ė1,2

p∧q,β(R
d+1). Это те же самые Gλ и Hλ, поскольку эти

решения в различных пространствах были получены методом продолжения по параметру, исходя
из уравнения теплопроводности, для которого имеются явные формулы для решений.

Далее, заметим, что Ĥλ := etHλ удовлетворяет

L0Ĥλ − (λ+ 1)Ĥλ = ethλ := ĥλ

и ĥλ ∈ Lq,p(R
d+1
0 ), при этом его норма ограничена константой, не зависящей от λ, так как hλ

имеет компактный носитель. Из теоремы 7.9 следует

sup
λ∈(0,1]

‖Hλ‖Lq,p(R
d+1
0 ) � sup

λ∈(0,1]

‖Ĥλ‖Lq,p(R
d+1
0 ) <∞. (7.36)

Относительно Gλ заметим, что, согласно теореме 7.9

‖D2Gλ‖Lq,p(C1) � N‖gλ‖Lq,p � N‖fλ‖Lq,p(C2) � N‖fλ‖Ėq,p,β
.

Теперь заметим, что из теоремы 7.10 следует

‖D2Hλ‖Lq,p(C1) � N‖λHλ‖Lq,p(C2) +N‖Hλ −Hλ(0)‖Lq,p(C2),

где в силу теоремы 4.14 (1 < β < 2), последний член мажорируется величиной N‖∂tHλ, D
2Hλ‖Ėp∧q,β

,

которая, в свою очередь, по теореме 7.7 мажорируется величиной

N‖hλ‖Ėp∧q,β
� N‖fλ‖Ėp∧q,β

� N‖fλ‖Ėq,p,β
.

Поскольку u = Gλ +Hλ и справедлива оценка (7.36), имеем

‖D2u‖Lq,p(C1) � lim
λ↓0

(‖D2Gλ‖Lq,p(C1) + ‖D2Hλ‖Lq,p(C1)) � N lim
λ↓0

‖fλ‖Ėq,p,β
� N‖f‖Ėq,p,β

.

Параболическое масштабирование (сохраняющее условия (7.20) и (7.25)) показывает, что для лю-
бого ρ > 0

ρβ‖D2u‖Lq,p(Cρ) � N‖f‖Ėq,p,β

и тогда сдвиг начала координат приводит к (7.34) в той части, что касается D2u. Поскольку
∂tu = f − aijDiju, теорема доказана. �

Замечание 7.2. Можно показать, что условие β < 2 можно опустить.

7.4. Локализация условий (7.20), (7.25) и локальные пространства Морри — Соболева.
Во многих ситуациях удобнее работать в локальных пространствах Морри — Соболева, а не
пространстве Ėq,p,β , которое не содержит констант, за исключением случая β = d/p+ 2/q.

Пусть p, q ∈ (1,∞) и β � 0. Введем пространство Морри Eq,p,β как множество функций
g ∈ Lq,p,loc таких, что

‖g‖Eq,p,β
:= sup

ρ�1,C∈Cρ

ρβ –‖g‖Lq,p(C) <∞. (7.37)

Определим

E1,2
q,p,β = {u : u,Du,D2u, ∂tu ∈ Eq,p,β},

где Du, D2u, ∂tu — производные в смысле Соболева, и снабдим E1,2
q,p,β очевидной нормой. Подмно-

жества этих пространств, состоящие из функций, не зависящих от t, обозначаются Ep,β и E2
p,β

соответственно.
Заметим, что если β � d/p + 2/q и носитель функции g содержится в некотором C ∈ C1, то

Ėq,p,β-норма функции g совпадает с ее Eq,p,β-нормой. Приведем еще одно полезное наблюдение:

‖g‖Eq,p,β
= sup
C∈C1

‖gIC‖Eq,p,β
. (7.38)
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Замечание 7.3. Если β � d/p+ 2/q, то

‖g‖Eq,p,β
= sup
C∈C1

‖g‖Lp,q(C),

и из неравенства Гёльдера легко следует, что при β � d/p+ 2/q

‖g‖Eq,p,β
� sup
C∈C1

‖g‖Lp,q(C),

где (p, q) = α(p, q) и βα = d/p+ 2/q.

Замечание 7.4. Если u обращается в нуль вне C ∈ C1 и β � d/p + 2/q, нетрудно показать,
что для любых r � 1 и C′ ∈ Cr

rβ –‖u‖Lq,p(C′) � N(d)‖u‖Lq,p(C).

Замечание 7.5. Если f(t, x) � 0 неотрицательна, r ∈ (0,∞), μ ∈ (0, 1), то для ζ = |Crμ|−1ICrμ

имеем

–‖ICrf‖Lq,p = N(d)r−d/p−2/q
∥∥∥ ∫

C(1+μ)r

(ICrf)ζ(s− ·, y − ·) dy ds
∥∥∥
Lq,p

� Nr−d/p−2/q

∫
C(1+μ)r

‖ζ(s− ·, y − ·)f‖Lq,p dy ds

� N(d)(1 + μ)d+2μd/p+2/q−(d+2) sup
C∈Cμr

–‖f‖Lq,p(C).

Поскольку μ � 1 и p, q > 1, при ρ � r имеем

sup
C∈Cr

–‖f‖Lq,p(C) � N(d)(ρ/r)d/p+2/q−(d+2) sup
C∈Cρ

–‖f‖Lq,p(C).

Для ρ > 0, p, q ∈ (1,∞) введем

a=‖ρ = sup
r�ρ

sup
C∈Cr

∫
–
C

|a(t, x)− ãC(t)| dx dt, (7.39)

bq,p,ρ = sup
r�ρ

r sup
C∈Cr

–‖b‖Lq,p(C). (7.40)

Зафиксируем p, q, β такие, что

p, q ∈ (1,∞), 1 < β � d

p
+

2

q
, β < 2. (7.41)

Лемма 7.6. Существуют константы κ = κ(d) ∈ (0, 1) и (large) K = K(d) такие, что для
любого ρ > 0 существует Sδ-значная функция ǎ на Rd+1 такая, что a = ǎ в Cκρ и ǎ=‖ � Ka

=‖
ρ .

Эта лемма доказана в отдельной публикации [38], поскольку ход ее доказательства весьма
далек от основных рассуждений в данной статье.

Напомним, что L0u = ∂tu+ aijDiju, и зафиксируем некоторое ρa, ρb ∈ (0, 1].

Пусть функция ζ0 ∈ C∞
0 имеет носитель в Cκρa и равна 1 в (1/2)Cκρa , где κ взято из леммы

7.6.

Лемма 7.7. Существует â = â(d, δ, p, q, β) > 0 такая, что если a=‖ρa � â, то для любой
функции u ∈ E1,2

q,p,β

‖ζ0∂tu, ζ0D2u‖Eq,p,β
� N‖f‖Eq,p,β

+N1‖Du, u‖Eq,p,β
, (7.42)

где f = L0u, N = N(d, δ, p, q, β), N1 = N(d, δ, p, q, β, ρa).

Доказательство. Заметим, что

‖ζ0∂tu, ζ0D2u‖Eq,p,β
� ‖∂t(ζ0u), D2(ζ0u)‖Ėq,p,β

+N‖Du, u‖Eq,p,β
(7.43)

и ввиду леммы 7.6 и теоремы 7.12 первый член оценивается в терминах

(∂t + ǎijDij)(ζ0u) = L0(ζ0u) = ζ0f + g,

где в силу неравенства β � d/p + 2/q, норма g в Ėq,p,β оценивается через последний член в
(7.43). �

88 Сириус. Математический журнал 2, No. 1, 2026



Пространства Морри — Соболева

Естественно, неравенство (7.42) справедливо для любого сдвига ζ0 и с учетом замечания 7.5
доказывает следующее с ‖Du, u‖Eq,p,β

вместо ‖u‖Eq,p,β
. Член ‖Du‖Eq,p,β

оценивается с помощью
интерполяционных неравенств.

Теорема 7.13. Существует â = â(d, δ, p, q, β) > 0 такое, что если a=‖ρa � â, то для любой
функции u ∈ E1,2

q,p,β справедливо неравенство

‖∂tu,D2u‖Eq,p,β
� N‖L0u‖Eq,p,β

+N‖u‖Eq,p,β
, (7.44)

где N = N(d, δ, p, q, β, ρa).

Замечание 7.6. Было бы желательно исключить ρa из аргументов множителя ‖L0u‖Eq,p,β
в

(7.44), как это происходит в несколько похожей эллиптической ситуации из леммы 1.7.

Далее, как уже неоднократно выше, мы используем идею Агмона и интерполяционную лемму
6.7 для рассмотрения L0 − λ. Относительно членов первого порядка заметим, что для функции
ζ ∈ C∞

0 (2C1) такой, что ζ = 1 на C1, в силу замечания 6.4 при ρ � 1 и u ∈ C∞
0 получаем

ρβ‖biDiu‖Lq,p(Cρ) � ‖ζbiDi(ζu)‖Ėq,p,β(Cρ)
� N‖b‖Eqβ,pβ,1

‖u‖E1,2
q,p,β

,

откуда следует
‖biDu‖Eq,p,β

� N‖b‖Eqβ,pβ,1
‖u‖E1,2

q,p,β
. (7.45)

Следует подчеркнуть, что в замечании 6.4 смешанная норма фигурирует в ином порядке, чем
в данном параграфе. Однако простым воспроизведением рассуждений, приводящих к замечанию
6.4, убеждаемся в его справедливости в нашем случае. Мы делали несколько замечаний по этому
поводу.

Рассматривая срезанные усреднения для u ∈ E1,2
q,p,β , мы распространяем (7.45) на все функции

u ∈ E1,2
q,p,β. Таким образом, мы приходим к приведенной ниже априорной оценке. Заметим, что в

норме b стоит единица.

Теорема 7.14. Существуют â = â(d, δ, p, q, β) > 0, b̂ = b̂(d, δ, p, q, β, ρa) > 0, λ0 = λ̂(d, δ, p, q,

β, ρa) > 0, N = N(d, δ, p, q, β, ρa) такие, что если a
=‖
ρa � â, bqβ,pβ,1 � b̂, то для любых u ∈ E1,2

q,p,β

и λ � λ0
‖λu,

√
λDu, ∂tu,D

2u‖Eq,p,β
� N‖f‖Eq,p,β

, (7.46)

где f = L0u+ b
iDiu−λu. Кроме того, для любых f ∈ Eq,p,β и λ � λ0 существует единственная

функция u ∈ E1,2
q,p,β такая, что в R

d+1 имеем

L0u+ biDiu− λu = f.

Доказательство. Для доказательства существования решения мы используем метод непре-
рывности. Ввиду априорной оценки (7.46), чтобы этот метод работал, достаточно доказать разре-
шимость уравнения теплопроводности

∂tu+Δu− λu = f.

Если f ограничена и каждая ее производная ограничена, решение u допускает явное представле-
ние, ограничена и имеет ограниченные производные. Поэтому u принадлежит E1,2

q,p,β и допускает
оценку (7.46). В общем случае f ∈ Eq,p,β достаточно воспользоваться усреднениями и повторить с
очевидными модификациями соответствующие аргументы в доказательстве теоремы 2.6. �

В следующей теореме мы дополнительно локализуем условия на b. Напомним, что ρb ∈ (0, 1].

Теорема 7.15. Существуют â = â(d, δ, p, q, β) > 0, b̂ = b̂(d, δ, p, q, β, ρa) > 0, λ0 = λ̂(d, δ, p,q,β,ρa) >
0, N = N(d, δ, p, q, β, ρa) такие, что если λ � λ0ρ

−2
b и a=‖ρa � â, bqβ,pβ,ρb � b̂, то для любой

u ∈ E1,2
q,p,β

‖λu,
√
λDu, ∂tu,D

2u‖Eq,p,β
� Nρ−αb ‖f‖Eq,p,β

, (7.47)

где f = L0u+b
iDiu−λu, α = d+2+β−d/p−2/q. Кроме того, для любых f ∈ Eq,p,β и λ � λ0ρ

−2
b

существует единственная функция u ∈ E1,2
q,p,β такая, что в R

d+1

L0u+ biDiu− λu = f.
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Доказательство. В силу теоремы 7.14, наши утверждения верны, если ρb = 1. Затем, распо-
лагая (7.47) для ρb = 1, при ρb < 1 мы выполним параболическое растяжение (не влияющее на
a
=‖
ρa � â) и видим, что для λ � λ0ρ

−2
b , где λ0 взято из теоремы 7.14,

sup
ρ�ρb

ρβ sup
C∈Cρ

–‖λu,
√
λDu, ∂tu,D

2u‖Lq,p(C)

� N(d, δ, p, q, β, ρa) sup
ρ�ρb

ρβ sup
C∈Cρ

–‖f‖Lq,p(C) � N(d, δ, p, q, β, ρa)‖f‖Eq,p,β
. (7.48)

В силу замечания 7.5, левая часть (7.48), умноженная на N(d)ρ−αb , мажорирует левую часть (7.47).
Это доказывает теорему. �

Замечание 7.7. В этой теореме b может быть ограниченной. Кроме того, функция (7.32),
обозначим ее через g, принадлежит, например, Ep,p,β при условии 1 < p < d + 2, так что, если
|b| = cg с достаточно малым c, то выбор такого b будет допустимым в теореме 7.15 при ρb = 1 и
подходящем β.

Действительно, если |x|,√|t| � 2ρ, то Cρ(t, x) ⊂ (−5ρ2, 5ρ2)×B3ρ и

ρd+2 –‖g‖pLp,p(Cρ(t,x))
= N‖g‖pLp,p(Cρ(t,x))

� N

∫
B3ρ

∫ 5ρ2

0

1

(|x|+√
t)p

dt dx

= Nρd+2−p
∫
|y|<3

|y|2−p
∫ 5/|y|2

0

dt

(1 +
√
t)p

dy.

Последний множитель Nρd+2−p конечен, если p > 2, поскольку∫ ∞

0

dt

(1 +
√
t)p

<∞

и 2− p > −d. Он также, очевидно, конечный, если p ∈ (1, 2].

В случае max(|x|,√|t|) � 2ρ для (s, y) ∈ Cρ(t, x)

|y|+
√
|s| � max(|y|,

√
|s|) � max(|x|,

√
|t|)−max(|x− y|,

√
|t− s|) � ρ.

Мы видим, что в обоих случаях –‖g‖Lp,p(Cρ(t,x)) � Nρ−1.

Замечание 7.8. Все сказанное в данном параграфе остается справедливым, если мы пойдем
традиционным путем при определении пространств со смешанной нормой, интегрируя сначала по
x и затем по t. Однако имеются случаи, когда (7.41) выполняется и

sup
ρ�1,C∈Cρ

ρ –‖b‖Lqβ,pβ(C) <∞, sup
ρ�1,C∈Cρ

ρ –‖b‖Lpβ,qβ(C) = ∞. (7.49)

Таким образом, построение теории разрешимости в Lq,p,β вполне оправдано.
Например, пусть p, q, β > 1 такие, что β � d/p + 2/q, 2 � qβ < pβ < d + 1. Положим

p0 = βp, q0 = βq, и пусть b такое, что

|b(t, x)| = f(t, x) := It>0|x|−1
∣∣∣√t|x| − 1

∣∣∣−1/p0
.

Заметим, что для любой константы λ > 0 имеем f(λ2t, λx) = λ−1f(t, x), откуда следует, что для
любого Cr(t, x)

–‖f‖Lq0,p0 (Cr(t,x)) = r−1 –‖f‖Lq0,p0(C1(t/r2,x/r)). (7.50)

Далее, ∫ 1

0

|f(t, x)|q0 dt = |x|2−q0
∫ 1/|x|2

0

|√s− 1|−q/p ds =: |x|2−q0J(1/|x|2).

Здесь q/p < 1, так что особенность в J интегрируема и J(t) ∼ t1−q/(2p) при t → ∞, откуда
получаем J(t) � Nt1−q/(2p). Следовательно,(∫ 1

0

|f(t, x)|q0 dt
)1/q0

� N |x|1/p0−1,
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где N не зависит от x и, так как 1 − p0 > −d, правая часть в степени p0 суммируема по B1. с
учетом (7.50) получаем

–‖f‖Lqβ,pβ(Cr) � Nr−1 r > 0. (7.51)

Если t > 0 и ρ(t, x) � 3r, то

–‖f‖Lqβ,pβ(Cr(t,x)) � N –‖f‖Lqβ,pβ(C4r) � Nr−1.

В случае t > 0 и ρ(t, x) > 3r, мы воспользуемся (7.50) что приводит к

–‖f‖Lqβ,pβ(Cr(t,x)) = r−1 –‖f‖Lqβ,pβ(C1(˜t,x̃))
= Nr−1‖f‖Lqβ,pβ(C1(˜t,x̃))

, (7.52)

где t̃ = t/r2, x̃ = x/r, так что ρ(t̃, x̃) > 3. Разделим этот случай на два подслучая A t̃ > 1 и B
|x̃| > 2.

В случае A ∫
˜t+1

˜t

|f(t, x)|q0 dt = |x|2−q0
∫ (˜t+1)/|x|2

˜t/|x|2
|√s− 1|−q/p ds

= I
˜t>|x|2 ...+ I

˜t�|x|2 ... = J1 + J2 � J1 + J(2).

Кроме того, J1(t̃) имеет отрицательную производную при t̃ > |x|2. Поэтому

J1 � |x|2−q0
∫ 2/|x|2

1

|√s− 1|−q/p ds.

Как и выше, отсюда следует( ∫
˜t+1

˜t

|f(t, x)|q0 dt
)1/q0

� N |x|1/p0−1 +N,

где интегралы по единичным шарам в правой части в степени p0 мажорируются конечной кон-
стантой. Это дает требуемую оценку левой части (7.52) в случае A.

В случае B рассуждаем таким же образом, но с учетом неравенства |x| � 1 на B1(x̃)

Наконец, заметим, что для t ∈ (0, 1)∫
|x|�1

fp0(t, x) dx = N

∫ 1

0

ρd−1−p0
∣∣∣√t
ρ

− 1
∣∣∣−1

dρ = ∞.

Это доказывает второе соотношение в (7.49).
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ОБ ОПЕРАТОРЕ ПЕРИОДИЗАЦИИ В ПРОСТРАНСТВЕ
ГЕЛЬФАНДА — ШИЛОВА ТИПА S

Рассматривается пространство Гельфанда — Шилова Sψ типа S, образованное с
помощью счетного семейства ψ раздельно радиальных весовых функций в Rn. При
определенных необременительных условиях на ψ оператор периодизации действует
непрерывно из Sψ в пространство периодических ультрадифференцируемых функ-
ций типа Румье. Найдены достаточные условия на семейство ψ, гарантирующие
сюръективность оператора периодизации. Библиография: 17 назв.

В середине 1950-х годов Гельфанд и Шилов [1]–[3] в ходе изучения проблемы единственности
и корректности задачи Коши для уравнений в частных производных ввели в рассмотрение про-
странства типа S бесконечно дифференцируемых функций в Rn, ставшие, наряду с пространством
Шварца быстро убывающих бесконечно дифференцируемых функций, одним из центральных объ-
ектов теории обобщенных функций, теории дифференциальных уравнений в частных производных
и нашедшие впоследствии значительные применения в теории псевдодифференциальных операто-
ров и математической физике. Существенное развитие теория пространств типа S и теория пре-
образования Фурье в них получила в работах Соловьева [4] при изучении проблем нелокальной
теории поля. На основе достаточно общего подхода к определению пространств типа S ряд задач
анализа Фурье и теории операторов в них изучался в [5, 6]. В частности, в одном из введен-
ных пространств типа S, а именно, пространстве Sψ (прототипом которого является пространство
Гельфанда — Шилова типа Sβ), образованном с помощью семейства ψ раздельно радиальных
выпуклых весовых функций в Rn, был определен оператор периодизации. В [6, теорема 5] пока-
зано, что этот оператор действует непрерывно из рассматриваемого пространства в пространство
J(H) периодических ультрадифференцируемых функций типа Румье, построенному по семейству
H раздельно радиальных выпуклых функций в Rn (полное определение Sψ и J(H) дано в § 2).

Основная цель данной работы — найти условия на семейство ψ раздельно радиальных весовых
функций в Rn, определяющее пространство Sψ, при которых оператор периодизации будет сюръ-
ективным. Изучение этой задачи привело, в частности, к исследованиям Мальявена [7], который
рассматривал следующую задачу. Пусть M = (Mk)

∞
k=0 — логарифмически выпуклая последова-

тельность положительных чисел Mk и CM (I) — класс функций f ∈ C∞(I) на интервале I ⊆ R

таких, что при некоторых cf > 0 и Qf > 0

|f (k)(x)| � cfQ
k
fMk, x ∈ I, k = 0, 1, . . . .

Мальявен доказал, что если последовательность (Ak)
∞
k=0, где Ak = (Mk/k!)

1/k, является почти
возрастающей, т.е. при некотором C > 0 имеем Ak � CAm для k � m, то алгебра CM (I) обладает
следующим свойством: если f ∈ CM (I) и inf

x∈I
|f(x)| > 0, то 1/f ∈ CM (I). Рассуждения Мальявена

использованы в § 2 при рассмотрении подобной задачи в пространстве J(H). Кроме того, нам
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понадобились результаты по квазианалитичности в случае многих переменных, которые приве-
дены в § 3. Достаточное условие сюръективности оператора периодизации, рассматриваемого на
пространстве Sψ, сформулировано в терминах ограничений на семейство ψ в § 4.

1. Обозначения и определения

Для α = (α1, . . . , αn) ∈ Zn+, x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn полагаем |α| = α1+ . . .+αn, α! = α1! · · ·αn!,
xα = xα1

1 · · ·xαn
n , Dα = ∂|α|

∂x
α1
1 ···∂xαn

n
. Для α = (α1, . . . , αn) и β = (β1, . . . , βn) ∈ Zn+ обозначение

α � β означает, что αj � βj , j = 1, 2, . . . , n. В этом случае Cαβ :=
n∏
j=1

C
αj

βj
. Для t � 0 введем

обозначения t+ = max(t, 1) и ln+ t = ln t+. По произвольной функции g : X → R, где Zn ⊆ X ⊆
Rn, определим функцию g∗ : Rn → [−∞,+∞] по правилу g∗(x) = sup

α∈Zn

(〈α, x〉 − g(α)), x ∈ Rn.

Преобразование Юнга — Фенхеля функции g : Rn → [−∞,+∞] есть функция g̃ : Rn → [−∞,+∞],
определяемая по формуле

g̃(x) = sup
y∈Rn

(〈x, y〉 − g(y)).

Обозначим через Ω совокупность всех семейств ω = {ων}∞ν=1, состоящих из функций ων : Zn+ →
[0,∞) таких, что для любого ν ∈ N

(i1) существуют зависящие от ων числа a1 � 0, a2 > 0 такие, что ων(α) � a1 + a2|α|, α ∈ Zn+,
(i2) ων+1(α) � ων(α) для любого α ∈ Zn+ и lim

|α|→+∞
(ων+1(α)− ων(α)) = +∞.

2. Определение пространств Sψ и J(H).
Аналог результата Мальявена в пространстве J(H).

2.1. Пространство Гельфанда — Шилова Sψ. По семейству ψ = {ψν}∞ν=1 ∈ Ω определим
пространство Sψ . Вначале по ν ∈ N, m ∈ Z+ введем пространство

Sψν
m =

{
f ∈ C∞(Rn) : ρm,ν(f) = sup

x∈Rn,α∈Zn
+

(1 + ‖x‖)m|(Dαf)(x)|
eψν(α)

<∞
}
.

Пусть Sψν :=
∞⋂
m=0

Sψν
m . Наделим Sψν топологией, определяемой семейством норм ρm,ν , m ∈ Z+.

Пусть Sψ = lim−→Sψν — внутренний индуктивный предел пространств Sψν .

Пространство Sψ построено по аналогии с пространством Гельфанда — Шилова Sβ [2, 3].
Свойства функций из Sψ и их преобразования Фурье изучались в [5, 6].

2.2. Пространство периодических ультрадифференцируемых функций типа Румье в
Rn. Пусть C∞

2π(R
n) — пространство 2π-периодических по каждой переменной бесконечно диф-

ференцируемых в Rn функций и H = {hν}∞ν=1 — произвольное семейство выпуклых функций
hν : Rn → [0,∞), hν(0) = 0, таких, что для любого ν ∈ N

(j1) hν(x) = hν(|x1|, . . . , |xn|), x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn,

(j2) lim
x→∞

hν(x)

‖x‖ = +∞,

(j3) hν+1(x) � hν(x) для любого x ∈ Rn и lim
x→∞(hν+1(x) − hν(x)) = +∞.

Определим J(H) как внутренний индуктивный предел нормированных пространств

J(hν) =
{
f ∈ C∞

2π(R
n) : Nν(f) = sup

x∈Rn,α∈Zn
+

|(Dαf)(x)|
ehν(α)

<∞
}
, ν ∈ N.

Пространство J(H) можно отнести к классу пространств ультрадифференцируемых функций ти-
па Румье в Rn (см., например, [8]–[10]). При дополнительных предположениях о семействе H
эквивалентные описания можно найти в [6, 11].

Отметим, что если семейство H выпуклых функций hν : Rn → [0,∞), hν(0) = 0, таково, что
(j4) для каждого ν ∈ N найдутся числа dν � 0 и τ = τν ∈ Z+ такие, что hν(α) + hν(β) �

hν+τ (α+ β) + dν , α, β ∈ Zn+,
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(j5) существует σ > 0 такое, что для каждого ν ∈ N найдется число lν > 0 такое, что для
любого α ∈ Zn+ справедливо неравенство lν + σ|α|+ hν(α) � hν+1(α), то J(H) является алгеброй.

Действительно, пусть f, g ∈ J(H). Тогда f, g ∈ J(hν) при некотором ν ∈ N. Следовательно,
для любого α ∈ Zn+

|Dα(f(x)g(x))| �
∑

β∈Zn
+, β�α

Cβα |(Dβf)(x)||(Dα−βg)(x)| � Nν(f)Nν(g)
∑

β∈Zn
+, β�α

Cβαe
hν(β)ehν(α−β).

Используя последовательно условия (j4) и (j5), получим, что при некоторых ν1 ∈ N и C > 0

|Dα(f(x)g(x))| � Cehν1(α), x ∈ Rn, α ∈ Zn+.

Значит, f · g ∈ J(H).
Легко проверяется, что если u : [0,∞) — выпуклая неубывающая функция такая, что u(0) = 0

и lim
x→+∞

u(x)

x
= +∞, то совокупность функций

(1) hν(x) = ν
n∑
k=1

|xk|+ u(
n∑
k=1

|xk|),

(2) hν(x) = ν
n∑
k=1

|xk|+ u(|x1|) + · · ·+ u(|xn|),

(3) hν(x) = ν
n∑
k=1

|xk|+ u(
j∑

k=1

|xk|) + u(
n∑

k=j+1

|xk|), j = 1, . . . , n− 1,

где x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, удовлетворяет условиям на семейство H и условиям (j4) и (j5).
Отметим также, что в случае n = 1 условие (j4) выполняется с τν = 0 и dν = 0.
Доказательство следующего утверждения следует рассуждениям Мальявена [7, п. 4] (см.

также [12]) и приведено здесь для полноты изложения.

Предложение 2.1. Пусть функции из H = {hν}∞ν=1 удовлетворяют (j5) и следующему
условию:

(j6) для любого ν ∈ N функция Aν : α ∈ Zn+ →
(
ehν (α)

α!

) 1

|α|+ обладает следующим свойством:
существует Mν > 0 такое, что для всех α, β ∈ Zn+, α � β, справедливо неравенство Aν(α) �
MνAν(β).
Пусть f ∈ J(H) и m = inf

x∈Rn
|f(x)| > 0. Тогда 1/f ∈ J(H).

Доказательство. Пусть f ∈ J(H). Тогда f ∈ J(hν) для некоторого ν ∈ N. Значит, при
некотором c > 0

|(Dαf)(x)| � cehν(α), x ∈ Rn, α ∈ Zn+.

Выберем ε ∈ (0, 1) так, что 2cεn = m(1 − ε)n. Для каждого α ∈ Zn+ выберем число rα так, что
MνAν(α)rα = ε. Пусть β ∈ Zn+ и x∗ ∈ Rn произвольные. Рассмотрим функцию

Q(z) =
∑

α∈Zn
+:α�β

(Dαf)(x∗)
α!

zα, z ∈ Cn.

Для любого α ∈ Zn+ с условием α � β и любого x ∈ Rn

|(Dαf)(x)|
α!

� c(Aν(α))
|α| � c(MνAν(β))

|α|.

Cледовательно, для z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn, |zj | � rβ , j = 1, . . . , n,

|Q(z)| � m− c
∑

α∈Zn
+:α�β,|α|>0

(MνAν(β)rβ)
|α| = m− c

∑
α∈Zn

+:α�β,|α|>0

ε|α| > m− c
( ε

1− ε

)n
.

Отсюда в силу выбора ε получим, что для рассматриваемых z = (z1, . . . , zn)

|Q(z)| � m

2
. (2.1)
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Так как для каждого α � β
(Dαf)(x∗) = (DαQ)(0),

имеем (
Dβ 1

f

)
(x∗) =

(
Dβ 1

Q
)(0).

Таким образом, (
Dβ 1

f

)
(x∗) =

β!

(2πi)n

∫
|ζ1|=rβ

. . .

∫
|ζn|=rβ

dζ1 · · · dζn
Q(ζ)ζβ+1

.

В силу (2.1) ∣∣∣(Dβ 1

f

)
(x∗)

∣∣∣ � 2β!

mr
|β|
β

=
2M

|β|
ν ehν(β)

mε|β|
.

Принимая во внимание условие (j5), найдем постоянные c1 > 0 и ν1 ∈ N такие, что∣∣∣(Dβ 1

f

)
(x∗)

∣∣∣ � c1e
hν1(β), β ∈ Zn+.

Следовательно, 1/f ∈ J(H). �

Замечание 2.1. В доказательстве предложения 2.1 выпуклость функций семейства H не
использовалась.

3. О квазианалитичности II

В [14] класс функций назван квазианалитическим II, если в нем отсутствует нетривиальная
финитная функция, т.е. функция, отличная от тождественного нуля и равная нулю всюду вне
какой-нибудь ограниченной области.

Пусть L — некоторая (достаточно быстро растущая) положительная функция на Zn+. Она
порождает класс CD(L) всех бесконечно дифференцируемых в области D ⊆ Rn функций f таких,
что для любого компактного множества K ⊂ D найдутся положительные числа A и C такие, что

|(Dαf)(x)| � CA|α|L(α), x ∈ K, α ∈ Zn+.

По L образуем последовательность чисел Lm = sup
t>0

inf
α∈Zn

+

tm−|α|Lα, m ∈ Z+. Определим функцию

θ(r) = sup
α∈Zn

+

(|α| ln r − lnL(α)), r > 0.

Известен следующий результат [15]–[17].

Теорема A 1. Класс CD(L) является квазианалитическим II тогда и только тогда, когда
∞∑
m=1

Lm

Lm+1

= ∞,

или тогда и только тогда, когда
∞∫
0

θ(r)

1 + r2
dr = ∞.

Найдем вид элементов последовательности (Lm)∞m=0 в двух простейших случаях.

Случай 1. Пусть функция L задана по правилу α ∈ Zn+ → eh(|α|), где функция h : R → [0,∞)

четная и выпуклая, lim
x→∞

h(x)

|x| = +∞ и h(0) = 0. Тогда для всех m ∈ Z+

Lm = sup
t>0

inf
α∈Zn

+

tm−|α|eh(|α|) = sup
t>0

(tm exp(− sup
k∈Z+

(k ln t− h(k)))).

Учтем, что sup
k∈Z+

(k ln t− h(k)) = 0 для t ∈ (0, 1). Поэтому для любого t > 0 справедливо равенство

sup
k∈Z+

(k ln t− h(k)) = sup
k∈Z+

(k ln t+ − h(k)). Ввиду четности функции h для t > 0 имеем sup
k∈Z+

(k ln t−
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h(k)) = sup
k∈Z

(k ln t+ − h(k)) = h∗(ln t+). Таким образом, Lm = exp
{
sup
t>0

(m ln t− h∗(ln t+))
}
. Далее,

отметим, что

sup
t>0

(m ln t− h∗(ln t+)) = max( sup
t∈(0,1)

(m ln t− h∗(ln t+)), sup
t�1

(m ln t− h∗(ln t+)))

= max( sup
t∈(0,1)

(m ln t− h∗(0)), sup
t�1

(m ln t− h∗(ln t))) = max( sup
t∈(0,1)

(m ln t), sup
t�1

(m ln t− h∗(ln t)))

=max(0, sup
t�1

(m ln t− h∗(ln t)))=sup
t�1

(m ln t− h∗(ln t))=sup
ξ�0

(mξ − h∗(ξ))=sup
ξ∈R

(mξ − h∗(ξ))=h(m).

Итак, в первом случае Lm = eh(m), m ∈ Z+.

Случай 2. Предположим, что функция L не убывает по каждой переменной на Zn+, L(0) = 1
и lim

‖α‖→∞
(lnL(α))/‖α‖ = +∞. Положим l(α) := lnL(α) для α ∈ Zn+. Отметим, что функция θ

принимает конечные значения и неотрицательна на (0,∞). Далее, для любого m ∈ Z+

Lm = sup
t>0

tm inf
α∈Zn

+

el(α)

t|α|
= sup

t>0
tm exp{− sup

α∈Zn
+

(|α| ln t− l(α))}

= exp{sup
t>0

(m ln t− θ(t))} = exp{sup
ξ∈R

(mξ − θ(eξ))} = exp{(θ̃(eξ))(m)}.

4. Об операторе периодизации в Sψ

Отметим, что если f ∈ S(Rn), то для любого β ∈ Zn+ ряд
∑
α∈Zn

(Dβf)(x + 2πα) сходится

равномерно на компактных подмножествах Rn. Поэтому его сумма принадлежит классу C∞(Rn)
и является 2π-периодической по каждой переменной функцией.

Определение 4.1. Для ψ = {ψν}∞ν=1 ∈ Ω определим на Sψ оператор периодизации

(Pf)(x) =
∑
α∈Zn

f(x+ 2πα), x ∈ Rn.

В [6] доказана следующая теорема.

Теорема B 1. Пусть семейство H = {hν}∞ν=1 выпуклых функций hν : Rn → [0,∞), hν(0) = 0,
помимо (j1)–(j3) удовлетворяет следующим условиям:

(j7) для любого ν ∈ N существует cν > 0 такое, что hν(α+ β) � cν + hν+1(α), для α ∈ Zn+,
β ∈ Zn+ ∩ [0, 1]n,

(j8) для любых ν,m ∈ N найдется число cν,m > 0 такое, что hν+1(α) � cν,m + hν(α) +
n∑
k=1

m ln(1 + αk), α = (α1, . . . , αn) ∈ Zn+.

Пусть семейство ψ состоит из функций ψν := hν |Zn
+
, ν = 1, 2, . . .. Тогда оператор P

действует из Sψ в J(H) и является непрерывным.

Замечание 4.1. В условиях теоремы B в [6] показано, что для f ∈ Sψ

(Pf)(x) =
1

(
√
2π)n

∑
α∈Zn

f̂(−α)ei〈α,x〉, x ∈ Rn,

где

f̂(α) =
1

(
√
2π)n

∫
Rn

f(ξ)ei〈α,ξ〉 dξ, α ∈ Zn,

т.е. ∑
α∈Zn

f(x+ 2πα) =
1

(
√
2π)n

∑
α∈Zn

f̂(−α)ei〈α,x〉, x ∈ Rn.

Таким образом, формула суммирования Пуассона принимает вид∑
α∈Zn

f(2πα) =
1

(
√
2π)n

∑
α∈Zn

f̂(−α).
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Определение 4.2. Пусть (exphν) — отображение, сопоставляющее каждому α ∈ Zn+ число
ehν(α).

Теорема 4.1. Пусть семейство H = {hν}∞ν=1 выпуклых функций hν : Rn → [0,∞) с hν(0) = 0
удовлетворяет (j1)–(j7) и следующему условию:

(j9) при некотором ν0 ∈ N ряд
∞∑
m=1

(exphν0)m
(exphν0)m+1

сходится.

Пусть ψ = {ψν := hν |Zn
+
}∞ν=1. Тогда P действует из Sψ в J(H) сюръективно.

Доказательство. Пусть Ω1 = (−2π, 2π)n, Ω2 = (−π/4, π/4)n, W = [−π, π]n. В силу условия
(j9) по теореме A существует нетривиальная бесконечно дифференцируемая в Rn функция η0 с
носителем в Ω2 такая, что для любого компактного множества K ⊂ Ω2 найдутся положительные
числа AK и BK такие, что |(Dαη0)(x)| � AKB

|α|
K eψν0(α), x ∈ K, α ∈ Zn+. Пусть точка x0 ∈ Ω2

такова, что η0(x0) �= 0. Тогда x0 принадлежит некоторой компоненте U открытого множества V
точек, в которых η0 отлична от нуля. Образуем функцию η1 в Rn, совпадающую в U с η0 и равную
нулю вне U . Для функции η1 имеем

|(Dαη1)(x)| � AUB
|α|
U
eψν0(α), x ∈ Rn, α ∈ Zn+.

Определим функцию u(x) := η1(x+x0)η1(x+ x0), x ∈ Rn. Функция u неотрицательная бесконечно
дифференцируемая Rn с носителем в Ω3 = (−π/2, π/2)n. Для любых x ∈ Rn, α ∈ Zn+ (используя
в конце условие (j4)) имеем

|(Dαu)(x)| �
∑

j∈Zn
+:j�α

Cjα|(Djη1)(x+ x0)||(Dα−jη1)(x + x0)|

� A2
U
B

|α|
U

∑
j∈Zn

+:j�α
Cjαe

ψν0(j)+ψν0 (α−j) � A2
U
(2BU )

|α|eψν0+τν0
(α).

В силу условия (j5) можно найти c1 > 0 и ν1 ∈ N такие, что

|(Dαu)(x)| � c1e
ψν1(α), x ∈ Rn, α ∈ Zn+. (4.1)

Положим m := u(0)
2 . Выберем δ ∈ (0, π2 ) так, что u(x) � m, ‖x‖ � δ. Покроем W открытыми

шарами Bδ(ξ) = {t ∈ Rn : ‖t− ξ‖ < δ} с центрами в точках ξ ∈ W радиуса δ. Выделим конечное

число шаров Bδ(ξp), покрывающих W , p = 1, . . . , N . Пусть Wδ =
N⋃
p=1

(W + Bδ(ξp)). Определим

функцию

v(x) =

N∑
p=1

u(x− ξp), x ∈ Rn.

Отметим, что v ∈ C∞
0 (Rn), v(x) � m для x ∈ Wδ и supp v ⊂ Ω. Ввиду (4.1)

|(Dαv)(x)| � c2e
ψν1(α), x ∈ Rn, α ∈ Zn+, (4.2)

где c2 = Nc1. Положим
g(x) =

∑
α∈Zn

v(x+ 2πα), x ∈ Rn.

Отметим, что g ∈ C∞
2π(R

n), g(x) � m для любой точки x ∈ Rn и при некотором c3 > 0

|(Dαg)(x)| � c3e
ψν1(α), x ∈ Rn, α ∈ Zn+.

Тогда согласно предложению 2.1 функция 1/g принадлежит J(H). Положим μ(x) = v(x)/g(x),
x ∈ Rn. Пользуясь неравенством (4.2), включением 1/g ∈ J(H) и условием (j4), получим, что при
некоторых c4 > 0 и ν2 ∈ N

|(Dβμ)(x)| � c4e
ψν2(β), β ∈ Zn+, x ∈ Rn.

Отметим, что μ ∈ C∞
0 (Rn), supp μ ⊂ Ω1. Таким образом, μ ∈ Sψ . Кроме того,∑

α∈Zn

μ(x+ 2πα) = 1, x ∈ Rn.
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Пусть теперь ϕ ∈ J(H). Тогда f(x) = ϕ(x)μ(x) ∈ Sψ . Действительно, для любых β ∈ Zn+ и
x ∈ Rn при некотором ν3 ∈ N

|(Dβf)(x)| �
∑

j∈Zn
+:j�β

Cjβ |(Djμ)(x)||(Dβ−jϕ)(x)| � c4Nν3(ϕ)
∑

j∈Zn
+:j�β

Cjβe
ψν3(j)ehν3(β−j).

Продолжив эту оценку с помощью условия (j4), получим, что при некоторых ν4 ∈ N и c5 > 0
справедливо неравенство |(Dβf)(x)| � c52

|β|ehν4(β). Окончательно, воспользовавшись условием
(j5), при некоторых ν5 ∈ N и c6 > 0 получаем |(Dβf(x)| � c6e

hν5(β). Учтем, что supp f ⊂ Ω1.
Поэтому f ∈ Sψ. Кроме того, для любой точки x ∈ Rn

P (f)(x) =
∑
α∈Zn

ϕ(x+ 2πα)μ(x + 2πα) = ϕ(x)
∑
α∈Zn

μ(x+ 2πα) = ϕ(x).

Теорема доказана. �
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Acad. Sci. Paris 232, 1178–1180 (1951).
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