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ÊÐÈÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÑËÓ×ÀÉ

Èçó÷åíà çàäà÷à óñðåäíåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â îáëàñòè, ïåðôîðèðîâàííîé âäîëü ìíîãî-
îáðàçèÿ ñ äèíàìè÷åñêèì êðàåâûì óñëîâèåì Ñèíüîðèíè íà ãðàíèöå ïåðôîðàöèé (÷àñòèö),
ñîäåðæàùèì ïàðàìåòð ε−γ . Ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé, êîãäà ïåðôîðàöèè (÷àñòèöû) èìåþò
ïðîèçâîëüíóþ ôîðìó è âñå ïàðàìåòðû çàäà÷è ïðèíèìàþò êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå. Îñíîâ-
íîé ðåçóëüòàò � âûâîä è îáîñíîâàíèå óñðåäíåííîé ìîäåëè, ñîäåðæàùåé íîâûé íåëîêàëüíûé
íåëèíåéíûé îïåðàòîð, íàçâàííûé ñòðàííûì îïåðàòîðîì. Áèáëèîãðàôèÿ: 14 íàçâ.

1. Ââåäåíèå

Äàííàÿ ðàáîòà ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèÿ, ïðîâåäåííûå â [1, 2] íà ñëó÷àé îáëàñòè Ωε, ïåðôî-
ðèðîâàííîé âäîëü (n − 1)�ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ γ. Íà äàííóþ îáëàñòü ìîæíî ñìîòðåòü êàê
íà âíåøíîñòü ÷àñòèö, ïîïàâøèõ â îáëàñòü è ðàñïîëîæåííûõ ε�ïåðèîäè÷åñêè âäîëü ìíîãîîáðà-
çèÿ γ ⊂ Ω. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷àñòèöû èìåþò ïðîèçâîëüíóþ ôîðìó è çàäàíû êàê ìíîæåñòâà
âèäà aεG0 + εj, ãäå j � âåêòîð ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè, G0 � îáëàñòü, ïðèíàäëåæà-
ùàÿ åäèíè÷íîìó êóáó (−1/2, 1/2)n. Íà ãðàíèöå ýòèõ ìíîæåñòâ çàäàåòñÿ äèíàìè÷åñêîå êðàå-
âîå óñëîâèå Ñèíüîðèíè âèäà uε > 0, ε−k∂tuε + ∂νuε > 0, uε(ε

−k∂tuε + ∂νuε) = 0. Â öèëèíäðå
QTε = Ωε × (0, T ) ôóíêöèÿ uε(x, t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ïóàññîíà −∆xuε(x, t) = f(x, t). Íà
ãðàíèöå ∂Ω × (0, T ) çàäàåòñÿ íóëåâîå óñëîâèå Äèðèõëå. Ìû ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó àñèìïòîòè-
÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ uε(x, t) ïðè ε → 0 â ñëó÷àå ¾êðèòè÷åñêîãî¿ çíà÷åíèÿ, âõîäÿùèõ
â çàäà÷ó ïàðàìåòðîâ, à èìåííî, ñ÷èòàåì, ÷òî aε = C0ε

α, α = k = (n− 1)/(n− 2). Â ðàáîòå
äîêàçàíî, ÷òî ïðè êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è, â óñðåäíåííîé ìîäåëè âîçíèêà-
åò, òàê íàçûâàåìûé ñòðàííûé ÷ëåí, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé íåëîêàëüíûé íåëèíåéíûé ìîíîòîí-
íûé îïåðàòîð H : L2(0, T ;L2(γ)) → L2(0, T ;L2(γ)). Çàìåòèì, ÷òî óñðåäíåíèå çàäà÷ â ïåðôî-
ðèðîâàííûõ îáëàñòÿõ ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè Ñèíüîðèíè íà ãðàíèöå ïåðôîðàöèé âèäà uε > 0,
∂νuε+ε

−kσ(x, uε) > 0, uε(∂νuε+ε
−kσ(x, uε)) = 0, ãäå σ(x, u) � ôóíêöèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåëèíåé-

íàÿ ïî u, äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åíî â [3]�[6]. Ïîñòðîåíèå ýôôåêòèâíûõ ìîäåëåé â ïåðôîðèðî-
âàííûõ îáëàñòÿõ, íà ãðàíèöå êîòîðûõ çàäàíî êëàññè÷åñêîå óñëîâèå Ñèíüîðèíè uε > 0, ∂νuε > 0,
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uε∂νuε = 0, ãäå ν çäåñü è âûøå � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ãðàíèöå, ðàññìîòðåíî â
[7]�[9].

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn, n > 3 ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Ω; γ = Ω∩{x1 = 0} ≠ ∅ �
÷àñòü (n − 1)�ìåðíîé ãèïåðïëîñêîñòè x1 = 0, ÿâëÿþùåéñÿ (n − 1)�ìåðíîé îáëàñòüþ â Rn−1,
Y = (−1/2, 1/2)n, G0 � ïîäîáëàñòü ñ ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé, ëåæàùàÿ â Y , G0 ⊂ Y è G0 �

çâåçäíàÿ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî øàðà T 0
ρ ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, ðàäèóñà ρ, T 0

ρ ⊂ G0.

Ïîëîæèì δB = {x|δ−1x ∈ B}, δ = const > 0. Ïóñòü ε > 0 � ìàëûé ïàðàìåòð. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Z′

ìíîæåñòâî âåêòîðîâ â Rn, z = (0, z2, . . . , zn), ãäå zj ∈ Z, j = 2, . . . , n. Ïóñòü aε = C0ε
(n−1)/(n−2),

C0 = const > 0. Ââåäåì ìíîæåñòâî

Gε =
∪
j∈Υε

Gjε,

ãäå Gjε = aεG0 + εj, j ∈ Υε = {z ∈ Z′
: ρ(∂Ω, Gzε) > 2ε}. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî |Υε| ∼= dε1−n,

d = const > 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç T jr (j ∈ Υε) øàð ñ öåíòðîì â òî÷êå P jε = εj ∈ γ ðàäèóñà r. Èìååì

Gjε ⊂ T jCaε ⊂ T jε/4 ⊂ Y jε = εY + εj,

C = const > 0. Ïîëîæèì Ω+ = Ω ∩ {x1 > 0}, Ω− = Ω ∩ {x1 < 0}, Ωε = Ω \ Gε, Sε =
∪

j∈Υε

∂Gjε,

∂Ωε = ∂Ω ∪ Sε, QTε = Ωε × (0, T ), STε = Sε × (0, T ), ΓT = ∂Ω× (0, T ).

Ââåäåì ìíîæåñòâà

Kε = {v ∈ H1(Ωε, ∂Ω) : v > 0 ï.â. x ∈ Sε},

Kε = {v ∈ L2(0, T ;H1(Ωε, ∂Ω)) : v(·, t) ∈ Kε ï.â. t ∈ [0, T ]}.

Â QTε ðàññìîòðèì çàäà÷ó

−∆xuε = f(x, t), (x, t) ∈ QTε ,

uε > 0, ε−k∂tuε + ∂νuε > 0, (x, t) ∈ STε ,

uε(ε
−k∂tuε + ∂νuε) = 0, (x, t) ∈ STε ,

uε(x, 0) = 0, x ∈ Sε,

uε(x, t) = 0, (x, t) ∈ ΓT ,

(2.1)

ãäå f ∈ H1(0, T ;L2(Ω)), ν � âåêòîð âíåøíåé åäèíè÷íîé íîðìàëè ê STε .

Êàê îáû÷íî, îáîçíà÷èì ÷åðåç H1(Ωε, ∂Ω) çàìûêàíèå â H
1(Ωε) ìíîæåñòâà áåñêîíå÷íî äèô-

ôåðåíöèðóåìûõ â Ωε ôóíêöèé, îáðàùàþùèõñÿ â íóëü â îêðåñòíîñòè ∂Ω.

Ñèëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (2.1) íàçîâåì ôóíêöèþ uε ∈ Kε, ó êîòîðîé ∂tuε ∈ L2(0, T ;L2(Sε)),
uε(x, 0) = 0, óäîâëåòâîðÿþùóþ íåðàâåíñòâó

ε−k
∫
ST
ε

∂tuε(φ− uε)dsdt+

∫
QT

ε

∇uε∇(φ− uε)dxdt >
∫
QT

ε

f(φ− uε)dxdt, (2.2)

ãäå φ � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò Kε. Íåðàâåíñòâî (2.2) ÿâëÿåòñÿ âàðèàöèîííîé ôîðìóëèðîâêîé
çàäà÷è (2.1).

Òåîðåìà 2.1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 çàäà÷à (2.1) èìååò åäèíñòâåííîå ñèëüíîå ðåøåíèå,

äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâû îöåíêè

∥uε∥L2(0,T ;H1(Ωε,∂Ω)) + ε−k/2∥uε∥C([0,T ];L2(Sε)) 6 K∥f∥L2(QT ),

ε−k/2∥∂tuε∥L2(0,T ;L2(Sε)) + ∥∇uε∥C([0,T ];L2(Ωε)) 6 K∥f∥H1(0,T ;L2(Ω)),
(2.3)

ãäå ïîñòîÿííàÿ K çäåñü è äàëåå íå çàâèñèò îò ε è f .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì øòðàôîâ [10]. Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ çà-
äà÷ó

−∆uδε = f(x, t), (x, t) ∈ QTε ,

ε−k∂tu
δ
ε + ∂νu

δ
ε + δ−1ε−k(uδε)

− = 0, (x, t) ∈ STε ,

uδε(x, 0) = 0, x ∈ Sε,

uδε(x, t) = 0, (x, t) ∈ ΓT ,

(2.4)

ãäå δ > 0 � ïàðàìåòð, u+ = sup(u, 0), u− = u− u+. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ σ(u) = u− ÿâëÿåòñÿ
ìîíîòîííîé è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó |σ(u)− σ(v)| 6 |u− v| äëÿ ëþáûõ u, v ∈ R.

Ôóíêöèþ uδε ∈ L2(0, T ;H1(Ωε, ∂Ω)) òàêóþ, ÷òî ∂tu
δ
ε ∈ L2(0, T ;L2(Sε)) è u

δ
ε(x, 0) = 0, íàçîâåì

ñèëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (2.4), åñëè âûïîëíåíî èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî

ε−k
∫
ST
ε

∂tu
δ
εvdsdt+

∫
QT

ε

∇uδε∇vdxdt+ δ−1ε−k
∫
ST
ε

(
uδε

)−
vdsdt =

∫
QT

ε

fvdxdt, (2.5)

ãäå v � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç L2(0, T ;H1(Ωε, ∂Ω)). Çàìåòèì, ÷òî çàäà÷à (2.4) ÿâëÿåòñÿ ÷àñò-
íûì ñëó÷àåì çàäà÷è (2.2) [11]. Ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ [11, òåîðåìà 2.1], âûâîäèì, ÷òî çàäà÷à (2.4)
èìååò åäèíñòâåííîå ñèëüíîå ðåøåíèå è äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâû îöåíêè (2.8) èç [11], êîòîðûå â
íàøåì ñëó÷àå èìåþò âèä

∥uδε∥L2(0,T ;H1(Ωε,∂Ω)) + ε−k/2 max
[0,T ]

∥uδε∥L2(Sε) 6 K∥f∥L2(QT ), (2.6)

ε−k/2∥
(
uδε

)−
∥L2(ST

ε ) 6 K
√
δ∥f∥L2(QT ), (2.7)

ε−k/2∥∂tuδε∥L2(ST
ε ) +max

[0,T ]
∥∇uδε∥L2(Ωε) 6 K∥f∥H1(0,T ;L2(Ω)). (2.8)

Èç (2.6)�(2.8) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ñîõðàíèì äëÿ íåå îáîçíà÷åíèå èñõîäíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè) ïðè δ → 0 èìååì

uδε ⇀ uε ñëàáî â L2(0, T ;H1(Ωε, ∂Ω)),

(uδε)
− → 0 â L2(0, T ;L2(Sε)),

∂tu
δ
ε ⇀ ∂tuε ñëàáî â L2(0, T ;L2(Sε)),

uδε ⇀ uε ñëàáî â L2(0, T ;L2(Sε)),

uδε(x, T )⇀ uε(x, T ) ñëàáî â L2(Sε).

(2.9)

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ uε ñïðàâåäëèâû îöåíêè, àíàëîãè÷íûå (2.6)�(2.8)

∥uε∥L2(0,T ;H1(Ωε,∂Ω)) + ε−k/2 max
[0,T ]

∥uε∥L2(Sε) 6 K∥f∥L2(QT ), (2.10)

ε−k/2∥∂tuε∥L2(ST
ε ) +max

[0,T ]
∥∇uε∥L2(Ωε) 6 K∥f∥H1(0,T ;L2(Ω)). (2.11)

Ïîêàæåì, ÷òî uε � ñèëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.1). Ïîëîæèì v = φ − uδε â (2.5), ãäå φ ∈ Kε.
Ïîëó÷èì

ε−k
∫
ST
ε

∂tu
δ
ε(φ− uδε)dsdt+

∫
QT

ε

∇uδε∇(φ− uδε)dxdt

+ ε−kδ−1

∫
ST
ε

(
uδε

)−
(φ− uδε)dsdt =

∫
QT

ε

f(φ− uδε)dxdt. (2.12)
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Â ñèëó (2.9)

lim
δ→0

ε−k
∫
ST
ε

∂tu
δ
εφdsdt = ε−k

∫
ST
ε

∂tuεφdsdt.

Êðîìå òîãî,

ε−k
∫
ST
ε

∂tuεuεdsdt =
ε−k

2
∥uε(x, T )∥2L2(Sε)

6 lim
δ→0

ε−k

2
∥uδε(x, T )∥2L2(Sε)

= lim
δ→0

ε−k
∫
ST
ε

∂tu
δ
εu
δ
εdsdt.

Èòàê,

lim
δ→0

ε−k
∫
ST
ε

∂tu
δ
ε(φ− uδε)dsdt 6 ε−k

∫
ST
ε

∂tuε(φ− uε)dsdt. (2.13)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ∥∇uε∥L2(QT
ε ) 6 lim

δ→0
∥∇uδε∥L2(QT

ε ), ïîëó÷èì

lim
δ→0

∫
QT

ε

∇uδε∇(φ− uδε)dxdt 6
∫
QT

ε

∇uε∇(φ− uε)dxdt. (2.14)

Äëÿ φ ∈ Kε èìååì ∫
ST
ε

(
uδε

)−
(φ− uδε)dsdt 6 0. (2.15)

Èç (2.12)�(2.15) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî (2.2) äëÿ uε ∈ Kε. �

Èçâåñòíî [13], ÷òî ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îïåðàòîð Pε : H
1(Ωε, ∂Ω) → H1

0 (Ω) òàêîé, ÷òî

∥Pεu∥H1
0 (Ω) 6 C∥u∥H1(Ωε,∂Ω), ∥∇Pε∥L2(Ω) 6 C∥∇u∥L2(Ωε), (2.16)

ãäå êîíñòàíòà C > 0 íå çàâèñèò îò ε. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ uε èìååì îöåíêó

∥Pεuε∥L2(0,T ;H1
0 (Ω)) 6 C. (2.17)

Èç ýòîé îöåíêè âûòåêàåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè (áóäåì îáîçíà÷àòü åå êàê
èñõîäíóþ) ïðè ε→ 0 èìååì

Pεuε ⇀ u0 ñëàáî â L2(0, T ;H1
0 (Ω)). (2.18)

3. Âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà ÿ÷åéêå

Äëÿ j ∈ Υε è ôóíêöèè φ(x, t) = ψ(x)η(t), ψ ∈ C∞(Ω), η ∈ C1[0, T ] ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëü-
íóþ çàäà÷ó ñ ïðåïÿòñòâèåì

∆xw
j
ε,φ = 0, x ∈ T jε/4 \G

j
ε, t ∈ (0, T ),

wjε,φ 6 φ(P jε , t), x ∈ ∂Gjε, t ∈ (0, T ),

∂νw
j
ε,φ 6 ε−k∂t(φ(P

j
ε , t)− wjε,φ), x ∈ ∂Gjε, t ∈ (0, T ),

(wjε,φ − φ(P jε , t))(∂νw
j
ε,φ − ε−k∂t(φ(P

j
ε , t)− wjε,φ)) = 0, x ∈ ∂Gjε, t ∈ (0, T ),

wjε,φ(x, t) = 0, x ∈ ∂T jε/4, t ∈ (0, T ),

wjε,φ(x, 0) = φ(P jε , 0), x ∈ ∂Gjε.

(3.1)

Ââåäåì ìíîæåñòâà

Kj
ε = {g ∈ H1(T jε/4 \G

j
ε, ∂T

j
ε/4) : g 6 φ(P jε , t) ï.â. íà ∂Gjε},

K j
ε = {g ∈ L2(0, T ;H1(T jε/4 \G

j
ε, ∂T

j
ε/4)) : g ∈ Kj

ε äëÿ ï.â. t ∈ [0, T ]}.
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Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ wjε,φ ∈ K j
ε ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (3.1), åñëè

∂tw
j
ε,φ ∈ L2(0, T ;L2(∂Gjε)), w

j
ε,φ(x, 0) = φ(P jε , 0) äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ ∂Gjε è âûïîëíÿåòñÿ âàðèàöè-

îííîå íåðàâåíñòâî

T∫
0

∫
T j
ε/4

\Gj
ε

∇wjε,φ∇(v − wjε,φ)dxdt > ε−k
T∫

0

∫
∂Gj

ε

∂t(φ(P
j
ε , t)− wjε,φ)(v − wjε,φ)dsdt, (3.2)

ãäå v � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç K j
ε .

Çàìåòèì, ÷òî âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà (3.2) ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ ñîîòíîøåíèé

T∫
0

∫
T j
ε/4

\Gj
ε

∇wjε,φ∇(v − φjε)dxdt > ε−k
T∫

0

∫
∂Gj

ε

∂t(φ(P
j
ε , t)− wjε,φ)(v − φ(P jε , t))dsdt, (3.3)

ãäå φjε(x, t) = φ(P jε , t)ψ
j
ε(x), ψ

j
ε ∈ C∞

0 (T jε/4), ψ
j
ε(x) = 1, x ∈ T jCaε , C > 1, ψjε = 0, x ∈ T jε/4 \ T

j
2Caε

,

|∇ψjε| 6 K/aε, K = const > 0, íå çàâèñÿùàÿ îò ε, v � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò K j
ε , è

T∫
0

∫
T j
ε/4

\Gj
ε

∇wjε,φ∇(wjε,φ − φjε)dxdt = ε−k
T∫

0

∫
∂Gj

ε

∂t(φ(P
j
ε , t)− wjε,φ)(w

j
ε,φ − φ(P jε , t))dsdt. (3.4)

Äåéñòâèòåëüíî, âû÷èòàÿ èç (3.3) ðàâåíñòâî (3.4), ïîëó÷èì (3.2). Îáðàòíî, ïîëàãàÿ v = φjε ∈ K j
ε

â (3.2), ïîëó÷èì

T∫
0

∫
T j
ε/4

\Gj
ε

∇wjε,φ∇(φjε − wjε,φ)dxdt > ε−k
T∫

0

∫
∂Gj

ε

∂t(φ(P
j
ε , t)− wjε,φ))(φ(P

j
ε , t)− wjε,φ)dsdt. (3.5)

Çàòåì, ïîëàãàÿ v = 2wjε,φ − φjε ∈ K j
ε â (3.2), ïîëó÷èì

T∫
0

∫
T j
ε/4

\Gj
ε

∇wjε,φ∇(wjε,φ − φjε)dxdt > ε−k
T∫

0

∫
∂Gj

ε

∂t(φ(P
j
ε , t)− wjε,φ)(w

j
ε,φ − φ(P jε , t))dsdt. (3.6)

Èç (3.5) è (3.6) ñëåäóåò ðàâåíñòâî (3.4). ×òîáû ïîëó÷èòü (3.3), ïîëîæèì v = h+wjε,φ−φjε, h ∈ K j
ε

â (3.2). Ïîëó÷èì

T∫
0

∫
T j
ε/4

\Gj
ε

∇wjε,φ∇(h− φjε)dxdt > ε−k
T∫

0

∫
∂Gj

ε

∂t(φ(P
j
ε , t)− wjε,φ)(h− φ(P jε , t))dsdt,

ò.å. âûïîëíåíî (3.3). Çàìåòèì, ÷òî èç (3.5) ëåãêî ïîëó÷èòü îöåíêó

∥wjε,φ∥2L2(0,T ;H1(T j
ε/4

\Gj
ε,∂T

j
ε/4

))
6 Kεn−1∥φ∥2L2(0,T ;C(γ)). (3.7)

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü φ(x, t) = ψ(x)η(t), ψ ∈ C∞(Ω), η ∈ C1[0, T ]. Òîãäà çàäà÷à (3.1) èìååò
åäèíñòâåííîå ñèëüíîå ðåøåíèå wjε,φ è äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâû îöåíêè

∥wjε,φ∥2L2(0,T ;H1(T j
ε/4

\Gj
ε,∂T

j
ε/4

))
+ ε−kmax

[0,T ]
∥wjε,φ∥2L2(∂Gj

ε)
6 Kεn−1∥φ∥2L2(0,T ;C(γ)), (3.8)

ε−k∥∂twjε,φ∥2L2(0,T ;L2(∂Gj
ε))

+max
[0,T ]

∥∇wjε,φ∥2L2(T j
ε/4

\Gj
ε)

6 Kεn−1(∥φ∥2L2(0,T ;C(γ)) + ∥∂tφ∥2L2(0,T ;C(γ))), (3.9)

∥wjε,φ∥2L2(0,T ;L2(T j
ε/4

\Gj
ε,∂T

j
ε/4

))
6 Kεn+1∥φ∥2L2(0,T ;C(γ)), (3.10)

ãäå ïîñòîÿííàÿ K çäåñü è äàëåå íå çàâèñèò îò ε, φ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü. Ïðåäïîëàãàÿ íàëè÷èå äâóõ ðàçíûõ ñèëüíûõ

ðåøåíèé wjε,φ, w̃
j
ε,φ çàäà÷è (3.1), ïîëó÷èì äëÿ èõ ðàçíîñòè íåðàâåíñòâî

T∫
0

∫
T j
ε/4

\Gj
ε

|∇(wjε,φ − w̃jε,φ)|2dxdt+ ε−k
T∫

0

∫
∂Gj

ε

∂t(w̃
j
ε,φ − wjε,φ)(w̃

j
ε,φ − wjε,φ)dsdt 6 0, (3.11)

èç êîòîðîãî íåìåäëåííî ïîëó÷àåì, ÷òî wjε,φ = w̃jε,φ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ñèëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.1) âîñïîëüçóåìñÿ îïÿòü ìå-
òîäîì øòðàôîâ è ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó

∆wj,δε,φ = 0, x ∈ T jε/4 \G
j
ε, t ∈ (0, T ),

ε−k∂tw
j,δ
ε,φ + ∂νw

j,δ
ε,φ − ε−k∂tφ(P

j
ε , t)

− δ−1ε−k(φ(P jε , t)− wj,δε,φ)
− = 0, x ∈ ∂Gjε, t ∈ (0, T ),

wj,δε,φ(x, t) = 0, x ∈ ∂T jε/4, t ∈ (0, T ),

wj,δε,φ(x, 0) = φ(P jε , 0), x ∈ ∂Gjε,

(3.12)

ãäå δ = const > 0. ÔÓíêöèþ wj,δε,φ ∈ L2(0, T ;H1(T jε/4 \ G
j
ε, ∂T

j
ε/4)) ∩ C([0, T ], L

2(∂Gjε)) òàêóþ, ÷òî

∂tw
j,δ
ε,φ ∈ L2(0, T ;L2(∂Gjε)), íàçîâåì ñèëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (3.12), åñëè âûïîëíåíî èíòåãðàëü-

íîå òîæäåñòâî

ε−k
T∫

0

∫
∂Gj

ε

∂tw
j,δ
ε,φψdsdt+

T∫
0

∫
T j
ε/4

\Gj
ε

∇wj,δε,φ∇ψdxdt

− δ−1ε−k
T∫

0

∫
∂Gj

ε

(φ(P jε , t)− wj,δε,φ)
−ψdsdt = ε−k

T∫
0

∫
∂Gj

ε

∂tφ(P
j
ε , t)ψdsdt, (3.13)

ãäå ψ � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç L2(0, T ;H1(T jε/4 \G
j
ε, ∂T

j
ε/4)). Çàìåòèì, ÷òî çàäà÷à (3.12) ÿâëÿ-

åòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è (53) [11] è çàäà÷è (2.1) [12]. Â ñèëó ðåçóëüòàòîâ ýòèõ ðàáîò èìååì,
÷òî çàäà÷à (3.12) èìååò åäèíñòâåííîå ñèëüíîå ðåøåíèå è äëÿ íåãî èìåþò ìåñòî îöåíêè

∥wj,δε,φ∥2L2(0,T ;H1(T j
ε/4

\Gj
ε,∂T

j
ε/4

))
+ ε−kmax

[0,T ]
∥wj,δε,φ∥2L2(∂Gj

ε)
6 Kεn−1∥φ∥2L2(0,T ;C(γ)), (3.14)

ε−k∥∂twj,δε,φ∥2L2(0,T ;L2(∂Gj
ε))

+max
[0,T ]

∥∇wj,δε,φ∥2L2(T j
ε/4

\Gj
ε)

6 Kεn−1(∥φ∥2L2(0,T ;C(γ)) + ∥∂tφ∥2L2(0,T ;C(γ)) + max
γ×[0,T ]

|φ(x, t)|2), (3.15)

∥wj,δε,φ∥2L2(0,T ;L2(T j
ε/4

\Gj
ε))

6 Kεn+1∥φ∥2L2(0,T ;C(γ)), (3.16)

ε−k∥(φ(P jε , t)− wj,δε,φ)
−∥2

L2(0,T ;L2(∂Gj
ε))

6 Kδεn−1∥φ∥2L2(0,T ;C(γ)). (3.17)
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Èç ýòèõ îöåíîê âûâîäèì, ÷òî ïî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìååì ïðè δ → 0

wj,δε,φ ⇀ wjε,φ ñëàáî â L2(0, T ;H1(T jε/4 \G
j
ε, ∂T

j
ε/4)), (3.18)

∂tw
j,δ
ε,φ ⇀ ∂tw

j
ε,φ ñëàáî â L2(0, T ;L2(∂Gjε), (3.19)

(φ(P jε , t)− wj,δε,φ)
− → 0 â L2(0, T ;L2(∂Gjε)), (3.20)

wj,δε,φ ⇀ wjε,φ ñëàáî â L2(0, T ;L2(∂Gjε)), (3.21)

wj,δε,φ ⇀ wjε,φ ñëàáî â L2(0, T ;L2(T jε/4 \G
j
ε)). (3.22)

Îòñþäà âûâîäèì, ÷òî äëÿ wjε,φ èìåþò ìåñòî îöåíêè, àíàëîãè÷íûå (3.14)�(3.17). Ïîêàæåì, ÷òî

wjε,φ � ñèëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (3.1). Ïîëîæèì ψ = v−wj,δε,φ, v ∈ K j
ε â (3.13). Â ñèëó (3.18)�(3.22)

ε−k
T∫

0

∫
∂Gj

ε

∂t(φ(P
j
ε , t)− wjε,φ)(φ(P

j
ε , t)− wjε,φ)dsdt

=
ε−k

2
∥φ(P jε , T )− wjε,φ(x, T )∥2L2(∂Gj

ε)
6 lim
δ→0

ε−k

2
∥φ(P jε , T )− wj,δε,φ(x, T )∥2L2(∂Gj

ε)

= lim
δ→0

ε−k
T∫

0

∫
∂Gj

ε

∂t(φ(P
j
ε , t)− wj.δε,φ)(φ(P

j
ε , t)− wj,δε,φ(x, t))dsdt.

Ñëåäîâàòåëüíî,

lim
δ→0

ε−k
T∫

0

∫
∂Gj

ε

∂t(w
j,δ
ε,φ(x, t)− φ(P jε , t))(φ(P

j
ε , t)− wj,δε,φ(x, t))dsdt

6 ε−k
T∫

0

∫
∂Gj

ε

∂t(w
j
ε,φ − φ(P jε , t))(φ(P

j
ε , t)− wjε,φ)dsdt.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî

lim
δ→0

ε−k
T∫

0

∫
∂Gj

ε

∂t(w
j,δ
ε,φ − φ(P jε , t))(v(x, t)− φ(P jε , t))dsdt

= ε−k
T∫

0

∫
∂Gj

ε

∂t(w
j
ε,φ − φ(P jε , t)(v(x, t)− φ(P jε , t))dsdt,

ïîëó÷èì

lim
δ→0

ε−k
T∫

0

∫
∂Gj

ε

∂t(w
j,δ
ε,φ − φ(P jε , t))(v(x, t)− wj,δε,φ)dsdt

6 ε−k
T∫

0

∫
∂Gj

ε

∂t(w
j
ε,φ − φ(P jε , t))(v(x, t)− wjε,φ)dsdt.
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Êðîìå ýòîãî,

− ε−kδ−1

T∫
0

∫
∂Gj

ε

(φ(P jε , t)− wj,δε,φ)
−(v − wj,δε,φ)dsdt

= −ε−kδ−1

T∫
0

∫
∂Gj

ε

(φ(P jε , t)− wj,δε,φ)
−(v − φ(P jε , t) + φ(P jε , t)− wj,δε,φ)dsdt 6 0,

è

lim
δ→0

T∫
0

∫
T j
ε/4

\Gj
ε

∇wj,δε,φ∇(v − wj,δε,φ)dxdt 6
T∫

0

∫
T j
ε/4

\Gj
ε

∇wjε,φ∇(v − wjε,φ)dxdt.

Èç ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò, ÷òî wjε,φ � ñèëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (3.1). �

Çàìå÷àíèå 3.1. Ïîêàæåì, ÷òî ∥wj,δε,φ−wjε,φ∥L2(0,T ;H1(T j
ε/4

\Gj
ε,∂T

j
ε/4

))
→ 0 ïðè δ → 0. Äåéñòâè-

òåëüíî, èç íåðàâåíñòâà

T∫
0

∫
T j
ε/4

\Gj
ε

∇wj,δε,φ∇(v − wj,δε,φ)dxdt+ ε−k
T∫

0

∫
∂Gj

ε

∂t(w
j,δ
ε,φ − φ(P jε , t))(v − wj,δε,φ)dsdt > 0,

ãäå v � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, ïðèíàäëåæàùàÿ K j
ε , ñëåäóåò

∥∇wjε,φ∥2L2(0,T ;L2(T j
ε/4

\Gj
ε))

6 lim
δ→0

∥∇wj,δε,φ∥2L2(0,T ;L2(T j
ε/4

\Gj
ε))

6
T∫

0

∫
T j
ε/4

\Gj
ε

∇wjε,φ∇vdxdt+ ε−k
T∫

0

∫
∂Gj

ε

∂t(w
j
ε,φ − φ(P jε , t))(v − wjε,φ)dsdt.

Ïîëàãàÿ v = wjε,φ, ïîëó÷èì

∥∇wjε,φ∥2L2(0,T ;L2(T j
ε/4

\Gj
ε))

6 lim
δ→0

∥∇wj,δε,φ∥2L2(0,T ;L2(T j
ε/4

\Gj
ε))

6 ∥∇wjε,φ∥2L2(0,T ;L2(T j
ε/4

\Gj
ε))
.

Âìåñòå ñî ñëàáîé â L2(0, T,H1(T jε/4 \G
j
ε, ∂T

j
ε/4)) ñõîäèìîñòüþ wj,δε,φ ê w

j
ε,φ ïðè δ → 0, èç ïîñëåäíèõ

íåðàâåíñòâ ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ïðè δ → 0, wj,δε,φ ê wjε,φ â L2(0, T,H1(T jε/4 \G
j
ε, ∂T

j
ε/4)).

Òåîðåìà 3.2. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.1) èìååò ìåñòî îöåíêà

sup
(T j

ε/4
\Gj

ε)×(0,T )

|wjε,φ| 6 2 max
γ×[0,T ]

|φ(x, t)|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó (3.12). Ïîëîæèì

hj,δε,φ(x, t) = φ(P jε , t)− wj,δε,φ.

Äëÿ hj,δε,φ èìååì çàäà÷ó

∆hj,δε,φ = 0, x ∈ T jε/4 \G
j
ε, t ∈ (0, T ),

ε−k∂th
j,δ
ε,φ + ∂νh

j,δ
ε,φ + δ−1ε−k(hj,δε,φ)

− = 0, (x, t) ∈ ∂Gjε × (0, T ),

hj,δε,φ = φ(P jε , t), x ∈ ∂T jε/4, t ∈ (0, T ),

hj,δε,φ(x, 0) = 0, x ∈ ∂Gjε.
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Ïóñòü K̃ = max
γ×[0,T ]

|φ(x, t)|. Âîçüìåì (K̃−hj,δε,φ)− ∈ L2(0, T ;H1(T jε/4\G
j
ε, ∂T

j
ε/4)) â êà÷åñòâå òåñòîâîé

ôóíêöèè â èíòåãðàëüíîì òîæäåñòâå äëÿ hj,δε,φ. Ïîëó÷èì

−
T∫

0

∫
T j
ε/4

\Gj
ε

|∇(K̃ − hj,δε,φ)
−|2dxdt− ε−k

2
∥(K̃ − hj,δε,φ)

−(·, T )∥2
L2(∂Gj

ε)

+ δ−1ε−k
T∫

0

∫
∂Gj

ε

(hj,δε,φ)
−(K̃ − hj,δε,φ)

−dsdt = 0.

Çàìåòèì ÷òî òàì, ãäå hj,δε,φ 6 0, èìååì K̃ − hj,δε,φ > 0. Ïîýòîìó, íà ∂Gjε âûïîëíåíî (hj,δε,φ)
−(K̃ −

hj,δε,φ)
− = 0. Òàêèì îáðàçîì, (K̃ − hj,δε,φ)

− = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, K̃ − hj,δε,φ > 0. Îòñþäà âûâîäèì

wj,δε,φ > φ(P jε , t)− K̃ > −2K̃. Àíàëîãè÷íî, åñëè âîçüìåì ôóíêöèþ (K̃ +hj,δε,φ)
− ∈ L2(0, T ;H1(T jε/4 \

Gjε, ∂T
j
ε/4)) â êà÷åñòâå òåñòîâîé â èíòåãðàëüíîì òîæäåñòâå äëÿ hj,δε,φ, ïîëó÷èì

T∫
0

∫
T j
ε/4

\Gj
ε

|∇(K̃ + hj,δε,φ)
−|2dxdt+ ε−k

2
∥(K̃ + hj,δε,φ)

−(·, T )∥2
L2(∂Gj

ε)

+ δ−1ε−k
T∫

0

∫
∂Gj

ε

(hj,δε,φ)
−(K̃ + hj,δε,φ)

−dsdt = 0.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âñå ñëàãàåìûå â ëåâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà íåîòðèöàòåëüíû, ïîëó÷èì,

÷òî K̃ + hj,δε,φ > 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, wj,δε,φ 6 φ(P jε , t) +K 6 2K. Ïðèìåíÿÿ ñõîäèìîñòü ïðè δ → 0

ôóíêöèè wj,δε,φ ê w
j
ε,φ â ïðîñòðàíñòâå L

2(0, T ;H1(T jε/4\G
j
ε, ∂T

j
ε/4)), âûâîäèì îöåíêó (3.2). Äîêàçàòü

îöåíêó (3.2) ìîæíî, íå èñïîëüçóÿ çàìå÷àíèÿ 3.1. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ wj,δε,φ èìååì

T∫
0

∫
T j
ε/4

\Gj
ε

(wj,δε,φ − 2K̃)gdxdt 6 0,

ãäå g � ïðîèçâîëüíàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ èç L2(0, T ;L2(T jε/4 \G
j
ε)). Ïåðåéäåì ê ïðåäåëó

â ýòîì íåðàâåíñòâå ïðè δ → 0. Âûâîäèì

T∫
0

∫
T j
ε/4

\Gj
ε

(wjε,φ − 2K̃)gdxdt 6 0.

Ïîëîæèì çäåñü g = (wjε,φ − 2K)+. Ïîëó÷èì

T∫
0

∫
T j
ε/4

\Gj
ε

|(wjε,φ − 2K̃)+|2dxdt 6 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, wjε,φ − 2K̃ 6 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ (x, t) ∈ T jε/4 \G
j
ε × (0, T ). �

4. Âíåøíÿÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à

Îáîçíà÷èì ÷åðåç M ìíîæåñòâî ôóíêöèé w ∈ C∞(Rn \ G0), äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ ñóùå-

ñòâóåò øàð T 0
R òàêîé, ÷òî G0 ⊂ T 0

R è w = 0 äëÿ y ∈ Rn \ T 0
R. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M çàìûêàíèå

ìíîæåñòâà M ïî íîðìå ∥w∥M = ∥∇w∥L2(Rn\G0)
.
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Ïóñòü φ(x, t) ∈ H1(0, T ;L2(γ)). Ðàññìîòðèì âíåøíþþ çàäà÷ó ñ ïðåïÿòñòâèåì

∆ywφ(x, y, t) = 0, y ∈ Rn \G0, t ∈ (0, T ),

wφ 6 φ(x, t), y ∈ ∂G0, t ∈ (0, T ),

∂νwφ 6 C0(∂tφ− ∂twφ), y ∈ ∂G0, t ∈ (0, T ),

(wφ − φ)(∂νwφ − C0(∂tφ− ∂twφ)) = 0, y ∈ ∂G0, t ∈ (0, T ),

wφ(x, y, 0) = φ(x, 0), y ∈ ∂G0,

wφ(x, y, t) → 0, |y| → ∞,

(4.1)

ãäå x ∈ γ � ïàðàìåòð. Ââåäåì ìíîæåñòâà, ïîëàãàÿ äëÿ x ∈ γ

Kφ(x) = {v(x, ·) ∈ M : v 6 φ äëÿ ï.â. y ∈ ∂G0},

Kφ(x) = {v ∈ L2(0, T ;M ) : v(x, ·, t) ∈ Kφ(x) äëÿ ï.â. t ∈ [0, T ]}.

Ôóíêöèþ wφ(x, ·, ·) ∈ Kφ(x) òàêóþ, ÷òî wφ(x, ·, ·) ∈ C([0, T ];L2(∂G0)), ∂twφ ∈ L2(0, T ;L2(∂G0))
äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ γ è wφ(x, y, 0) = φ(x, 0), äëÿ y ∈ ∂G0, íàçîâåì ñèëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è
(3.19), åñëè âûïîëíÿåòñÿ èíòåãðàëüíîå íåðàâåíñòâî

T∫
0

∫
Rn\G0

∇wφ∇(v − wφ)dydt > C0

T∫
0

∫
∂G0

∂t(φ− wφ)(v − wφ)dsdt, (4.2)

ãäå v � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç Kφ(x) äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ γ. Ïóñòü k(y) � ðåøåíèå âíåøíåé
çàäà÷è

∆yk = 0, y ∈ Rn \G0,

k(y) = 1, y ∈ ∂G0,

k → 0, |y| → ∞.

(4.3)

Ïðåäñòàâèì wφ = φ(x, t)k(y)− ŵφ(x, y, t). Òîãäà ôóíêöèÿ ŵφ � ñèëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è

∆yŵφ(x, y, t) = 0, y ∈ Rn \G0, t ∈ (0, T ),

ŵφ > 0, y ∈ ∂G0, t ∈ (0, T ),

∂νŵφ + C0∂tŵφ > φ(x, t)∂νk(y), y ∈ ∂G0, t ∈ (0, T ),

ŵφ(∂νŵφ + C0∂tŵφ − φ(x, t)∂νk(y)) = 0, y ∈ ∂G0, t ∈ (0, T ),

ŵφ(x, y, 0) = 0, y ∈ ∂G0,

ŵφ → 0, |y| → ∞,

(4.4)

ãäå x ∈ γ � ïàðàìåòð.

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü φ ∈ L2(0, T ;L2(γ)). Òîãäà çàäà÷à (4.4) èìååò åäèíñòâåííîå ñèëüíîå

ðåøåíèå è äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâû îöåíêè

∥ŵφ∥C([0,T ];L2(∂G0)) + ∥ŵφ∥L2(0,T ;M ) 6 K∥φ(x, ·)∥L2(0,T ), (4.5)

∥∂tŵφ∥L2(0,T ;L2(∂G0)) +max
[0,T ]

∥∇yŵφ∥L2(Rn\G0)
6 K∥φ(x, ·)∥L2(0,T ) (4.6)

äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ γ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ âíåøíþþ çàäà÷ó

∆yŵ
δ
φ(x, y, t) = 0, y ∈ Rn \G0, t ∈ (0, T ),

∂νŵ
δ
φ + C0∂tŵ

δ
φ + δ−1(ŵδφ)

− = φ∂νk, y ∈ ∂G0, t ∈ (0, T ),

ŵδφ(x, y, 0) = 0, y ∈ ∂G0,

ŵδφ(x, y, t) → 0, |y| → ∞,

(4.7)

äëÿ ëþáûõ x ∈ γ è δ > 0.

Õîðîøî èçâåñòíî (ñì. [11]), ÷òî çàäà÷à (4.7) èìååò åäèíñòâåííîå ñèëüíîå ðåøåíèå äëÿ ïî÷òè
âñåõ x ∈ γ è äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè φ ∈ L2(0, T ;L2(γ)) ñïðàâåäëèâû îöåíêè

∥ŵδφ∥C([0,T ];L2(∂G0)) + ∥ŵδφ∥L2(0,T ;M ) 6 K∥φ(x, ·)∥L2(0,T ), (4.8)

∥∂tŵδφ∥L2(0,T ;L2(∂G0)) +max
[0,T ]

∥ŵδφ∥M 6 K∥φ(x, ·)∥L2(0,T ), (4.9)

∥(ŵδφ)−∥L2(0,T ;L2(∂G0)) 6 K
√
δ∥φ(x, ·)∥L2(0,T ). (4.10)

Èç îöåíîê (4.8)�(4.10) ñëåäóåò, ÷òî ïî íåêîòîðîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ìû ñîõðàíÿåì çà íåé
îáîçíà÷åíèå èñõîäíîé) èìååì ïðè δ → 0

ŵδφ ⇀ ŵφ ñëàáî â L2(0, T ;M ),

∂tŵ
δ
φ ⇀ ∂tŵφ ñëàáî â L2(0, T ;L2(∂G0)),

ŵδφ ⇀ ŵφ ñëàáî â L2(0, T ;L2(∂G0)),

(ŵδφ)
− → 0 â L2(0, T ;L2(∂G0)).

(4.11)

Èç èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà äëÿ çàäà÷è (4.7) èìååì

T∫
0

∫
Rn\G0

∇ŵδφ∇(v − ŵδφ)dydt+ C0

T∫
0

∫
∂G0

∂tŵ
δ
φ(v − ŵδφ)dsdt

+ δ−1

T∫
0

∫
∂G0

(ŵδφ)
−(v − ŵδφ)dsdt =

T∫
0

φ(x, t)

∫
∂G0

∂νk(v − ŵδφ)dsdt, (4.12)

ãäå v ∈ L2(0, T ;M ), v > 0 íà ∂G0 äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ (0, T ), x ∈ γ � ïàðàìåòð. Çàìåòèì, ÷òî

T∫
0

∫
∂G0

(ŵδφ)
−(v − ŵδφ)dsdt 6 0.

Ïîýòîìó

T∫
0

∫
Rn\G0

∇ŵδφ∇(v − ŵδφ)dydt+ C0

T∫
0

∫
∂G0

∂tŵ
δ
φ(v − ŵδφ)dsdt

>
T∫

0

φ(x, t)

∫
∂G0

∂νk(y)(v − ŵδφ)dsdt. (4.13)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

∥ŵφ∥L2(0,T ;M ) 6 lim
δ→0

∥ŵδφ∥L2(0,T ;M ),
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âûâîäèì

lim
δ→0

T∫
0

∫
Rn\G0

∇ŵδφ(∇v −∇ŵδφ)dydt 6
T∫

0

∫
Rn\G0

∇ŵφ(∇v −∇ŵφ)dydt. (4.14)

Êðîìå ýòîãî, èìååì

lim
δ→0

∫
∂G0

∂tŵ
δ
φ(v − ŵδφ)dsdt 6

T∫
0

∫
∂G0

∂tŵφ(v − ŵφ)dsdt. (4.15)

Èç (4.4)�(4.15) âûâîäèì íåðàâåíñòâî äëÿ ŵφ

T∫
0

∫
Rn\G0

∇ŵφ∇(v − ŵφ)dsdt+ C0

T∫
0

∫
∂G0

∂tŵφ(v − ŵφ)dsdt

>
T∫

0

φ(x, t)

∫
∂G0

∂νk(y)(v − ŵφ)dsdt, (4.16)

ãäå v � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç L2(0, T ;M ), v > 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ (y, t) ∈ ∂G0 × (0, T ).
Ñëåäîâàòåëüíî, ŵφ � ñèëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (4.4). �

Çàìå÷àíèå 4.1. Ïîêàæåì, ÷òî ∥ŵδφ − ŵφ∥L2(0,T ;M ) → 0, åñëè δ → 0. Èç íåðàâåíñòâà (4.13)
èìååì

∥ŵδφ∥2L2(0,T ;M ) +
C0

2
∥ŵδφ(x, ·, T )∥2L2(∂G0)

6
T∫

0

∫
Rn\G0

∇ŵδφ∇φdydt+ C0

T∫
0

∫
∂G0

∂tŵ
δ
φψdsdt−

T∫
0

φ(x, t)

∫
∂G0

∂νk(y)(ψ − ŵδφ)dsdt, (4.17)

ãäå ψ � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç L2(0, T ;M ), ψ > 0 íà ∂G0 × (0, T ). Óñòðåìèì δ ê íóëþ â ýòîì
íåðàâåíñòâå. Ïîëó÷èì

∥ŵφ∥2L2(0,T ;M ) +
C0

2
∥ŵφ(x, ·, T )∥2L2(∂G0)

6 lim
δ→0

(
∥ŵδφ∥2L2(0,T ;M ) +

C0

2
∥ŵδφ(x, ·, T )∥2L2(∂G0)

)

6
T∫

0

∫
Rn\G0

∇ŵφ∇ψdxdt+ C0

T∫
0

∫
∂G0

∂tŵφψdsdt−
T∫

0

φ(x, t)

∫
∂G0

∂νk(y)(ψ − ŵφ)dsdt. (4.18)

Ïîëàãàÿ ψ = ŵφ ∈ L2(0, T ;M ), ŵφ > 0 íà ∂G0, ïîëó÷èì

∥ŵφ∥2L2(0,T ;M ) +
C0

2
∥ŵφ(x, ·, T )∥2L2(∂G0)

6 lim
δ→0

(
∥ŵδφ∥2L2(0,T ;M ) +

C0

2
∥ŵδφ(x, ·, T )∥2L2(∂G0)

)
6 ∥ŵφ∥2L2(0,T ;M ) +

C0

2
∥ŵφ(x, ·, T )∥2L2(∂G0)

. (4.19)

Òàê êàê lim
δ→0

∥ŵδφ(x, ·, T )∥L2(∂G0) = ∥ŵφ(x, ·, T )∥L2(∂G0), èìååì ∥ŵδφ∥L2(0,T ;M ) → ∥ŵφ∥L2(0,T ;M ) ïðè

δ → 0. Âìåñòå ñî ñëàáîé â L2(0, T ;M ) ñõîäèìîñòüþ îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ∥ŵδφ − ŵφ∥L2(0,T ;M ) → 0
ïðè δ → 0.

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü φ1, φ2 ∈ L2(0, T ;L2(γ)). Òîãäà

∥ŵφ1 − ŵφ2∥C([0,T ];L2(∂G0)) + ∥ŵφ1 − ŵφ2∥L2(0,T ;M ) 6 K∥φ1(x, ·)− φ2(x, ·)∥L2(0,T ), (4.20)

∥∂tŵφ1 − ∂tŵφ2∥L2(0,T ;L2(∂G0)) 6 K∥φ1(x, ·)− φ2(x, ·)∥L2(0,T ) (4.21)

äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ γ, K = const > 0 è íå çàâèñèò îò x ∈ γ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ŵδφ1
è ŵδφ2

� ðåøåíèÿ çàäà÷è (4.7) äëÿ φ = φ1 è φ = φ2 ñîîòâåò-

ñòâåííî. Òîãäà äëÿ v̂δ = ŵδφ1
− ŵδφ2

èìååì ïðè δ → 0

v̂δ ⇀ v̂ = ŵφ1 − ŵφ2 ñëàáî â L2(0, T ;M ),

∂tv̂
δ ⇀ ∂tv̂ ñëàáî â L2(0, T ;L2(∂G0)),

v̂δ ⇀ v̂ ñëàáî â L2(0, T ;L2(∂G0)).

(4.22)

Äëÿ v̂δ èìååì îöåíêè [11, 12]

∥v̂δ∥C([0,T ];L2(∂G0)) + ∥v̂δ∥L2(0,T ;M ) 6 K∥φ1(x, ·)− φ2(x, ·)∥L2(0,T ),

∥∂tv̂δ∥L2(0,T ;L2(∂G0)) 6 K∥φ1(x, ·)− φ2(x, ·)∥L2(0,T ),

ãäå K íå çàâèñèò îò δ, φ1 è φ2. Îòñþäà è èç (4.22) ñëåäóþò îöåíêè (4.20), (4.21). �

Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü φ(x, t) = ψ(x)η(t), ψ ∈ C∞(Ω), η ∈ C1[0, T ], Cφ = max
γ×[0,T ]

|φ(x, t)|. Òîãäà

äëÿ ëþáîãî t ∈ (0, T ) è ïðîèçâîëüíîãî x ∈ γ èìååì

|ŵφ(x, y, t)| 6
KCφ
|y|n−2

, |∇yŵφ(x, y, t)| 6
KCφ
|y|n−1

, y ∈ Rn \G0, (4.23)

ãäå K = const > 0 íå çàâèñèò îò φ, x ∈ γ è t ∈ [0, T ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ŵδφ � ñèëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (4.2). Ñîãëàñíî ðàáîòàì [11, 12]

|ŵδφ(x, y, t)| 6
KCφ
|y|n−2

, |∇yŵ
δ
φ(x, y, t)| 6

KCφ
|y|n−1

, y ∈ Rn \G0, (4.24)

ãäå K = const > 0 íå çàâèñèò îò φ, x ∈ γ, y, t ∈ (0, T ) è δ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ŵδφ → ŵφ â L2(0, T ;M )
ïðè δ → 0, ïîëó÷èì îöåíêè (4.23). �

Òåîðåìà 4.4. Ïóñòü ŵφ � ñèëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (4.9). Òîãäà äëÿ ïî÷òè âñåõ x1, x2 ∈ γ

∥ŵφ(x1, ·, ·)− ŵφ(x2, ·, ·)∥L2(0,T ;M ) + ∥ŵφ(x1, ·, ·)− ŵφ(x2, ·, ·)∥L2(0,T ;L2(∂G0))

+ ∥∂tŵφ(x1, ·, ·)− ∂tŵ(x2, ·, ·)∥L2(0,T ;L2(∂G0)) 6 K∥φ(x1, ·)− φ(x2, ·)∥L2(0,T ). (4.25)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ŵδφ èìååì îöåíêó [11, 12]

∥ŵδφ(x1, ., .)− ŵδφ(x2, ·, ·)∥L2(0,T ;M ) + ∥ŵδφ(x1, ·, ·)− ŵδφ(x2, ·, ·)∥L2(0,T ;L2(∂G0))

+ ∥∂tŵδφ(x1, ·, ·)− ∂tŵ
δ(x2, ·, ·)∥L2(0,T ;L2(∂G0)) 6 K∥φ(x1, ·)− φ(x2, ·)∥L2(0,T ).

Îòñþäà â ñèëó (4.11) ïîëó÷èì

∥ŵφ(x1, ·, ·)− ŵφ(x2, ·, ·)∥L2(0,T ;M ) 6 lim
δ→0

∥ŵδφ(x1, ·, ·)− ŵδφ(x2, ·, ·)∥L2(0,T ;M )

6 ∥φ(x1, ·)− φ(x2, ·)∥L2(0,T ).

Îñòàëüíûå íåðàâåíñòâà èç (4.25) ïîëó÷àþòñÿ àíàëîãè÷íî. �

5. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ áëèçîñòü ôóíêöèé wjε,φ è wφ(P
j
ε ,

x−P j
ε

aε
, t)

Ïîëîæèì w̃jε,φ(x, t) = wφ(P
j
ε ,

x−P j
ε

aε
, t), vjε,φ(x, t) = w̃jε,φ(x, t)− wjε,φ(x, t).

Òåîðåìà 5.1. Èìååò ìåñòî îöåíêà

sup
(T j

ε/4
\Gj

ε)×(0,T )

|vjε,φ| 6 sup
∂T j

ε,/4
×(0,T )

|w̃jε,φ|, (5.1)

ãäå φ(x, t) = ψ(x)η(t), ψ ∈ C∞(Ω), η ∈ C1[0, T ].
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Äîêàçàòåëüñòâî. [Äîêàçàòåëüñòâî] Ïîëîæèì

w̃j,δε,φ(x, t) = wδφ

(
P jε ,

x− P jε
aε

, t
)
, vj,δε,φ = w̃j,δε,φ − wj,δε,φ,

ãäå wδφ = φ(x, t)k(y)− ŵδφ(x, y, t). Èç [11, 12] âûòåêàåò

sup
(T j

ε/4
\Gj

ε)×(0,T )

|vj,δε,φ| 6 sup
∂T j

ε/4
×(0,T )

|w̃j,δε,φ(x, t)|.

Ó÷èòûâàÿ çàìå÷àíèÿ 3.1 è 4.1, âûâîäèì îöåíêó (5.1). �

Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü φ(x, t) = ψ(x)η(t), ψ ∈ C∞(Ω), η ∈ C1[0, T ]. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå

íåðàâåíñòâà:

ε−k
∑
j∈Υε

max
[0,T ]

∥vjε,φ∥2L2(∂Gj
ε)
+

∑
j∈Υε

∥∇vjε,φ∥2L2(0,T ;L2(T j
ε/4

\Gj
ε))

6 Kε max
γ×[0,T ]

|φ|2, (5.2)

∑
j∈Υε

∥vjε,φ∥2L2(0,T ;L2(T j
ε/4

\Gj
ε))

6 Kε3 max
γ×[0,T ]

|φ|2. (5.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. [Äîêàçàòåëüñòâî] Â ñèëó ôîðìóëû Ãðèíà è wjε,φ − φjε ∈ H1(T jε/4 \

Gjε, ∂T
j
ε/4) ïîëó÷èì

T∫
0

∫
T j
ε/4

\Gj
ε

∇w̃jε,φ∇(wjε,φ − φjε)dxdt = −
T∫

0

∫
∂Gj

ε

∂νw̃
j
ε,φ(φ(P

j
ε , t)− wjε,φ)dsdt

> −ε−k
T∫

0

∫
∂Gj

ε

∂t(φ(P
j
ε , t)− w̃jε,φ)(φ(P

j
ε , t)− wjε,φ)dsdt.

Êðîìå ýòîãî,

T∫
0

∫
T j
ε \Gj

ε

∇wjε,φ∇(wjε,φ − φjε)dxdt = ε−k
T∫

0

∫
∂Gj

ε

∂t(φ(P
j
ε , t)− wjε,φ)(w

j
ε,φ − φ(P jε , t))dsdt.

Âû÷èòàÿ îäíî âûðàæåíèå èç äðóãîãî, ïîëó÷èì

T∫
0

∫
T j
ε/4

\Gj
ε

∇vjε,φ∇(wjε,φ − φjε)dxdt > ε−k
T∫

0

∫
∂Gj

ε

∂tv
j
ε,φ(φ(P

j
ε , t)− wjε,φ)dsdt. (5.4)

Èç (5.4) âûâîäèì

−
T∫

0

∫
T j
ε/4

\Gj
ε

|∇vjε,φ|2dxdt+
T∫

0

∫
T j
ε/4

\Gj
ε

∇vjε,φ∇(w̃jε,φ − φjε)dxdt

> ε−k
T∫

0

∫
∂Gj

ε

∂tv
j
ε,φ(φ(P

j
ε , t)− wjε,φ)dsdt.
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Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò

T∫
0

∫
T j
ε,φ\Gj

ε

|∇vjε,φ|2dxdt+ ε−k
T∫

0

∫
∂Gj

ε

∂tv
j
ε,φv

j
ε,φdsdt

6
T∫

0

∫
T j
ε/4

\Gj
ε

∇vjε,φ∇(w̃jε,φ − φjε)dxdt+ ε−k
T∫

0

∫
∂Gj

ε

∂tv
j
ε,φ(w̃

j
ε,φ − φ(P jε , t))dsdt. (5.5)

Îáîçíà÷èì ïðàâóþ ÷àñòü (5.5) ÷åðåç Iε. Ïîëó÷èì îöåíêó Iε. Çàìåòèì, ÷òî â òåõ
òî÷êàõ ∂Gjε × (0, T ), â êîòîðûõ w̃jε,φ < φ(P jε , t), âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

ε−k∂tw̃
j
ε,φ + ∂νw̃

j
ε,φ − ε−k∂tφ(P

j
ε , t) = 0. (5.6)

Êðîìå ýòîãî, íà ìíîæåñòâå ∂Gjε × (0, T ) èìååì íåðàâåíñòâî

ε−k∂tw
j
ε,φ + ∂νw

j
ε,φ − ε−k∂tφ(P

j
ε , t) 6 0. (5.7)

Âû÷èòàÿ èç ðàâåíñòâà (5.6) íåðàâåíñòâî (5.7), ïîëó÷èì, ÷òî íà ∂Gjε × (0, T ) äëÿ vjε,φ
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

ε−k∂tv
j
ε,φ + ∂νv

j
ε,φ > 0. (5.8)

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëû Ãðèíà, âûâîäèì

Iε =

T∫
0

∫
∂T j

ε/4

∂νv
j
ε,φw̃

j
ε,φdsdt+

T∫
0

∫
∂Gj

ε

∂νv
j
ε,φ(w̃

j
ε,φ − φ(P jε , t))dsdt

+ ε−k
T∫

0

∫
∂Gj

ε

∂νv
j
ε,φ(w̃

j
ε,φ − φ(P jε , t))dsdt

=

T∫
0

∫
∂Gj

ε

(∂νv
j
ε,φ + ε−k∂tv

j
ε,φ)(w̃

j
ε,φ − φ(P jε , t))dsdt+

T∫
0

∫
∂T j

ε/4

∂νv
j
ε,φw̃

j
ε,φdsdt. (5.9)

Ïðèìåíÿÿ (5.8), èç (5.9) ïîëó÷èì äëÿ Iε íåðàâåíñòâî

Iε 6
T∫

0

∫
∂T j

ε/4

∂νv
j
ε,φw̃

j
ε,φdsdt. (5.10)

Èç (5.5) è (5.10) ñëåäóåò

T∫
0

∫
T j
ε/4

\Gj
ε

|∇vjε,φ|2dxdt+
ε−k

2
∥vjε,φ(·, T )∥2L2(∂Gj

ε)
6

T∫
0

∫
∂T j

ε/4

∂νv
j
ε,φw̃

j
ε,φdsdt

=

T∫
0

∫
T j
ε/4

\T j
ε/8

∇vjε,φ∇w̃jε,φdxdt−
T∫

0

∫
∂T j

ε/8

∂νv
j
ε,φw̃

j
ε,φdsdt. (5.11)

Â ñèëó òåîðåì 4.3 è 5.1

|vjε,φ| 6 Kε max
γ×[0,T ]

|φ(x, t)|. (5.12)
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Èç îöåíêè (5.12) äëÿ x0 ∈ ∂T jε/8, t ∈ (0, T ), âûòåêàåò îöåíêà

|∂xiv
j
ε,φ(x0, t)| = |T x0

ε/16|
−1

∣∣∣∣∣
∫

T
x0
ε/16

∂xiv
j
ε,φ(x, t)dx

∣∣∣∣∣ = |T x0

ε/16|
−1

∣∣∣∣∣
∫

∂T
x0
ε/16

vjε,φνids

∣∣∣∣∣ 6 K max
γ×[0,T ]

|φ(x, t)|.

Îòñþäà ïîëó÷èì ∣∣∣∣∣
T∫

0

∫
∂T j

ε/8

∂νv
j
ε,φw̃

j
ε,φdsdt

∣∣∣∣∣ 6 Kεn max
γ×[0,T ]

|φ|2.

Èç òåîðåìû 4.3 âûâîäèì

|∇xw̃
j
ε,φ(x, t)| 6 K max

γ×[0,T ]
|φ(x, t)|,

åñëè x ∈ T jε/4 \ T
j
ε/8, t ∈ [0, T ]. Èç ïîëó÷åííûõ îöåíîê èìååì∣∣∣∣∣

T∫
0

∫
T j
ε/4

\T j
ε/8

∇vjε,φ∇w̃jε,φdxdt

∣∣∣∣∣ 6 1

2

T∫
0

∫
T j
ε/4

\Gj
ε

|∇vjε,φ|2dxdt+Kεn max
γ×[0,T ]

|φ|2. (5.13)

Èç íåðàâåíñòâà (5.11) è îöåíêè (5.13) ïîëó÷èì

ε−kmax
[0,T ]

∥vjε,φ∥2L2(∂Gj
ε)
+ ∥∇vjε,φ∥2L2(0,T ;L2(T j

ε/4
\Gj

ε))
6 Kεn max

γ×[0,T ]
|φ|2.

Îòñþäà ñëåäóåò (5.2). Íåðàâåíñòâî (5.3) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îöåíêè (5.2) è íåðàâåí-
ñòâà Ôðèäðèõñà. �

6. Ñâîéñòâà îïåðàòîðà H

Ââåäåì îïåðàòîð H : L2(0, T ;L2(γ)) → L2(0, T ;L2(γ)), ïîëàãàÿ

H(φ) = H[φ](x, t) = φ(x, t)λG0 −
∫
∂G0

∂νŵφ(x, y, t)dsy, (6.1)

ãäå

λG0 =

∫
∂G0

∂νk(y)dsy = Cap(G0),

ŵφ � ðåøåíèå çàäà÷è (4.4).

Çàìåòèì, ÷òî ∫
∂G0

∂νŵφ(x, y, t)dsy =

∫
Rn\G0

∇yŵφ(x, y, t)∇yk(y)dy.

Ñëåäîâàòåëüíî,

H(φ) = φ(x, t)λG0 −
∫

Rn\G0

∇yŵφ(x, y, t)∇yk(y)dy,

H(φ1)−H(φ2) = λG0(φ1 − φ2) +

∫
Rn\G0

∇y(ŵφ2 − ŵφ2)∇yk(y)dy.

Êðîìå ýòîãî, çàìåòèì, ÷òî äëÿ φ(x, t) = ψ(x)η(t), ãäå ψ ∈ C∞
0 (Ω), η ∈ C1([0, T ]),

H(φ) =

∫
∂G0

∂νwφ(x, y, t)dsy,
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ãäå wφ(x, y, t) � ðåøåíèå çàäà÷è (4.1). Îòñþäà è èç òåîðåì 4.1, 4.2 âûâîäèì îöåíêè

∥H(φ)∥L2(0,T ;L2(γ)) 6 K∥φ∥L2(0,T ;L2(γ)),

∥H(φ1)−H(φ2)∥L2(0,T ;L2(γ)) 6 K∥φ1 − φ2∥L2(0,T ;L2(γ)).

Ïîêàæåì, ÷òî H ìîíîòîííûé îïåðàòîð. Ïîëîæèì

Hδ(φ) = λG0φ(x, t)−
∫

Rn\G0

∇yŵ
δ
φ∇ykdy, (6.2)

ãäå wδφ � ðåøåíèå çàäà÷è (4.7).

Äëÿ Hδ èìååì íåðàâåíñòâî [11]

T∫
0

∫
γ

(Hδ(φ1)−Hδ(φ2))(φ1 − φ2)dx̂dt > 0, (6.3)

ãäå x̂ = (x2, . . . , xn).

Ó÷èòûâàÿ (4.11), èìååì

lim
δ→0

T∫
0

∫
γ

Hδ(φ)(x, t)v(x, t)dx̂dt =

T∫
0

∫
γ

H(φ)(x, t)v(x, t)dx̂dt, (6.4)

ãäå v ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç L2(0, T, L2(γ)). Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ
ôóíêöèé

gδ(x) ≡
T∫

0

Hδ(φ)(x, t)v(x, t)dt = λG0

T∫
0

φ(x, t)v(x, t)dt−
T∫

0

∫
Rn\G0

v(x, t)∇yŵ
δ
φ∇ykdydt,

â ñèëó (4.11) ñõîäèòñÿ ïðè δ → 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ γ ê èçìåðèìîé ôóíêöèè

g(x) =

T∫
0

H(φ)(x, t)v(x, t)dt = λG0

T∫
0

φ(x, t)v(x, t)dt−
T∫

0

∫
Rn\G0

v(x, t)∇yŵφ∇ykdydt.

Êðîìå ýòîãî, èç òåîðåìû 4.1 èìååì îöåíêó

|gδ(x)| 6 K∥φ(x, ·)∥L2(0,T )∥v(x, ·)∥L2(0,T ).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ëåáåãà, âûâîäèì (6.4).

Èç (6.2)�(6.4) ñëåäóåò ìîíîòîííîñòü îïåðàòîðà H(φ).

Èç òåîðåìû 4.4 âûâîäèì íåðàâåíñòâî

∥H(φ)(x1, ·)−H(φ)(x2, ·)∥L2(0,T ) 6 K∥φ(x1, ·)− φ(x2, ·)∥L2(0,T ), (6.5)

Çàìå÷àíèå 6.1. Íàïîìíèì ñëó÷àé, èçó÷åííûé â [1]. Ïóñòü G0 = {x ∈ Rn : |x| < 1}. Ïðè
ìàëûõ ε > 0 èìååì Gjε ⊂ T jε/4 ⊂ Y jε , ïîýòîìó ìû íàõîäèìñÿ â ñèòóàöèè, ðàññìàòðèâàåìîé â

íàñòîÿùåé ðàáîòå. Äëÿ φ ∈ L2(0, T ), ââåäåì ôóíêöèþ Hφ êàê ðåøåíèå çàäà÷è ñ ïðåïÿòñòâèåì

H
′

φ + BnHφ > Bnφ, Hφ > 0, t ∈ (0, T ),

H
′

φ(H
′

φ + BnHφ − Bnφ) = 0, t ∈ (0, T ),

Hφ(0) = 0,

ãäå Bn = (n−2)C−1
0 . Ïîä ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è áóäåì ïîíèìàòü ôóíêöèþ Hφ ∈ H1(0, T ) òàêóþ,

÷òî Hφ > 0 íà (0, T ) è óäîâëåòâîðÿþùóþ èíòåãðàëüíîìó íåðàâåíñòâó

T∫
0

(H
′

φ + BnHφ − Bnφ)(v −Hφ)dt > 0,
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ãäå v � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç L2(0, T ) òàêàÿ, ÷òî v > 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ (0, T ). Èçâåñòíî,
÷òî ýòà çàäà÷à èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå [1, 2] è äëÿ íåãî èìåþò ìåñòî îöåíêè

∥Hφ∥L2(0,T ) 6 ∥φ∥L2(0,T ), ∥Hφ −Hψ∥L2(0,T ) 6 ∥φ− ψ∥L2(0,T ),

è
T∫

0

(Hφ −Hψ)(φ− ψ)dt > 0.

Åñëè òåïåðü φ ∈ L2(0, T ;L2(γ)), òî â çàäà÷å íà Hφ ìû ðàññìàòðèâàåì x ∈ γ êàê ïàðàìåòð, è,
ñëåäîâàòåëüíî, Hφ(x, t) äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ γ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è

∂tHφ + BnHφ > Bnφ(x, t), Hφ > 0,

Hφ(∂tHφ + Bn(Hφ − φ)) = 0, Hφ(x, 0) = 0.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ ŵφ(x, y, t), ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (4.4), èìååò âèä

ŵφ(x, y, t) = |y|2−nHφ(x, t).

Ïîýòîìó

H(φ) = H[φ](x, t) = (n− 2)|∂G0|(φ(x, t)−Hφ(x, t)),

ãäå λG0 = (n− 2)|∂G0|.

7. Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû

Òåîðåìà 7.1. Ïóñòü n > 3, aε = C0ε
k, k = (n− 1)/(n− 2), uε � ðåøåíèå çàäà÷è (2.1).

Òîãäà ôóíêöèÿ u0, îïðåäåëåííàÿ â (2.18), åñòü îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è

−∆u0 = f, (x, t) ∈ (Ω+ ∪ Ω−)× (0, T ),

[u0] = 0, (x, t) ∈ γ × (0, T ),

[∂x1u0] = H(u0), (x, t) ∈ γ × (0, T ),

u0 = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ),

(7.1)

ãäå îïåðàòîð H îïðåäåëåí ðàâåíñòâîì (6.1).

Çàìå÷àíèå 7.1. Ïóñòü G0 � åäèíè÷íûé øàð, êàê â çàìå÷àíèè |6.1. Òîãäà óñðåäíåííàÿ
çàäà÷à èìååò âèä

−∆xu0 = f(x, t), x ∈ Ω− ∪ Ω+, t ∈ (0, T ),

[u0] = 0, x ∈ γ, t ∈ (0, T ),

[∂x1u0] = An(u0 −Hu0), (x, t) ∈ γ × (0, T ),

Hu0
> 0, ∂tHu0

+ BnHu0
> Bnu0, (x, t) ∈ γ × (0, T ),

Hu0(∂tHu0 + Bn(Hu0 − u0)) = 0, (x, t) ∈ γ × (0, T ),

Hu0(x, 0) = 0, x ∈ γ,

u0(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ (0, T ),

ãäå An = (n− 2)Cn−2
0 ωn è Bn = (n− 2)/C0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü φ(x, t) = ψ(x)η(t), ãäå ψ ∈ C∞
0 (Ω), η ∈ C1[0, T ]. Èç âàðèàöèîííîãî

íåðàâåíñòâà (2.2) ñëåäóåò, ÷òî uε óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

ε−k
T∫

0

∫
Sε

∂tφ(φ− uε)dsdt+

T∫
0

∫
Ωε

∇φ∇(φ− uε)dxdt

6
T∫

0

∫
Ωε

f(φ− uε)dxdt−
ε−k

2
∥φ(x, 0)∥2L2(Sε)

. (7.2)

Ââåäåì ôóíêöèþ

Wε,φ(x, t) =


wjε,φ(x, t)− (φ(P jε , t)− φ(x, t))κjε(x), x ∈ T jε/4 \G

j
ε, t ∈ (0, T ), j ∈ Υε,

0, x ∈ Rn \ ∪j∈ΥεT
j
ε/4, t ∈ (0, T ),

(7.3)

ãäå κjε(x) � ðåøåíèå çàäà÷è

∆κjε = 0, x ∈ T jε/4 \G
j
ε, κjε = 1, x ∈ ∂Gjε, κjε = 0, x ∈ ∂T jε/4. (7.4)

Çàìåòèì, ÷òî v(x, t) = φ(x, t)−Wε,φ(x, t) ∈ Kε. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x ∈ ∂Gjε, òî

v(x, t) = φ(x, t)− wjε,φ(x, t) + φ(P jε , t)− φ(x, t) = φ(P jε , t)− wjε,φ(x, t) > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì âçÿòü ôóíêöèþ v â êà÷åñòâå òåñòîâîé ôóíêöèè â èíòåãðàëüíîì íåðà-
âåíñòâå (7.2). Ïîëó÷èì

ε−k
∑
j∈Υε

T∫
0

∫
∂Gj

ε

(∂tφ(P
j
ε , t)− ∂tw

j
ε,φ(x, t))(φ(P

j
ε , t)− wjε,φ(x, t)− uε)dsdt

+

T∫
0

∫
Ωε

∇φ∇(φ(x, t)−Wε,φ(x, t)− uε)dxdt

−
∑
j∈Υε

T∫
0

∫
T j
ε/4

\Gj
ε

∇wjε,φ∇(φ(x, t)− wjε,φ + κjε(φ(P jε , t)− φ(x, t))− uε)dxdt

+
∑
j∈Υε

T∫
0

∫
T j
ε/4

\Gj
ε

∇(κjε(x)(φ(P jε , t)− φ(x, t)))

×∇(φ(x, t)− wjε,φ + κjε(φ(P jε , t)− φ(x, t))− uε)dxdt

>
T∫

0

∫
Ωε

f(φ(x, t)−Wε,φ − uε)dxdt. (7.5)
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Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî v(x, 0) = 0, x ∈ Sε. Êðîìå ýòîãî, èìååì

−
∑
j∈Υε

T∫
0

∫
T j
ε/4

\Gj
ε

∇wjε,φ∇(ψ(x, t)− wjε,φ + κjε(x)(φ(P jε , t)− φ(x, t))− uε)dxdt

= −
∑
j∈Υε

T∫
0

∫
∂Gj

ε

∂νw
j
ε,φ(φ(P

j
ε , t)− wjε,φ − uε)dsdt−

∑
j∈Υε

T∫
0

∫
∂T j

ε/4

∂νw
j
ε,φ(φ(x, t)− uε)dsdt. (7.6)

Â ñèëó (7.5) è (7.6) ñóììà âñåõ èíòåãðàëîâ ïî Sε èìååò âèä

Jε =
∑
j∈Υε

T∫
0

∫
∂Gj

ε

(
ε−k(∂tφ(P

j
ε , t)− ∂tw

j
ε,φ)− ∂νw

j
ε,φ

)
((φ(P jε , t)− wjε,φ)− uε)dsdt. (7.7)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî wjε,φ � ðåøåíèå çàäà÷è (3.1), ïîëó÷èì

Jε = −
∑
j∈Υε

T∫
0

∫
∂Gj

ε

(ε−k∂t(φ(P
j
ε , t)− wjε,φ)− ∂νw

j
ε,φ)uεdsdt 6 0. (7.8)

Èç (7.5) è (7.8) âûâîäèì íåðàâåíñòâî

T∫
0

∫
Ωε

∇φ∇(φ−Wε,φ − uε)dxdt−
∑
j∈Υε

T∫
0

∫
∂T j

ε/4

∂νw
j
ε,φ(φ− uε)dsdt

+
∑
j∈Υε

T∫
0

∫
T j
ε/4

\Gj
ε

∇(κjε(x)(φ(P jε , t)− φ(x, t)))∇(φ(x, t)− wjε,φ

+ κjε(φ(P jε , t)− φ(x, t))− uε)dxdt >
T∫

0

∫
Ωε

f(φ−Wε,φ − uε)dxdt. (7.9)

Ââåäåì ôóíêöèþ

κε(x) =


κjε(x), x ∈ T jε/4 \G

j
ε, j ∈ Υε,

1, x ∈ Gjε, j ∈ Υε,

0, x ∈ Rn \ ∪j∈Υε .

(7.10)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî κε ⇀ 0 ñëàáî â H1
0 (Ω) è κε → 0 â L2(Ω) ïðè ε → 0. Îòñþäà è èç îöåíêè

|φ(P jε , t)−φ(x, t)| 6 Kε, x ∈ T jε/4, ñëåäóåò, ÷òî ñóììà èíòåãðàëîâ ïî T
j
ε/4 \G

j
ε â (7.9) ñòðåìèòñÿ ê

íóëþ ïðè ε→ 0.

Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì.

Ëåììà 7.1 ([12, 14]). Ïóñòü {hε} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé èç L2(0, T ;H1
0 (Ω)) è

hε ⇀ h ñëàáî â L2(0, T ;H1
0 (Ω)), φ(x, t) = ψ(x)η(t), ψ ∈ C∞

0 (Ω), η ∈ C1([0, T ]). Òîãäà

lim
ε→0

∑
j∈Υε

T∫
0

∫
∂T j

ε/4

∂νwφ(P
j
ε ,
x− P jε
aε

, t)hεdsdt = −Cn−2
0

T∫
0

∫
γ

H[φ](x, t)hdx̂dt,

ãäå H[φ](x, t) çàäàíî ðàâåíñòâîì (6.1), x = (0, x̂), x̂ = (x2, . . . , xn).
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Ïðèìåíÿÿ ëåììó 7.1 è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè ε → 0 â íåðàâåíñòâå (7.11) ïîëó÷èì, ÷òî u0
óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó íåðàâåíñòâó∫

QT

∇φ∇(φ− u0)dxdt+ Cn−2
0

T∫
0

∫
γ

H[φ](0, x̂, t)(φ− u0)dx̂dt >
∫
QT

f(φ− u0)dxdt, (7.11)

ãäå φ(x, t) = ψ(x)η(t), ψ ∈ C∞
0 (Ω),η ∈ C1([0, T ]). Òàê êàê ìíîæåñòâî {ψ(x)η(t) : ψ ∈ C∞

0 (Ω),
η ∈ C1([0, T ])}, âñþäó ïëîòíî â L2(0, T ;H1

0 (Ω)), ïîëó÷èì, ÷òî íåðàâåíñòâî (7.11) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ
ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè φ ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî u0 � ðåøåíèå çàäà÷è (7.1). �
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