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А. А. Лаптев

МЕЖДУНАРОДНЫЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ЦЕНТР
«СИРИУС» — КАЗАХСТАН

В апреле 2026 года в Астане состоялся II Международный саммит талантов «Казахстан — Сири-
ус», посвященный 65-летию первого полета человека в космос, развитию образовательной инфра-
структуры по модели «Сириус» в Казахстане и укреплению стратегического партнерства России
и Казахстана в сфере образования, науки и культуры. Международный математический центр
«Сириус» в делегации Образовательного Фонда «Талант и успех» представлял исполнительный
директор ММЦ «Сириус» А. В. Щуплев. На саммите обсуждались, в частности, вопросы по
укреплению сотрудничества математиков России и Казахстана, проведению совместных меропри-
ятий и организации математического центра в Алматы по типу ММЦ «Сириус».

Продолжая линию проекта «Сириус — Казахстан», «Сириус. Математический журнал» откры-
вает свои страницы для авторов из Казахстана. В редакционный совет приглашены вице-президент
Национальной академии наук Республики Казахстан при Президенте Республики Казахстан Ас-
кар Серкулович Джумадильдаев и академик Национальной академии наук Республики Казахстан
при Президенте Республики Казахстан Дурвудхан Сураган, а в редколлегию вошел зав. отделом
математической физики и моделирования Института математики и математического моделирова-
ния (Алматы) доктор физ.-мат. наук Нурлан Слямханович Даирбеков.

В настоящем выпуске представлены статьи авторов из Евразийского национального универси-
тета им. Л. Н. Гумилёва (Астана), Казахстанского филиала МГУ им. М. В. Ломоносова (Астана),
Казахского национального университета им. Аль-Фараби (Алматы) и Назарбаев Университета
(Астана). Выпуск открывает статья А. С. Джумадильдаева о развитии математики в Казахстане.

Надеюсь, что начиная с этого выпуска статьи казахстанских математиков будут регулярно
появляться на страницах нашего журнала.

А. А. Лаптев
Главный редактор «Сириус. Математического журнала»

Научный руководитель Международного математического центра «Сириус»

А. А. Лаптев: Научно-технологический университет «Сириус», Федеральная территория «Сириус», Россия;
a.laptev@imperial.ac.uk.

Английский перевод: J. Math. Sci. (2027)

c© А. А. Лаптев, 2026
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А. С. Джумадильдаев

МАТЕМАТИКА В КАЗАХСТАНЕ: КРАТКАЯ ИСТОРИЯ

Меня попросили написать небольшой текст о развитии математики в Казахстане. Подробности
можно найти в книгеИнститут математики МОН РК 50 лет, ИМ МОН РК, Алматы (2005).

Академия наук Казахской ССР была основана в 1946 году. Первым президентом академии был
избран геолог Каныш Имантаевич Сатпаев, впоследствии действительный член Академии наук
СССР. Руководство Советского Союза уделяло огромное внимание развитию науки, и такие же
академии были открыты во всех союзных республиках. При Сатпаеве были основаны 36 научно-
исследовательских институтов. Один из таких институтов касался физики и математики.

В 1945 году был организован Сектор математики и механики при Казахстанском филиале
АН СССР. Тогда в Алма-Ате было всего 5 кандидатов физ.-мат. наук по математике и 2 —
по теоретической механике. Началось формирование аспирантуры Сектора, и весной 1946 года
были приняты первые аспиранты из числа математиков, демобилизованных из Красной Армии. С
весны 1945 года заведующим сектором был профессор К. П. Персидский. С 1947 года ежегодно
издается журнал «Известия АН Казахской ССР. Серия математики и механики». С 1951 года
зав. Cектором стал к.ф.м.н. Орымбек Жаутыков (позднее — академик АН КазССР). В период
1945–1965 гг. по линии Сектора защитились 25 кандидатов наук, в последующие три года было
защищено 18 кандидатских диссертаций бывшими аспирантами и соискателями Сектора.

В 1954 году Постановлением Президиума АН КазССР при Президиуме АН КазССР была ор-
ганизована Лаборатория машинной и вычислительной математики. Задачей Лаборатории машин-
ной и вычислительной математики являлась механизация трудоемких вычислений посредством
использования вычислительных машин. В 1957 году на должность заведующего ЛМВМ был на-
значен член-корр. (с 1958 года академик) АН КазССР, доктор физ.-мат. наук М. В. Пентковский,
известный специалист по номографии. Число сотрудников Лаборатории увеличилось с 7 в 1957
году до 54 в 1964 году.

А. С. Джумадильдаев: Национальная Академия наук Республики Казахстан при Президенте Республики Казахстан и
Институт математики и математического моделирования, Алматы, Казахстан; askar56@gmail.com.

Английский перевод: J. Math. Sci. (2027)

c© А. С. Джумадильдаев, 2026
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Математика в Казахстане: Краткая история

В 1965 году на базе Сектора математики и механики и лаборатории машинной и вы-
числительной математики был организован Институт математики и механики Академии наук
КазССР. Открытие такого научно-исследовательского института математического направления
было долгожданным событием исторического порядка, демонстрирующим высокий рост научно-
интеллектуального потенциала народов Казахстана. Это было результатом многолетнего целена-
правленного организационно-научного труда Константина Петровича Персидского, Орымбека Ах-
метбековича Жаутыкова, Асана Дабсовича Тайманова, Жакана Сулейменовича Ержанова, Енгвана
Инсуговича Кима, механико-математического факультета КазГУ и его декана Хасена Ибрашевича
Ибрашева, физико-математических факультетов КазПИ и других вузов республики. К концу 1965
года в Институте работали 67 научных сотрудников, в том числе 5 докторов и 11 кандидатов
наук; 5 инженерно-технических и 12 административно-хозяйственных работников. В 1991 году в
Институте насчитывалось 467 сотрудников, в том числе 20 докторов наук и 128 кандидатов наук,
несколько отделов, в состав которых входили 30 лабораторий.

В 1992 году Постановлением Президиума АН Казахстана из состава Института были вы-
делены четыре НИИ: Институт космических исследований, Институт информатики и проблем
управления, Институт механики и машиноведения, Институт прикладной математики в Караган-
де.

Основные научные изыскания в математике проводятся по следующим направлениям: диффе-
ренциальные уравнения, функциональный анализ, алгебра и математическая логика. В Институте
математики и математического моделирования с 2014 года действует совместная с КазНУ им.
аль-Фараби программа подготовки магистрантов и докторантов. На сегодняшний день это един-
ственная образовательная программа среди всех НИИ Казахстана, получившая международную
аккредитацию.

Кадровый состав Института в 2019–2024 годы.

Молодых (до 40 лет) сотрудников в 2024 году: 159 или 52%. По количеству статей в жур-
налах, индексируемых в WoS ИМММ занимает 7-е место в Казахстане среди всех организаций,
уступая только крупным университетам. Согласно рейтингу «Research Areas» по количеству пуб-
ликаций WoS 2019–2024 в мире среди всех публикаций на публикации по математике прихо-
дится 2,8%, а среди всех казахстанских публикаций на математику приходится 7,2%. Одним
из индикаторов, позволяющих оценить научную направленность страны, является индекс науч-
ной специализации — отношение доли предметных областей в общем объеме публикаций страны
к аналогичному показателю в общемировом документопотоке. Если данный индекс для работ в
какой-либо научной дисциплине больше единицы, это означает, что данная дисциплина относится
к сфере научной специализации страны. По математике коэффициент превышения среднемирового
уровня равен 2,31; он уступает только наукам о космосе и Земле, где коэффициент равен 2,46.
Приведем список некоторых казахстанских математиков, получивших международные премии.

У. У. Умирбаев (премия Мура Американского математического общества, 2007).
А. С. Джумадильдаев (премия Хорезми Исламской Республики Иран, 2012).
С. Н. Харин (премия IEEE имени Хольмы, 2015).
Д. Сураган (премия Феррана Суньер-и-Балагера за лучшую монографию, 2018).
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А. С. Джумадильдаев

Национальная Академия наук Республики Казахстан при Президенте Республики Казахстан
уделяет огромное внимание популяризации науки и активно работает над привлечением талантли-
вой молодежи к науке. Издается научно-популярный журнал на государственном языке «Ал-Джебр
атасы» («Отец алгебры»). Журнал назван в честь знаменитого ученого, выходца из Центральной
Азии Аль Хорезми, который внес огромный вклад в развитие мировой цивилизации. С его именем
связаны два термина, вошедшие во все языки мира: алгебра и алгоритм.

Казахстанские школьники успешно выступают на различных научных олимпиадах и конкур-
сах. Неоднократно они побеждали в конкурсах Intel ISEF. В 2000 году казахстанские школьники
выиграли 5 золотых медалей на Международной математической олимпиаде и в 2026 году также
выиграли 5 золотых медалей на Международной олимпиаде по физике. В Казахстане с 2005 года
ежегодно проводится Жаутыковская олимпиада по математике, физике и информатике. Примеча-
тельно, что это единственная олимпиада международного уровня, проводимая в Казахстане, и она
проводится усилиями одной школы. Дипломы этой олимпиады высоко ценятся в странах СНГ при
поступлении в университеты.

Хорошими результатами в олимпиадах и научных конкурсах выделяются в основном три
школы: Республиканская Физико-математическая школа (РФМШ), Назарбаев Интеллектуальные
школы и Казахско-Турецкие лицеи «Бiлiм-Инновация лицейi» («Знание и инновации»). В послед-
ние годы в этот список можно добавить также Казахско-Британскую школу «Haileybury».

Республиканская Физико-математическая школа была открыта в 1967 году. Вначале она ра-
ботала в школе № 56 имени Сатпаева вместе с интернатом № 3. В 1972 году на Ботаническом
бульваре было построено специальное здание для школы с интернатом. Выпускники этой школы
успешно работают в Казахстане и за рубежом в различных отраслях народного хозяйства. Так,
два выпускника РФМШ Аркадий Волож и Илья Сегалович основали российскую транснациональ-
ную компанию в отрасли информационных технологий «Яндекс». Выпускник РФМШ Ерзат Дулат
вместе с другими выпускниками РФМШ и Назарбаев интеллектуальной школы создали частную
технологическую компанию, первый казахстанский «единорог» — ИИ-стартап Higgsfield AI. По-
следняя оценка ИИ-стартапа составляет $5,4 млрд. Эту оценку компания получила в рамках
инвестиционного раунда серии B, о котором было официально объявлено 17 августа 2026 года.

В городах Алматы и Астана совместно с российскими коллегами строятся школы и образова-
тельные центры для одаренных детей «Сириус». В будущем ученики «Сириуса» также покажут
блестящие результаты. В этом у меня сомнения нет.

А. С. Джумадильдаев
Вице-президент Национальной Академии наук Республики Казахстан

при Президенте Республики Казахстан
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Л. М. Баратова, Н. А. Баженов

ОБУЧЕНИЕ ЗАМКНУТЫХ ВНИЗ МНОЖЕСТВ
В ЧАСТИЧНЫХ ПОРЯДКАХ ПО РАЗЛИЧНЫМ

ТИПАМ ИНФОРМАЦИИ

Изучается обучаемость для замкнутых вниз множеств в частичных порядках. Для вы-
числимого линейного порядка A получен критерий обучаемости по негативной информа-
ции для семейства DS(A), состоящего из всех непустых замкнутых вниз подмножеств
A. Показано, что в случае обучения по негативной информации для DS(A) понятия
Ex-обучаемости и BC-обучаемости совпадают. Установлено, что в общем случае сле-
дующие типы обучаемости для DS(A) различны: обучение по негативной информации,
обучение по позитивной информации, обучение с переключением типа информации и
обучение по информанту. Доказано, что для вычислимого частичного порядка P, содер-
жащего бесконечную антицепь, семейство DS(P) не является BC-обучаемым по инфор-
манту.

1. Введение

Классическая алгоритмическая теория обучения восходит к работам Патнэма [1] и Голда [2].
В данной области исследований изучаются математические формализации индуктивного вывода.
Следуя [3], индуктивный вывод можно понимать как процесс выдвижения гипотез, описываю-
щих неизвестный объект, на основе конечного объема данных об этом объекте. К концу XX
века алгоритмическая теория обучения стала развитым направлением, в котором особое внима-
ние уделяется обучаемости для формальных языков и вычислимых функций. Обзор известных
результатов можно найти в [3]–[5].

Штефан и Венцов [6] начали систематические исследования алгоритмического обучения в
рамках теории вычислимых структур [7, 8]. Работа [6] посвящена обучаемости для классов под-
структур данной вычислимой структуры S. В модели, рассматриваемой в [6], обучающийся полу-
чает только позитивную информацию (или текст) о подструктуре A структуры S. Обучающийся
выдает последовательность гипотез, которая должна сходиться к программе, перечисляющей под-
структуру A, поданную на вход. Свойства обучаемости тесно связаны со структурными свойствами
рассматриваемой структуры S. В частности, семейство всех идеалов вычислимого коммутативно-
го кольца R является BC-обучаемым по тексту тогда и только тогда, когда кольцо R является
нетеровым [6, теорема 3.1]. Понятие BC-обучаемости здесь соответствует так называемой се-
мантической сходимости последовательности выдвигаемых гипотез (формальное определение
BC-обучения приведено в п. 2.1).
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Харизанов и Штефан [9] исследовали обучаемость для семейств вычислимо перечислимых
(в.п.) подструктур данной вычислимой структуры S. Это направление исследований продолже-
но в [10, 11]. Другой близкий подход к обучению развит в [12, 13]: в рамках этого подхода
исследуется обучаемость для семейств вычислимых структур {Si : i ∈ ω}.

Напомним, что в частичном порядке P = (P,�P ) подмножество D ⊆ P является замкнутым
вниз тогда и только тогда, когда выполнено следующее: если a �P b и b ∈ D, то a ∈ D.

В данной статье продолжаются исследования, начатые в [9, 11]. Как и в [11], для данно-
го вычислимого частичного порядка P рассматривается семейство всех его непустых замкнутых
вниз множеств DS(P). В [11] рассматривалось только обучение по позитивной информации (Txt-
обучение). В данной статье, следуя подходу [9, 14], также рассматриваются обучение по нега-
тивной информации (Neg-обучение), обучение с переключением типа информации (Sw-обучение)
и обучение по информанту (т.е. одновременно по позитивной и негативной информации; Inf-
обучение). При этом рассматриваются как семантическая сходимость (BC), так и синтаксическая
сходимость (Ex).

Статья организована следующим образом. В § 2 приведены необходимые предварительные
сведения о рассматриваемых моделях обучения. Сначала рассматривается семейство DS(A) для
случая, когда A есть вычислимый линейный порядок. В § 3 получено полное описание Neg-
обучаемости; в частности, показано, что DS(A) является NegEx-обучаемым в том и только том
случае, когда DS(A) является NegBC-обучаемым. В § 4 строятся примеры семейств DS(A), разде-
ляющие понятия SwEx-обучаемости и NegBC-обучаемости, а также InfEx-обучаемости и SwBC-
обучаемости. Из полученных результатов следует, что в случае Ex-обучения все рассматриваемые
типы обучения попарно различны. В § 5 получены некоторые результаты о произвольных вычис-
лимых частичных порядках P . В частности, показано, что DS(P) не является InfBC-обучаемым
в случае, когда P содержит бесконечную антицепь.

2. Предварительные сведения

Как обычно, через (ϕe)e∈N обозначается стандартная нумерация всех одноместных частично
вычислимых функций, а We = dom(ϕe) для e ∈ N. Необходимые сведения из теории вычислимости
можно найти в [15].

Для конечной строки σ обозначим через |σ| длину σ. Пустая строка обозначается Λ и �N —
стандартный порядок на натуральных числах.

Для множества Y его характеристическая функция обозначается через χY . Если k ∈ N и f —
это отображение из N в множество X , то, как обычно, через f � k обозначаем ограничение f на
множество {i ∈ N : i < k}.

2.1. Алгоритмическое обучение. Рассматриваемая модель обучения в основном следует со-
глашениям из [6, 9, 14], которые, в свою очередь, основаны на обучении в стиле Голда для
семейств в.п. множеств [2, 5]. Отметим, что все рассматриваемые здесь алгоритмы обучения
являются вычислимыми.

Процесс обучения можно рассматривать как диалог между учителем и обучающимся. Пред-
положим, что обучающийся M должен успешно обучиться множеству V ⊆ N. Обучающийся M
рассматривается как алгоритмическая машина, которая поочередно запрашивает новые данные и
выдает гипотезы e ∈ N.

Фиксируем специальный символ паузы #. Обучающийся делает бесконечно много запросов,
каждый из которых имеет тип 0 (негативная информация) или тип 1 (позитивная информация).
На шаге s ∈ N учитель отвечает на s-й запрос обучающегося. Если запрос имеет тип b ∈ {0, 1},
то учитель предъявляет либо символ паузы #, либо элемент v ∈ N такой, что χV (v) = b. После
этого обучающийся M выдает свою s-ю гипотезу es ∈ N и делает (s+ 1)-й запрос.

Более формально обучающегося M можно определить следующим образом.
Бесконечная информационная последовательность I — это отображение из N в (N∪ {#})×

{0, 1}, обладающее следующим свойством: если (n, b) ∈ range(I) для некоторых n ∈ N и b ∈ {0, 1},
то (n, 1 − b) �∈ range(I). Если I является бесконечной информационной последовательностью и
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k ∈ N, то конечное отображение σ = I � k называем конечной информационной последователь-
ностью.

Обучающегося M можно рассматривать как всюду определенное вычислимое отображение,
которое по данной конечной информационной последовательности σ выдает пару (e, b), где:

• e ∈ N есть текущая гипотеза,
• b ∈ {0, 1} является типом следующего запроса обучающегося.

В дальнейшем всегда используем следующее соглашение. Если I является произвольной ин-
формационной последовательностью и M(I � k) = (e, b), то I(k) равно (v, b) для некоторого
v ∈ N ∪ {#}. Другими словами, учитель «строит» информационные последовательности I таким
образом, чтобы они соответствовали запросам обучающегося.

Формализация процесса обучения включает два ключевых аспекта: ограничения на учите-
ля и критерии сходимости. Следуя [9], в настоящей статье рассматриваются следующие модели
обучения.

Определение 2.1 ([2, 9, 14]). Рассматриваются следующие ограничения на учителя:

(a) Обучение по тексту (Txt). Обучающийся запрашивает только позитивную информацию (т.е.
данные типа 1), а информационная последовательность I, предоставляемая учителем, в конеч-
ном итоге содержит все элементы n ∈ V (где V ⊆ N — это множество, которому необходимо
обучиться).

(b) Обучение по негативному тексту (Neg). Обучающийся запрашивает только негативную
информацию (т.е. данные типа 0), а учитель в конечном итоге предъявляет все элементы
n �∈ V .

(c) Обучение с переключением типа информации (Sw). Обучающемуся разрешается переклю-
чаться между позитивной и негативной информацией. Однако, если начиная с некоторо-
го момента обучающийся всегда запрашивает информацию некоторого фиксированного ти-
па b ∈ {0, 1}, то учитель должен предъявить обучающемуся все n ∈ N, удовлетворяющие
χV (n) = b.

(d) Обучение по информанту (Inf). Обучающийся бесконечно часто запрашивает позитивную
информацию и бесконечно часто запрашивает негативную информацию. В конечном итоге
учитель должен предъявить каждый элемент n ∈ N либо как позитивное вхождение, либо
как негативное.

Отметим, что каждое из приведенных выше ограничений, по существу, определяет способ ко-
дирования множества V посредством информационной последовательности I, предоставляемой
учителем.

Гипотезы e ∈ N, выдаваемые обучающимся, рассматриваются как индексы в.п. множеств от-
носительно нумерации (We)e∈N. Пусть (es)s∈N — это последовательность гипотез, выдаваемых
обучающимся на информационной последовательности I, кодирующей множество V . Рассматри-
ваются следующие два типа критериев сходимости:

(i) Объяснительное обучение (Ex). Существуют s0 ∈ N и индекс e∗ ∈ N такие, что es = e∗ для
всех s � s0 и V =We∗ .

(ii) Поведенчески корректное обучение (BC). Существует s0 ∈ N такое, что V = Wes для всех
s � s0.

Определение 2.2 ([2, 9, 14]). Пусть V ⊆ N — это в.п. множество. Предположим, что
N ∈ {Txt,Neg,Sw, Inf} и Cr ∈ {Ex,BC}. Говорят, что множество V является NCr-обучаемым
посредством обучающегося M , если для каждой информационной последовательности I, кодиру-
ющей множество V и удовлетворяющей ограничению N, обучающийся M корректно сходится в
соответствии с критерием Cr.

Пусть K — непустое семейство в.п. множеств. Семейство K является NCr-обучаемым, если
существует обучающийся M , который NCr-обучается каждому множеству V ∈ K.

Сформулируем простые импликации между рассматриваемыми понятиями обучаемости (эти
импликации непосредственно следуют из определений).
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Замечание 2.1. Пусть N ∈ {Txt,Neg,Sw, Inf} и Cr ∈ {Ex,BC}.
(1) NEx-обучаемость ⇒ NBC-обучаемость,
(2) TxtCr-обучаемость ⇒ SwCr-обучаемость ⇒ InfCr-обучаемость ,
(3) NegCr-обучаемость ⇒ SwCr-обучаемость.

Напомним следующие полезные классические понятия. Текстом для множества V ⊆ N на-
зывают произвольную функцию T : N → N ∪ {#} такую, что range(T ) \ {#} = V . Неформально
говоря, текст T за дает перечисление всех элементов множества V с возможными повторениями
и паузами.

Негативным текстом для множества V называют текст для дополнения V = N \ V . Обзор
результатов об обучении формальных языков по негативной информации можно найти в [16].

2.2. Обучение для замкнутых вниз множеств. Структуру Q = (Q,�Q) называют предпо-
рядком, если отношение �Q рефлексивно и транзитивно. Следуя [11], обозначим через DS(Q)
семейство всех непустых замкнутых вниз подмножеств предпорядка Q.

В [11] получен следующий критерий обучаемости по тексту.

Теорема 2.1 ([11, теорема 3.2]). Пусть Q = (Q,�Q) — вычислимый предпорядок. Следую-
щие условия эквивалентны:

(a) Семейство DS(Q) является TxtEx-обучаемым.
(b) Семейство DS(Q) является TxtBC-обучаемым.
(c) Предпорядок Q не содержит ни бесконечных антицепей, ни бесконечных строго возрас-

тающих цепей.

Для предпорядка Q = (Q,�Q) через Q∗ обозначим обращение предпорядка Q, т.е. x �Q∗ y
тогда и только тогда, когда y �Q x.

3. Негативная информация для линейных порядков

В этом параграфе получим полное описание Neg-обучаемости для семейства DS(A) в случае,
когда A — это вычислимый линейный порядок.

Теорема 3.1. Пусть A = (A,�A) — вычислимый линейный порядок. Следующие условия
эквивалентны:

(a) Семейство всех непустых замкнутых вниз множеств DS(A) является NegEx-обучае-
мым.

(b) Семейство DS(A) является NegBC-обучаемым.
(c) Порядок 1 + ω∗ не вкладывается изоморфно в A.

Доказательство. Импликация (a)⇒(b) следует из замечания 2.1.
(b)⇒(c). Предположим, что порядок 1+ω∗ изоморфно вкладывается в порядок A. Это означает,

что в A можно выбрать (вообще говоря, неэффективным образом) элементы a∗ и bi, i ∈ N, так,
чтобы выполнялось:

a∗ <A · · · <A b3 <A b2 <A b1 <A b0.
Покажем, что семейство DS(A) не является NegBC-обучаемым.

Рассмотрим следующие непустые замкнутые вниз множества:

Z = {x ∈ A : (∀j ∈ N)(x <A bj)} и Yi = {x ∈ A : x �A bi}.
Отметим, что каждое множество Yi вычислимо перечислимо.

Если множество Z ∈ DS(A) не является в.п., то (в силу определения) семейство DS(A)
не является NegBC-обучаемым, поскольку в рассматриваемой модели невозможно обучиться не
в.п. множеству. Таким образом, без ограничения общности можно считать, что Z вычислимо
перечислимо.

Допустим противное: пусть обучающийся M осуществляет NegBC-обучение для семейства
DS(A). Построим негативный текст T для некоторого множества V ∈ {Yi : i ∈ N} ∪ {Z}.
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Положим T (0) = b0. На шаге s+1 действуем следующим образом. Предположим, что k ∈ N —
это наибольшее число, для которого

{bi : i � k} ⊆ range(T � s+ 1).

Если s = 2t (т.е. s+1 является нечетным шагом), то ищем наименьшее число y �N s+1 такое, что
bk+1 <A y и y �∈ range(T � s+1). Если такое y существует, то полагаем T (s+1) = y. В противном
случае полагаем T (s+ 1) = bk.

Если s = 2t+ 1 (т.е. s + 1 является четным шагом), то действуем следующим образом. Если
в.п. множество WM(T �s+1) равно Yk+1, то полагаем T (s+1) = bk+1. В противном случае полагаем
T (s+ 1) = bk.

Построение негативного текста T завершено. Ясно, что либо

range(T ) = Z = {y ∈ A : (∃j ∈ N)(bj+1 <A bj �A y)},
либо range(T ) = Yk∗+1 = {y : bk∗+1 <A y} для некоторого k∗ ∈ N. Следовательно, как и требова-
лось, T — это негативный текст для непустого замкнутого вниз в.п. множества.

Если множество range(T ) равно Z, то существует бесконечно много шагов s, для которых
WM(T �s+1) �= WM(T �s). Следовательно, обучающийся M не осуществляет NegBC-обучение за-
мкнутого вниз множества Z по тексту T .

В противном случае range(T ) = Yk∗+1. Выберем шаг s∗ такой, что bk∗ ∈ range(T � s∗+1). Тогда
из определения T следует, что для всех четных шагов s + 1 > s∗ множество WM(T �s+1) не равно
Yk∗+1. Следовательно, M не обучается замкнутому вниз множеству Yk∗+1 по его негативному
тексту T .

В обоих случаях пришли к противоречию. Следовательно, семейство DS(A) не NegBC-обу-
чаемо.

(c)⇒(a). Предположим, что 1 + ω∗ не вкладывается изоморфно в A, и пусть V — это произ-
вольное непустое замкнутое вниз множество в A. Как обычно, без ограничения общности можно
считать, что носитель A равен N. Покажем следующее: если дополнение V непусто, то оно имеет
�A-наименьший элемент v∗.

Предположим противное: пусть V �= ∅ и V не имеет �A-наименьшего элемента. Тогда множе-
ство V содержит бесконечную убывающую цепь b0 >A b1 >A b2 >A . . . . Выберем произвольный
элемент d ∈ V . Поскольку V является замкнутым вниз множеством и bi �∈ V , имеем d <A bi для
всех i ∈ N. Таким образом,

d <A · · · <A b2 <A b1 <A b0,
и порядок 1 + ω∗ вкладывается в A. Получили противоречие.

Следовательно, доказано, что для любого замкнутого вниз множества V такого, что V �= ∅,
существует элемент v∗, удовлетворяющий равенству

V = {x ∈ N : v∗ �A x}. (3.1)

Теперь опишем обучающегося M , осуществляющего NegEx-обучение для семейства DS(A).
Пусть T — это негативный текст для замкнутого вниз множества V ∈ DS(A) и пусть k ∈ N.

Если range(T � k) ⊆ {#}, т.е. range(T � k) не содержит натуральных чисел, то M(T � k)
выдает некоторый фиксированный индекс i0 ∈ N такой, что Wi0 = N; другими словами, текущая
гипотеза состоит в том, что множество V равно всему носителю порядка A.

В противном случае пусть range(T � k) \ {#} = {a0, a1, . . . , am}. Найдем индекс j � m такой,
что aj �A ai для всех i � m. Значение M(T � k) определяется как индекс � ∈ ω такой, что

W� = {x ∈ A : x <A aj}.
Описание обучающегося M завершено. Заметим, что M успешно осуществляет NegEx-обучение
для множества N.

Теперь предположим, что V �= N. Поскольку множество V непусто, выберем элемент v∗,
удовлетворяющий равенству (3.1). Отметим, что замкнутое вниз множество V равно {x : x <A v

∗}.
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Поэтому, выбрав наименьшее k∗ ∈ N такое, что v∗ ∈ range(T � k∗), получаем, что M(T � k) =
M(T � k∗) для всех k � k∗ и

V = {x ∈ A : x <A v
∗} =WM(T �k∗).

Следовательно, семейство DS(A) является Ex-обучаемым по негативным текстам. Теорема 3.1
доказана. �

Теорема 3.1 дает следующие разделения между рассматриваемыми моделями обучения.

Следствие 3.1. Для семейств вида DS(L), где L является вычислимым линейным поряд-
ком, выполнено следующее:

(a) NegEx �⇒ TxtEx,
(b) TxtEx �⇒ NegEx.

Доказательство. Пусть α — это вычислимый ординал такой, что α � ω + 1.
(a) Рассмотрим вычислимый линейный порядок A, изоморфный α. По теореме 3.1 семейство

DS(A) является NegEx-обучаемым. С другой стороны, A содержит бесконечную строго возрас-
тающую цепь, и поэтому по теореме 2.1 семейство DS(A) не является TxtEx-обучаемым.

(b) Пусть B — это вычислимый линейный порядок, изоморфный обращению α∗. По теореме 2.1
семейство DS(B) является TxtEx-обучаемым. Отметим, что порядок 1 + ω∗ изоморфно вклады-
вается в B, и поэтому по теореме 3.1 семейство DS(B) не является NegEx-обучаемым. �

4. Разделение понятий обучаемости для линейных порядков

В данном параграфе получены дополнительные примеры семейств DS(A), где A — это вы-
числимый линейный порядок, которые позволяют разделить некоторые понятия обучаемости из
определения 2.2.

Теорема 4.1. Пусть A = (A,�A) — это вычислимая изоморфная копия порядка 1 + Z+ 1.
Тогда:

(a) DS(A) не является ни TxtBC-обучаемым, ни NegBC-обучаемым,
(b) DS(A) является SwEx-обучаемым.

Доказательство. (a) Поскольку A содержит бесконечную строго возрастающую цепь, по тео-
реме 2.1 семейство DS(A) не является TxtBC-обучаемым. Поскольку порядок 1 + ω∗ изоморфно
вкладывается в 1 + Z+ 1, по теореме 3.1 семейство DS(A) не является NegBC-обучаемым.

(b) Пусть c1 — это наибольший элемент в A, а c0 — наименьший элемент в A.
Опишем обучающегося M , осуществляющего SwEx-обучение для семейства DS(A). Пусть

I — это информационная последовательность для некоторого множества V ∈ DS(A).
(1) Сначала M запрашивает у учителя только негативную информацию. Если предоставляемая

информационная последовательность I не предъявляет элементов из A (т.е. в текущий момент
range(I � s) ⊆ {(#, 0)}), то M выдвигает гипотезу о том, что входное множество V равно
всему носителю A.

(2) Если I предъявляет c1 как негативное вхождение, то M меняет свою гипотезу на Wi0 =
A \ {c1}. Обучающийся продолжает запрашивать у учителя негативную информацию.

(3) Предположим, что I предъявляет некоторый элемент b �= c1 как негативное вхождение. Тогда,
поскольку V �= ∅, элемент b не равен c0. Теперь также известно, что V не равно ни A, ни
A \ {c1}. Обучающийся M переключается на запросы позитивной информации.

(4) Предположим, что F — это конечное множество, состоящее из всех предъявленных к насто-
ящему моменту позитивных данных y ∈ A. Обучающийся M выдвигает гипотезу о том, что
V равно множеству {x : x �A dF }, где

dF = max�A(F ∪ {c0}).
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Ясно, что построенный обучающийся M осуществляет SwEx-обучение для множеств A и
A \ {c1}. Напомним, что A изоморфно порядку 1 + Z+ 1. Если V �∈ {A,A \ {c1}}, то V содержит
некоторый элемент b �= c1, принадлежащий Z-части порядка A, и V = {x : x �A d∗} для некоторо-
го d∗, принадлежащего (1 + Z)-части порядка A. Следовательно, множество V в конечном итоге
будет корректно распознано по его позитивной информации. Теорема 4.1 доказана. �

Перед тем как получить следующую теорему о разделении рассматриваемых моделей обучае-
мости, напомним результат из [9].

Теорема 4.2 ([9, теорема 2.2]). Пусть K — это семейство в.п. множеств. Предположим,
что существует множество W ∈ K такое, что для любого конечного множества D найдутся
U,U ′ ∈ K, удовлетворяющие:

U �W � U ′ и D ∩ U = D ∩W = D ∩ U ′.

Тогда семейство K не является SwBC-обучаемым.

Получим следующий результат.

Теорема 4.3. Существует вычислимый линейный порядок A = (A,�A) такой, что семей-
ство DS(A) является InfEx-обучаемым, но не является SwBC-обучаемым.

Доказательство. Построим A как стандартную изоморфную копию порядка ω + ω∗ следую-
щим образом:

0 <A 2 <A 4 <A · · · <A 2n <A 2n+2 <A · · · · · · <A 2m+3 <A 2m+1 <A · · · <A 5 <A 3 <A 1.

Обозначим через Even множество всех четных чисел. Отметим, что

DS(A) = {Even,N} ∪ {{2x : x � n}, N \ {2x+ 1 : x � n} : n ∈ N
}
. (4.1)

Опишем обучающегося M , осуществляющего InfEx-обучение для семейства DS(A). Пусть
I — это информационная последовательность для некоторого множества V ∈ DS(A).
(1) Если учитель не предъявляет в I негативных данных, то M предполагает, что V равно N.
(2) Предположим, что учитель начинает предъявлять в I негативные данные. Если к настоящему

моменту каждое предъявленное позитивное вхождение k ∈ N является четным, а каждое
предъявленное негативное вхождение � ∈ N является нечетным, то M выдвигает гипотезу о
том, что V равно Even.

(3) После этого возможен один из следующих двух случаев:
3.a. Последовательность I уже предъявила некоторое нечетное позитивное вхождение 2m0+1.

Тогда M начинает выдавать следующие гипотезы: множество V равно {y : y �A 2m+1} =
N \ {2x+ 1 : x �N m− 1}, где m выбирается как �N-наименьшее число такое, что 2m+ 1
уже появилось в качестве позитивного вхождения.

3.b. Последовательность I предъявила некоторое четное негативное вхождение 2n0. Тогда M
начинает выдавать следующие гипотезы: множество V равно {y : y �A 2n} = {2x : x �N

n}, где n выбирается как �N-наибольшее число такое, что 2n уже появилось в качестве
позитивного вхождения.

Рассматривая все возможные случаи для V ∈ DS(A) в равенстве (4.1), нетрудно показать, что
описанный обучающийся M осуществляет InfEx-обучение для каждого такого множества V .

Теперь применим теорему 4.2. Рассмотрим множество W = Even. Пусть D — произвольное
конечное множество. Определим замкнутые вниз множества

U = {x ∈ Even : (∃n ∈ D)(x �N n)}, U ′ = N \ {x ∈ Odd : (∃n ∈ D)(x �N n)}.
Тогда U � Even � U ′ и D ∩ U = D ∩ Even = D ∩ U ′. По теореме 4.2 заключаем, что семейство
DS(A) не является SwBC-обучаемым. �

Отметим, что в случае объяснительного обучения полученные результаты разделяют все рас-
сматриваемые модели из определения 2.2. Действительно, следствие 3.1 и теоремы 4.1 и 4.3 вместе
дают следующий результат.
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Следствие 4.1. Для семейств замкнутых вниз множеств DS(A), где A — вычислимый ли-
нейный порядок, следующие понятия обучаемости попарно различны: NegEx, TxtEx, SwEx
и InfEx.

5. Случай произвольных частичных порядков

В этом параграфе установим некоторые общие результаты о семействе DS(P) для случая,
когда P — это произвольный вычислимый частичный порядок.

Предложение 5.1. Пусть P = (P,�P ) — вычислимый частичный порядок. Если линейный
порядок 1 + ω∗ изоморфно вкладывается в P, то семейство DS(P) не является NegBC-
обучаемым.

Набросок доказательства. Доказательство почти дословно повторяет доказательство импли-
кации (b)⇒(c) в теореме 3.1, за исключением следующего ключевого изменения. При построении
негативного текста T на нечетном шаге s+1 теперь необходимо искать наименьшее число y �N s+1
такое, что y �∈ range(T � s+ 1) и y удовлетворяет одному из следующих двух условий: bk+1 <P y,
либо y несравним с bi для некоторого i � k. �

Теорема 5.1. Пусть P = (P,�P ) является вычислимым частичным порядком. Если поря-
док P содержит бесконечную антицепь, то семейство DS(P) не является InfBC-обучаемым.

Доказательство. Предположим, что (ai)i∈ω — это бесконечная антицепь в порядке P . Для
данного непустого в.п. множества V ⊆ N определим замкнутое вниз множество D(V ) следующим
образом:

D(V ) = {b : ∃ i ∈ (b �P ai)}.
Если множество D(V ) не является в.п., то семейство DS(P) не является InfBC-обучаемым,
поскольку в рассматриваемой модели невозможно обучиться не в.п. множеству. Поэтому можно
считать, что все такие множества D(V ) вычислимо перечислимы.

Зафиксируем всюду определенную вычислимую функцию h(x), обладающую следующим свой-
ством: если We — это в.п. подмножество P , то

Wh(e) = {i ∈ ω : ai ∈We}.
Отметим следующее: если We = D(V ), то Wh(e) равно V .

Известно, что семействоW всех непустых в.п. множеств не является InfBC-обучаемым [2, 5].
Допустим противное: пусть обучающийсяM осуществляет InfBC-обучение семейства DS(P). От-
сюда следует, что M осуществляет InfBC-обучение каждого множества D(V ), где V ∈W. Тогда
нетрудно показать, что функция h ◦ M обучается каждому множеству V из W. Следователь-
но, семейство W является InfBC-обучаемым посредством обучающегося h ◦M , что приводит к
противоречию. Таким образом, семейство DS(P) не является InfBC-обучаемым. �

Литература

1. H. Putnam, “Trial and error predicates and the solution to a problem of Mostowski,” J. Symb.
Log. 30, No. 1, 49–57 (1965).

2. E. M. Gold, “Language identification in the limit,” Inf. Control 10, No. 5, 447–474 (1967).

3. T. Zeugmann, S. Zilles, “Learning recursive functions: a survey,” Theor. Comput. Sci. 397, No.
1–3, 4–56 (2008).

4. S. Lange, T. Zeugmann, S. Zilles, “Learning indexed families of recursive languages from positive
data: a survey,” Theor. Comput. Sci. 397, No. 1–3, 194–232 (2008).

5. S. Jain, D. Osherson, J. S. Royer, A. Sharma, Systems that Learn, MIT Press, Cambridge (1999).

6. F. Stephan, Yu. Ventsov, “Learning algebraic structures from text,” Theor. Comput. Sci. 268,
No. 2, 221–273 (2001).

7. Ю. Л. Ершов, С. С. Гончаров, Конструктивные модели, Научная книга, Новосибирск (1999).

18 Сириус. Математический журнал 2, No. 3, 2026



Обучение замкнутых вниз множеств

8. C. J. Ash, J. F. Knight, Computable Structures and the Hyperarithmetical Hierarchy, Elsevier,
Amsterdam etc. (2000).

9. V. S. Harizanov, F. Stephan, “On the learnability of vector spaces,” J. Comput. Syst. Sci. 73, No.
1, 109–122 (2007).

10. Z. Gao, F. Stephan, G. Wu, A. Yamamoto, “Learning families of closed sets in matroids,” Lect.
Notes Comput. Sci. 7160, 120–139 (2012).

11. N. Bazhenov, M. Mustafa, “On learning down-sets in quasi-orders, and ideals in Boolean algebras,”
Theory Comput. Syst. 69, No. 1, article 1 (2025).

12. E. Fokina, T. Kötzing, L. San Mauro, “Limit learning equivalence structures,” Proc. Mach. Learn.
Res. (PMLR) 98, 383–403 (2019).

13. N. Bazhenov, E. Fokina, L. San Mauro, “Learning families of algebraic structures from informant,”
Inf. Comput. 275, article 104590 (2020).

14. S. Jain, F. Stephan, “Learning by switching type of information,” Inf. Comput. 185, No. 1, 89–104
(2003).

15. P. Odifreddi, Classical Recursion Theory, Elsevier, Amsterdam etc. (1992).

16. S. Jain and E. Kinber, “Negative data in learning languages,” In: Mathematical Logic in Asia,
pp. 90–112, World Scientific, Hackensack (2006).

Статья поступила в редакцию 4 августа 2026 г.
принята к публикации 23 сентября 2026 г.

Международный математический центр «Сириус» 19



|
Сириус • Математический журнал Том 2, No. 3, 20–36 (2026)

А. О. Башеева, М. В. Швидефски

ДУАЛЬНОСТЬ ДЛЯ КАТЕГОРИЙ
БИАЛГЕБРАИЧЕСКИХ РЕШЕТОК

Классический результат Гаррета Биркгофа утверждает, что категория, объектами ко-
торой являются биалгебраические дистрибутивные решетки, а морфизмами — полные
гомоморфизмы решеток, дуально эквивалентна категории, объекты которой — частич-
но упорядоченные множества, а морфизмы — монотонные отображения. Этот резуль-
тат был расширен на категорию биалгебраических решеток, принадлежащих многооб-
разию, порожденному пентагоном N5, а также на другие многообразия решеток. Мы
даем обзор метода, используемого для получения последней дуальности и наметим до-
казательства новых расширений.

1. Введение

Результат Гарретта Биркгофа (который мы называем дуальностью Биркгофа) устанавливает ду-
альную эквивалентность категории конечных дистрибутивных решеток с (0, 1)-гомоморфизмами
и категории конечных частично упорядоченных множеств с монотонными отображениями. Более
общо, категория алгебраических пространственных дистрибутивных решеток (которые являются
биалгебраическими) с полными гомоморфизмами и категория частично упорядоченных множеств
с монотонными отображениями дуально эквивалентны.

Известно, что существуют ровно два покрытия многообразия D дистрибутивных решеток в ре-
шетке всех многообразий решеток — многообразие SP(N5), порожденное пентагоном N5, наимень-
шей немодулярной решеткой, и многообразие SP(M3), порожденное диамантом M3, наименьшей
модулярной недистрибутивной решеткой. Обобщение дуальности Биркгофа было впервые найде-
но для категории биалгебраических решеток, принадлежащих многообразию решеток SP(N5), в
[1, 2]. Позже дуальность Биркгофа была расширена [3] на категорию биалгебраических решеток,
принадлежащих многообразию SP(M3).

Чтобы установить дуальность Биркгофа в простейшем дистрибутивном случае, нужно опре-
делить два контравариантных функтора F и G. Функтор F сопоставляет каждому ч.у. множеству
алгебраическую пространственную дистрибутивную решетку его порядковых идеалов (упорядо-
ченную относительно включения). Более того, для каждого монотонного отображения f из ч.у.м.
P0 в ч.у.м. P1 полный гомоморфизм решеток F(f) отображает каждый порядковый идеал I из P1

в его прообраз f−1(I), который, очевидно, является порядковым идеалом в P0. Другой контра-
вариантный функтор G сопоставляет каждой алгебраической пространственной дистрибутивной
решетке L ч.у.м. ее вполне ∨-неразложимых элементов CJ(L), а каждому полному гомоморфизму
решеток — его нижний сопряженный в смысле Маккензи [4].
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Дуальность для категорий биалгебраических решеток

Для расширения дуальности Биркгофа на категории биалгебраических недистрибутивных ре-
шеток, требуется ввести геометрию на ч.у.м.

〈
CJ(L);�

〉
, индуцированную существованием (ми-

нимальных) нетривиальных ∨-покрытий элементов из CJ(L) и свойствами этих ∨-покрытий. Для
некоторых решеток L (и, в частности, для пентагона N5) определяющие свойства минимальных ∨-
покрытий могут быть выражены тождествами. Множество тождеств, описывающих эти свойства,
образует в этом случае базис тождеств для многообразия V(L) и вынуждает все минимальные ∨-
покрытия во всех решетках из V(L) обладать теми же свойствами, что и у L. Это позволяет опре-
делить понятие дуального пространства, расширяя тем самым дуальность Биркгофа на категорию
биалгебраических решеток, принадлежащих V(L). Существование (минимальных) нетривиальных
∨-покрытий в недистрибутивных решетках делает необходимым введение некоторой дополнитель-
ной структуры на ч.у.м. полностью ∨-неразложимых элементов. Эта дополнительная структура
выражается бинарной функцией для немодулярных решеточных многообразий и бинарным отно-
шением для модулярных многообразий.

Для категории биалгебраических решеток, принадлежащих многообразию SP(N5) описанное
выше было сделано в [1, 2]. Позже, с использованием базисов тождеств, найденных в [5, 6],
дуальность Биркгофа была расширена на многообразия SP(L1), SP(L4) и SP(M3) в [7, 8, 3].
Отметим, что дуальность биркгофовского типа для SP(L1) и SP(L4) расширяет дуальность для
SP(N5) — поскольку оба многообразия, SP(L1) и SP(L4), покрывают многообразие SP(N5) в ре-
шетке многообразий решеток (см. [9]). В [10, 11] дуальность Биркгофа была также распростране-
на на многообразия, порожденные решетками подпорядков конечных ч.у.м. длины 2. Заметим, что
решетка подпорядков трехэлементной цепи изоморфна L1, и дуальность Биркгофа, полученная в
[10, 11], расширяет таким образом ту, что получена в [5, 7].

Данная статья представляет собой обзор как уже опубликованных результатов о дуальностях
для многообразий решеток, так и новых результатов. В частности, мы даем расширение дуальности
Биркгофа на конечно базируемое многообразие VC , которое обобщает существующие, и приводим
больше примеров этой дуальности для конечно порожденных многообразий решеток. Мы даем
общее определение дуальной категории в двух случаях — для немодулярных многообразий и для
модулярного многообразия решеток SP(M3).

Конечно базируемое многообразие VC вводится в § 3.1, а понятие JC-пространства вводится
в определении 3.1. Затем для категории BC определяется дуальная категория JC , объектами кото-
рой являются биалгебраические решетки, принадлежащие VC , а обобщение дуальности Биркгофа
устанавливается в теореме 3.1 и следствии 3.3. Исходная дуальность для многообразия SP(N5) из
[1, 2] становится частным случаем дуальности для VC (см. § 3.6). Далее, с помощью этой более
общей дуальности Биркгофа в пп. 3.7–3.11 устанавливаются дуальности Биркгофа для конечно
порожденных решеточных многообразий SP(Li), 1 � i � 5 (см. также теорему 3.3 и следствие
3.5). Решетки L1–L5 были найдены в [9] (см. также [12] и рис. 1–5 ниже для их диаграмм).
Заметим, что решетки L1–L5 находятся в списке конечных подпрямо неразложимых решеток, ко-
торые порождают верхние покрытия многообразия SP(N5) в решетке всех многообразий решеток
(см. [9]).

Для модулярного случая мы представляем расширение дуальности Биркгофа для многообра-
зия решеток, порожденного диамантом M3, в § 4. Основные результаты § 4 — теоремы 4.1, 4.2 и
следствия 4.2, 4.3.

Интересно, что для всех рассматриваемых здесь недистрибутивных многообразий решеток
расширение дуальности Биркгофа получается с использованием двух контравариантных функто-
ров F и G, которые очень близки к описанным выше для дистрибутивного случая. Более точно,
функтор F каждому упорядоченному пространству с дополнительной структурой ставит в со-
ответствие биалгебраическую решетку его пространственных идеалов (также упорядоченную по
включению). Более того, для каждого морфизма f из пространства S0 в пространство S1 полный
гомоморфизм решеток F(f) отображает каждый пространственный идеал I из S1 в его прообраз
f−1(I), который является идеалом в S0. Функтор G каждой биалгебраической решетке L (при-
надлежащей рассматриваемому многообразию) ставит в соответствие пространство ее полностью
∨-неразложимых элементов CJ(L), наделенное дополнительной структурой, а каждому полному
гомоморфизму решеток g — морфизм, определяемый с помощью его нижнего сопряженного βg
(см. § 3.3–3.4).
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Новые результаты представлены здесь в основном без доказательств, как анонсы. За осно-
вами теории решеток мы отсылаем к [13]. Сведения и факты о нижних сопряженных для гомо-
морфизмов решеток и минимальных ∨-покрытиях элементов в решетках можно найти в [14], а
информацию о многообразиях решеток — в [12]. Некоторые базовые определения и результаты,
используемые в статье, содержатся в следующем параграфе.

2. Основные определения и вспомогательные факты

Для ч.у.м. 〈P ;�〉 обозначим через 2P множество двухэлементных антицепей в 〈P ;�〉; т.е.
2P =

{{a, b} | a, b ∈ P, a � b, b � a
}
.

Для подмножества A ⊆ P полагаем ↓A = {x ∈ P | x � a для некоторого a ∈ A} и пишем ↓a
вместо ↓{a} для элемента a ∈ P .

2.1. ∨-Покрытия. Для ∨-полурешетки 〈S;∨〉 обозначим через J(S) множество всех ∨-нераз-
ложимых элементов S, а через CJ(S) — множество всех полностью ∨-неразложимых элементов
S.

Следующие понятия и обозначения можно найти в [14]. Для двух произвольных подмножеств
A,B ⊆ S ∨-полурешетки S говорят, что A утончает B, и пишут A� B, если A ⊆ ↓B. Мы пишем
a � B вместо {a} � B и A � b вместо A � {b} для элементов a, b ∈ P . Для x ∈ S конечное
непустое множество A ⊆ S называется ∨-покрытием x в S, если x �

∨
A; мы также называем

неравенство x �
∨
A ∨-покрытием в этом случае. ∨-Покрытие x �

∨
A нетривиально, если

x /∈ ↓A. Обозначим через FS(x) множество всех нетривиальных ∨-покрытий x в S. ∨-Покрытие
x �

∨
A минимально (символически A ∈MS(x)), если A ⊆ B для каждого B ∈ FS(x) такого, что

B � A. ∨-Полурешетка S обладает свойством полного утончения минимальных ∨-покрытий
(CR), если для каждого x ∈ CJ(S) и каждого A ∈ FS(x) существует B ∈MS(x) такое, что B � A
и B ⊆ CJ(S).

2.2. Категории решеток. Следуя [15], назовем ∨-полурешетку S пространственной, если
каждый элемент S является объединением полностью ∨-неразложимых элементов S. ∨-Полурешетка
(решетка) S алгебраична, если каждый ее элемент является объединением компактных элементов.
Решетка L биалгебраична, если L и дуальная L∂ являются алгебраическими решетками. Следуя
[16], обозначим через As категорию полных алгебраических пространственных решеток с полны-
ми гомоморфизмами решеток в качестве морфизмов. Обозначим через A

+
s полную подкатегорию

As, все объекты которой обладают свойством (CR), а через B — категорию биалгебраических
решеток с полными гомоморфизмами. Согласно [17, следствие 3.13] каждая биалгебраическая
решетка обладает свойством (CR), что делает B полной подкатегорией A

+
s .

Следующая теорема имеет важное значение при рассмотрении конечно порожденных реше-
точных многообразий.

Теорема 2.1 ([16]). Пусть L — биалгебраическая решетка. Для решетки M ∈ SP(L)
следующие условия эквивалентны:

(1) M является A
+
s -объектом,

(2) M биалгебраична.

По теореме 2.1 для каждой конечной решетки L решетка M ∈ SP(L) является A
+
s -объектом

тогда и только тогда, когда L является B-объектом.

2.3. 2-дистрибутивность. Обозначим через (D2) тождество 2-дистрибутивности

x ∧ (y0 ∨ y1 ∨ y2) =
∨

0�i<j�2

[
x ∧ (yi ∨ yj)

]
.

Это тождество введено в [18] в серии тождеств (Dn), 0 < n < ω. В этой серии (D1) — это
тождество обычной дистрибутивности. Справедлива следующая хорошо известная лемма (см.,
например, [19]).

Лемма 2.1. Для решетки L сформулируем следующие утверждения:

(1) (D2) выполняется в L,
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(2) если a � b0∨b1∨. . .∨bn — несократимое ∨-покрытие для некоторого a ∈ J(L) и некоторых
b0, b1, . . . , bn ∈ L, то n < 2.

Утверждение (1) влечет (2). Если существует множество J ⊆ J(L) такое, что каждый
элемент в L является объединением элементов из J , то (2) влечет (1).

3. Немодулярные решеточные многообразия

Здесь мы даем общее определение дуального пространства для биалгебраических решеток,
принадлежащих многообразию SP(Li), где 1 � i � 5 (см. рис. 2–5, а также [9] и [12, рис. 2.29]).

3.1. Решеточное многообразие VC и категория BC . Рассмотрим следующее тождество,
которое обозначим через (C):

x ∧ (y0 ∨ y1) ∧ (z0 ∨ z1) =
∨

i<2

[
x ∧ yi ∧ (z0 ∨ z1)

] ∨
∨

i<2

[
x ∧ zi ∧ (y0 ∨ y1)

] ∨

∨
∨

i<2

[
x ∧ (

(y0 ∧ zi) ∨ (y1 ∧ z1−i)
)]
.

Это тождество было введено в [1, 2] и также появилось в [10, 11] под названием (C1) в серии
тождеств. Следующая лемма сформулирована в [2], а ее полное доказательство содержится в [5,
лемма 4, следствие 5].

Лемма 3.1. Сформулируем следующие утверждения для решетки L :

(1) (C) выполняется в L,
(2) если a � a0 ∨ a1 и a � b0 ∨ b1 — минимальные ∨-покрытия для некоторых элементов

a, a0, a1, b0, b1 ∈ CJ(L), то {a0, a1} = {b0, b1}.
Тогда (1) влечет (2). Если L ∈ A

+
s 2-дистрибутивна, то (2) влечет (1).

Следующая лемма демонстрирует силу тождества (C).

Лемма 3.2. (C) влечет (D2).

Доказательство. Пусть L — произвольная решетка такая, что L |= (C), и пусть a, a0, a1, a2 ∈
L. Рассмотрим следующую интерпретацию γ:

γ : x �→ a, γ : y0 �→ a0, γ : y1 �→ a1 ∨ a2, γ : z0 �→ a0 ∨ a1, γ : z1 �→ a2.

Вычислим:
(
x ∧ y0 ∧ (z0 ∨ z1)

)
[γ] = a ∧ a0 ∧ (a0 ∨ a1 ∨ a2) = a ∧ a0,

(
x ∧ y1 ∧ (z0 ∨ z1)

)
[γ] = a ∧ (a1 ∨ a2) ∧ (a0 ∨ a1 ∨ a2) = a ∧ (a1 ∨ a2),

(
x ∧ z0 ∧ (y0 ∨ y1)

)
[γ] = a ∧ (a0 ∨ a1) ∧ (a0 ∨ a1 ∨ a2) = a ∧ (a0 ∨ a1),

(
x ∧ z1 ∧ (y0 ∨ y1)

)
[γ] = a ∧ a2 ∧ (a0 ∨ a1 ∨ a2) = a ∧ a2,

(
x ∧ (

(y0 ∧ z0) ∨ (y1 ∧ z1)
))
[γ] = a ∧

((
a0 ∧ (a0 ∧ a1)

) ∨ (
(a1 ∨ a2) ∧ a2

))
= a ∧ (a0 ∨ a2),

(
x ∧ (

(y0 ∧ z1) ∨ (y1 ∧ z0)
))
[γ] = a ∧

(
(a0 ∧ a2) ∨

(
(a1 ∨ a2) ∧ (a0 ∨ a1)

))

= a ∧ (a1 ∨ a2) ∧ (a0 ∨ a1) � a ∧ (a0 ∨ a1).
Пусть u — значение правой части (C), а v — значение правой части (D2) при интерпретации γ.
Тогда

(
x ∧ (x0 ∨ x1 ∨ x2)

)
[γ] = a ∧ (a0 ∨ a1 ∨ a2) =

(
x ∧ (y0 ∨ y1) ∧ (z0 ∨ z1]

)
[γ] = u

�
(
a ∧ a0

) ∨ (
a ∧ (a1 ∨ a2)

) ∨ (a ∧ (a0 ∨ a1)
) ∨ (

a ∧ a2
) ∨ (

a ∧ (a0 ∨ a2)
) ∨ (

a ∧ (a0 ∨ a1)
)
= v.

Таким образом, L |= (D2). �
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Пусть VC обозначает многообразие решеток, определенное тождеством (C), и пусть BC обо-
значает полную подкатегорию B, объекты которой принадлежат VC . Из леммы 3.2 следует, что
VC — собственное подмногообразие в многообразии 2-дистрибутивных решеток.

3.2. Категория JC упорядоченных пространств. Наша первая цель — определить катего-
рию JC упорядоченных пространств, дуальную категории BC , чтобы распространить дуальность
Биркгофа на многообразия SP(Li) такие, что 1 � i � 5, а также обобщить дуальность биркго-
фовского типа, полученную для многообразий SP(N5) в [1, 2] и SP(M3) в [3]. Для этого введем
следующее определение, обобщающее определение 2 из [2].

Определение 3.1. Структура S = 〈X,Y,�, f〉 называется JC-пространством, если выполня-
ются следующие условия:

(s1) X ∩ Y = ∅,

(s2) � — частичный порядок на X ∪ Y ,
(s3) f : Y → (X∪Y )×(X∪Y ) — функция, и для всех y ∈ Y с f(y) = (a, b) выполнено следующее:

(a) y �� {a, b} и {a, b}, {y, b} ∈ 2(X ∪ Y ),

(b) если a, b � z для некоторого z ∈ X ∪ Y , то y � z,
(c) если z � y для некоторого z ∈ X ∪ Y , то либо z � {a, b}, либо z ∈ Y и {c, d} � {a, b},

где f(z) = (c, d).

Для удобства введем обозначения X(S) для X и Y (S) для Y .
Пусть S = 〈X,Y,�, f〉 и S

′ = 〈X ′, Y ′,�, f〉 — JC-пространства. Тогда ϕ : S → S
′ называется

JC-отображением, если выполняются следующие условия:

(m1) ϕ отображает X∪Y в X ′∪Y ′∪2X ′, где 2X ′ обозначает совокупность 2-элементных антицепей
в 〈X ′,�′〉,

(m2) если u, v ∈ X ∪ Y таковы, что ϕ(u), ϕ(v) ∈ X ′ ∪ Y ′ и u � v, то ϕ(u) � ϕ(v),

(m3) для всех x ∈ X выполнено ϕ(x) ∈ X ′,
(m4) для всех y ∈ Y с f(y) = (a, b) выполнено следующее:

(a) если ϕ(y) ∈ X ′, то ϕ(y)� ϕ(a) или ϕ(y)� ϕ(b),

(b) если ϕ(y) ∈ Y ′, то ϕ(a), ϕ(b) ∈ X ′ ∪ Y ′ и f
(
ϕ(y)

)
=
(
ϕ(a), ϕ(b)

)
,

(c) если ϕ(y) ∈ 2X ′, то ϕ(y) =
{
ϕ(a), ϕ(b)

} ⊆ X ′ и {ϕ(a), ϕ(b)} � ϕ(z) для каждого
z ∈ X ∪ Y с y � z.

Пусть S0, S1, и S2 — JC-пространства, Xi = X(Si), Yi = Y (Si), i < 3, и ϕ0 : S0 → S1, ϕ1 : S1 →
S2 — JC-отображения. Композиция ϕ0 ◦ ϕ1 : S0 → S2 JC-отображений ϕ0 и ϕ1 определяется
следующим образом. Пусть u ∈ X0 ∪ Y0.
(c1) Если ϕ0(u) ∈ X1 или ϕ0(u) ∈ Y1 и f(u) = (a, b) в S0, то

ϕ0 ◦ ϕ1(u) =

{
ϕ1ϕ0(u), ϕ1ϕ0(u) ∈ X2 ∪ Y2,
{ϕ1ϕ0(a), ϕ1ϕ0(b)}, ϕ1ϕ0(u) ∈ 2X2.

(c2) Если ϕ0(u) ∈ 2X1, то

ϕ0 ◦ ϕ1(u) =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

ϕ1ϕ0(a), ϕ1ϕ0(b) � ϕ1ϕ0(a),

ϕ1ϕ0(b), ϕ1ϕ0(a) � ϕ1ϕ0(b),

{ϕ1ϕ0(a), ϕ1ϕ0(b)}, {ϕ1ϕ0(a), ϕ1ϕ0(b)} ∈ 2X2,

где ϕ0(u) = {ϕ0(a), ϕ0(b)} в силу (m4-c).
Лемма 3.3. Композиция ◦ двух JC-отображений является JC-отображением. Более того,

◦ ассоциативна.

Лемма 3.3 дает категорию JC , объекты которой суть JC-пространства, а морфизмы — JC-
отображения. Пусть (JC)fin и (BC)fin обозначают полные подкатегории в JC и BC соответственно,
объекты которых конечны.
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Замечание 3.1. Возможен случай X = Y = ∅ в определении JC-пространства (см. опреде-
ление 3.1). В этом случае соответствующий JC-объект также обозначается через ∅. Ясно, что
∅ : ∅ → S — единственное JC-отображение для каждого JC-пространства S. Таким образом, ∅
является начальным объектом в категории JC .

Как мы увидим позже, этот начальный объект в категории JC соответствует при дуальности
терминальному объекту T в категории BC , который является тривиальной (т.е. одноэлементной)
решеткой.

Другой подход состоял бы в том, чтобы отбросить тривиальную решетку и пустой JC-объект.
Оба подхода эквивалентны, и мы следуем первому только для упрощения изложения.

3.3. Контравариантный функтор из JC в BC .

Определение 3.2 ([2, определение 3.1]). Пусть S = 〈X,Y,�, f〉 — JC-пространство. Подмно-
жество I ⊆ X ∪ Y называется идеалом S, если I = ↓I относительно � и выполняется следующее
условие: если f(y) = (a, b) в S и a, b ∈ I, то y ∈ I.

Как и в [2], рассмотрим множество F(S) всех идеалов S как полную (0, 1)-решетку с ∅ в
качестве наименьшего элемента и X ∪ Y в качестве наибольшего элемента. Тот факт, что F(S)
образует полную алгебраическую решетку, вытекает из следующих утверждений, доказательства
которых повторяют доказательства соответствующих утверждений из [2, § 3].

Лемма 3.4. Для семейства Z = {Zi ∈ F(S) | i ∈ I} идеалов в JC-пространстве S выполня-
ются следующие утверждения:

(1)
∧

i∈I
Zi =

⋂

i∈I
Zi,

(2)
∨
i∈I Zi =

⋃
i∈I Zi ∪

{
y ∈ Y | f(y) = (a, b), a, b ∈ ⋃

i∈I Zi
}
,

(3) если Z — направленное вверх семейство относительно ⊆, то ∨
i∈I Zi =

⋃
i∈I Zi.

В частности, F(S) — алгебраическая пространственная решетка.

Лемма 3.5. Пусть Z — непустой идеал в JC-пространстве S. Тогда

(1) Z является полностью ∨-неразложимым элементом в F(S) тогда и только тогда, когда
Z = ↓z для некоторого z ∈ X ∪ Y ,

(2) Z является полностью ∨-простым элементом в F(S) тогда и только тогда, когда Z = ↓z
для некоторого z ∈ X,

(3) если z ∈ X∪Y , то ↓z является ∨-простым элементом в F(S) тогда и только тогда, когда
z ∈ X .

Следующее утверждение может быть доказано точно так же, как утверждение 3.4 в [2, пред-
ложение 3.2].

Предложение 3.1. Если S — JC-пространство, то F(S) — непрерывная вниз решетка.
Следовательно, F(S) — биалгебраическая решетка.

Предложение 3.2. Если S = 〈X,Y,�, f〉 — JC-пространство, то F(S) ∈ VC .

Доказательство. По предложению 3.1 F(S) — биалгебраическая решетка, поэтому F(S) ∈ A
+
0 .

Более того, из леммы 3.4(2) следует, что F(S) 2-дистрибутивна. Таким образом, чтобы получить
требуемое заключение, следует доказать, что утверждение (2) леммы 3.1 выполняется в решетке
F(S). Для этого используем лемму 3.5. Пусть a, b0, b1, c0, c1 ∈ X ∪ Y таковы, что ↓a ⊆ ↓b0 ∨ ↓b1,
↓a ⊆ ↓c0 ∨ ↓c1 оба являются минимальными ∨-покрытиями в F(S). Таким образом, a ∈ ↓b0 ∨ ↓b1
и a ∈ ↓c0 ∨ ↓c1. В частности, эти ∨-покрытия нетривиальны, откуда a /∈ ↓b0 ∪ ↓b1 ∪ ↓c0 ∪ ↓c1. По
лемме 3.4(2) следует, что a ∈ Y , f(a) = (b, c) в S, и b, c ∈ (↓b0 ∪ ↓b1) ∩ (↓c0 ∪ ↓c1). Если b, c ∈ ↓bi
для некоторого i < 2, то включение ↓bi ∈ F(S) влечет, что a ∈ ↓bi и ↓a ⊆ ↓bi, что невозможно
по нашему предположению. Таким образом, b, c /∈ ↓bi и, аналогично, b, c /∈ ↓ci для всех i < 2.
Следовательно, мы можем предположить, что b ∈ ↓b0 ∩ ↓c0 и c ∈ ↓b1 ∩ ↓c1.

Это влечет, что
{↓b, ↓c} � {↓b0, ↓b1

}
и
{↓b, ↓c} � {↓c0, ↓c1

}
в F(S). Более того, ↓a ⊆ ↓b ∨ ↓c

по лемме 3.4(2). По определению минимального ∨-покрытия и нашему предположению выше
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получаем, что
{↓b0, ↓b1

} ⊆ {↓b, ↓c}, {↓c0, ↓c1
} ⊆ {↓b, ↓c}. Следовательно, b0, c0 � b и b1, c1 � c,

что дает равенства b0 = b = c0, b1 = c = c1 и искомое утверждение (2) леммы 3.1. По лемме 3.1
F(S) удовлетворяет тождеству (C) и, следовательно, принадлежит VC . �

Пусть S = 〈X,Y,�, f〉 и S
′ = 〈X ′, Y ′,�, f〉 — JC-пространства и пусть ϕ : S → S

′ — JC-
отображение. Как это сделано в [2], положим для идеала Z ′ в S

′

ϕ−1(Z ′) = {z ∈ X ∪ Y | ϕ(z) ∈ Z ′} ∪ {z ∈ Y | ϕ(z) ⊆ Z ′}
и рассмотрим отображение F(ϕ) : F(S′) → F(S), F(ϕ) : Z ′ �→ ϕ−1(Z ′). Следующее утверждение
доказывается точно так же, как предложение 3.4 в [2].

Предложение 3.3. Для JC-пространств S и S
′ и для JC-отображения ϕ : S → S

′ отобра-
жение F(ϕ) : F(S′)→ F(S) является полным гомоморфизмом решеток.

По аналогии с [2, следствие 3.5], основная цель данного пункта достигается с помощью
следующего утверждения.

Следствие 3.1. F : JC → BC — контравариантный функтор.

3.4. Контравариантный функтор из BC в JC . Следуя идее из [2], положим для каждой
решетки L ∈ BC :

G(L) =
〈
CJP (L),CJNP (L),�, f

〉
,

где частичный порядок � наследуется из L, и для элемента y ∈ CJNP (L) имеем f(y) = (a, b)
каждый раз, когда y � a ∨ b — единственное минимальное ∨-покрытие y в L такое, что b � y.
То, что существует только одно минимальное ∨-покрытие, обеспечивается леммой 3.1 и тем, что
L |= (C).

Доказательство следующего утверждения очевидно.

Предложение 3.4. Если L ∈ BC , то G(L) ∈ JC .

По аналогии с [2] определим для решеток L,M ∈ B и полного гомоморфизма решеток g : M →
L отображение G(g) : G(L)→ G(M). А именно, для каждого z ∈ CJ(L) положим:

G(g)(z) =

{
βg(z), βg(z) ∈ CJ(M),
{
βg(a), βg(b)

}
, βg(z) /∈ CJ(M),ML(z) =

{{a, b}}.
Здесь и далее βg обозначает нижний сопряженный к g, т.е.

βg : L→M, βg : a �→
∧{

b ∈M | a � g(b)
}
.

Тогда лемма 3.1, лемма 5 из [8] и предложение 3.5 ниже гарантируют, что G(g) корректно опре-
делено.

Предложение 3.5. Пусть L,M ∈ BC и пусть g : M → L — полный гомоморфизм решеток.
Тогда G(g) : G(L)→ G(M) — JC-отображение.

Следовательно, мы получаем основное утверждение этого параграфа.

Следствие 3.2. G : BC → JC — контравариантный функтор.

3.5. Основные результаты. Основываясь на предыдущем, мы приходим к основному резуль-
тату этого параграфа, который дает искомое расширение дуальности Биркгофа на многообразие
VC .

Теорема 3.1. Функторы F и G устанавливают дуальную эквивалентность категорий JC

и BC .

Как и в [2], JC-отображение ϕ : S → S
′ называется сюръективным, если для каждого z′ ∈

X ′ ∪ Y ′ существует z ∈ X ∪ Y такое, что ϕ(z) = z′. Более того, ϕ называется вложением, если
ϕ(X ∪ Y ) ⊆ X ′ ∪ Y ′ и ϕ(z0) � ϕ(z1) влечет z0 � z1 для всех z0, z1 ∈ X ∪ Y .

По аналогии с [2] получаем следующие утверждения.

26 Сириус. Математический журнал 2, No. 3, 2026



Дуальность для категорий биалгебраических решеток

Следствие 3.3. (1) Сюръективные JC-морфизмы соответствуют при дуальности BC-морфизмам,
которые являются полными вложениями решеток, и наоборот.

(2) JC-морфизмы, являющиеся вложениями, соответствуют при дуальности сюръективным
BC -морфизмам и наоборот.

(3) Дизъюнктные объединения JC-пространств (которые образуют копроизведения в JC)
соответствуют при дуальности декартовым произведениям в BC и наоборот.

(4) Категории (JC)fin и (BC)fin дуально эквивалентны посредством функторов F и G.

Замечание 3.2. Дуальность из теоремы 3.1 расширяет дуальность Биркгофа на многообразие
VC , т.е. на категории BC и (BC)fin (см. следствие 3.3(4)).

Замечание 3.3. В [20] построен континуум локально конечных многообразий (0, 1)-решеток,
каждое из которых содержится в многообразии VC и ни одно из которых не содержит ромб M3.

В следующих пунктах этого параграфа мы ограничиваем дуальность, полученную в теореме
3.1, на несколько конечно порожденных подмногообразий VC , включая многообразие SP(N5),
порожденное пентагоном, которое покрывает многообразие D дистрибутивных решеток в решетке
всех решеточных многообразий.

3.6. Решеточное многообразие, порожденное пентагоном N5. Исторически это было пер-
вое решеточное многообразие, на которое была расширена дуальность Биркгофа для дистрибутив-
ных решеток (см. [1, 2]). Все идеи, методы и конструкции, которые мы описываем в этой статье,
происходят из [1, 2] и основаны на дуальности Биркгофа для многообразия SP(N5).

Пусть BN5 обозначает полную подкатегорию BC , объекты которой — биалгебраические ре-
шетки, принадлежащие многообразию SP(N5). Анализируя рис. 1, замечаем, что J(N5) = {y, a, b}
и единственное минимальное ∨-покрытие ∨-неразложимого элемента в этой решетке — это ∨-
покрытие y � a ∨ b. Более того, элементы a, b являются ∨-простыми в N5 и a < y. В силу лемм
2.1 и 3.1 SP(N5) ⊆ VC .

Рис. 1. Пентагон N5.

Тот факт, что оба элемента минимального ∨-покрытия являются ∨-простыми, может быть
выражен тождеством. Такое тождество было найдено в [1, 2], где обозначалось (N1

5) (см. [5,
лемма 6, следствие 7]). В последующих работах это тождество обозначалось (P). Тот факт, что
один элемент из ∨-покрытия y лежит ниже y, также может быть выражен тождеством. Такое
тождество также было найдено в [1, 2], где обозначалось (N0

5) (см. [5, лемма 6, следствие 7]).
Тождества (C), (P) и (N0

5) образуют эквациональный базис SP(N5) (см. леммы 1.2 [2] и 3.2).
Два дополнительных свойства минимальных ∨-покрытий, упомянутых выше, отражены в

определении дуального пространства (N5-пространства) (см. определение 3.3 ниже). Мы приводим
там только пункты, специфичные для N5-пространств по сравнению с общими JC-пространствами
и учитывающие геометрию N5 и, следовательно, геометрию N5-пространства, построенного на
CJ(L) для каждой A

+
s -решетки L ∈ SP(N5).

Определение 3.3 ([2, определение 2.1]). JC-пространство S = 〈X,Y,�, f〉 называется N5-
пространством, если дополнительно выполняется следующее условие:

(s3-N5) f : Y → X × X , и дополнительно выполняется следующее условие для всех y ∈ Y с
f(y) = (a, b):
(aN5) a < y.
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Пусть JN5 обозначает полную подкатегорию JC , объекты которой суть N5-пространства.

Категории JN5 и BN5 , обозначились в [1, 2] через N5 и B5 соответственно. Мы используем
здесь унифицированное обозначение для всех рассматриваемых категорий.

Ограничивая функторы F и G на категории JN5 и BN5 соответственно, получаем следующие
результаты, полученные в [1, 2].

Теорема 3.2 ([2, теорема 5.4]). Функторы F и G устанавливают дуальную эквивалент-
ность категорий JN5 и BN5 .

Следствие 3.4 ([2, следствия 5.5 и 5.6]). Справедливы следующие утверждения.

(1) Дизъюнктные объединения N5-пространств (которые образуют копроизведения в JN5)
соответствуют при дуальности декартовым произведениям в BN5 и наоборот.

(2) Категории (JN5)fin и (BN5)fin дуально эквивалентны.

В следующих пунктах этого параграфа мы рассматриваем решеточные многообразия SP(Li),
1 � i � 5, которые покрывают многообразие SP(N5) в решетке всех решеточных многообразий
(см. [9]). Мы даем подходящее определение Li-пространства и определяем полные подкатегории
Ji категории JC , чтобы расширить далее дуальность Биркгофа, что приводит к теореме 3.3 и след-
ствию 3.5 ниже. Ограничения полученных расширений на многообразие SP(N5) дают дуальность
Биркгофа, установленную в [1, 2] (см. теорему 3.2).

3.7. Решеточное многообразие, порожденное L1. Так как L1 очевидно содержит изоморф-
ную копию пентагона как (0, 1)-подрешетку (см. рис. 2), SP(N5) является собственным под-
многообразием в SP(L1). Более того, последнее покрывает первое в решетке всех решеточных
многообразий (см. [9]).

Рис. 2. Решетка L1.

Кроме того, J(L1) = {y, a, b} (см. рис. 2). Анализируя рис. 2, замечаем, что единственное
минимальное ∨-покрытие ∨-неразложимого элемента в этой решетке — это ∨-покрытие y � a ∨ b,
где a и b являются ∨-простыми. Ввиду леммы 3.1 SP(L1) ⊆ VC . Как мы уже видели в предыдущем
параграфе, свойство ∨-покрытия состоять из ∨-простых элементов выражается тождеством (P).
В силу теоремы 12 [5] и леммы 3.2 тождества (C) и (P) образуют эквациональный базис для
SP(L1).

Дополнительное свойство минимальных ∨-покрытий ∨-неразложимых элементов в решетках
из SP(L1), описанное выше, отражает следующее:

Определение 3.4 ([7, определение 2]). JC-пространство S = 〈X,Y,�, f〉 называется L1-
пространством, если дополнительно выполняется следующее условие:

(s3-1) f : Y → X ×X , и условия (a)–(c) выполняются для всех y ∈ Y с f(y) = (a, b).

Пусть J1 обозначает полную подкатегорию JC , объекты которой — L1-пространства.

Из определений 3.3 и 3.4 следует, что JN5 является полной подкатегорией J1.
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3.8. Решеточное многообразие, порожденное L2. Анализируя рис. 3, видим, что J(L2) =
{a0, a1, b0, b1}. Единственные минимальные ∨-покрытия элементов из J(L2) таковы: b0 � a0 ∨ b1
и b1 � a1 ∨ b0. По лемме 3.1 имеем включения SP(N5) ≺ SP(L2) ⊆ VC . Рассматривая далее
минимальные ∨-покрытия, замечаем, что для каждого i < 2 ai является ∨-простым элементом и
ai < bi. Это свойство может быть выражено тождеством, которое вместе с тождеством (C) образует
эквациональный базис для многообразия SP(L2). Это свойство также отражает следующее:

Рис. 3. Решетка L2, дуальная к L1.

Определение 3.5. JC-пространство S = 〈X,Y,�, f〉 является L2-пространством, если до-
полнительно выполняется следующее условие:

(s3-2) f : Y → X × (X ∪ Y ), и имеют место следующие два дополнительных условия для всех
y ∈ Y с f(y) = (a, b):
(aN5) a < y,

(d2) если b ∈ Y , то f(b) = (a′, y) для некоторого a′ ∈ X .
Тогда J2 обозначает полную подкатегорию JC , объекты которой — L2-пространства.

3.9. Решеточное многообразие, порожденное L3. Анализируя рис. 4, мы видим, что J(L3) =
{y, a, b, c}. Единственные минимальные ∨-покрытия элементов из J(L3) таковы: y � a∨b и b � c∨y.
По [9] и лемме 3.1 имеем включения SP(N5) ≺ SP(L3) ⊆ VC . Более того, элементы a и c явля-
ются ∨-простыми и a < c, y. Это наблюдение может быть выражено тождеством, которое вместе
с тождеством (C) образует эквациональный базис для многообразия SP(L3). Это свойство также
отражено в следующем

Рис. 4. Решетка L3.

Определение 3.6. JC-пространство S = 〈X,Y,�, f〉 называется L3-пространством, если вы-
полняется следующее условие:

(s3-3) f : Y → X × (X ∪ Y ), и дополнительно выполняется следующее условие для всех y ∈ Y с
f(y) = (a, b),
(d3) если a < y и b ∈ Y , то f(b) = (c, y) для некоторого c ∈ X с c � a,

если {a, y} — антицепь, то b ∈ Y и f(b) = (c, y) для некоторого c ∈ X с c � a, b.

Тогда J3 обозначает полную подкатегорию JC , объекты которой — L3-пространства.
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3.10. Решеточное многообразие, порожденное L4. Согласно рис. 5 J(L4) = {y, a, b}. Един-
ственные минимальные ∨-покрытия элементов из J(L4) таковы: y � a ∨ b, a � y ∨ b. Как и выше,
имеют место включения SP(N5) ≺ SP(L4) ⊆ VC по [9] и лемме 3.1. Анализируя рис. 5, мы
видим, что элемент b является ∨-простым. В [6] было найдено тождество, (Mw), которое отра-
жает взаимодействие минимальных ∨-покрытий для элементов из J(L4). Следующее утверждение
касается тождества (Mw) и следует из предложения 2 [6] и леммы 3.2.

Предложение 3.6. Для решетки L рассмотрим следующие условия:

(1) (Mw) выполняется в L,
(2) если a � b ∨ c — минимальное ∨-покрытие для некоторых a, b, c ∈ CJ(L), то возможен

один из следующих двух случаев:
(a) b � a ∨ c и c — ∨-простой элемент,
(b) c � a ∨ b и b — ∨-простой элемент,
(c) b < a и b, c ∨-простые,
(d) c < a и b, c ∨-простые.

Тогда (1) влечет (2). Если L ∈ VC — A+
s -решетка, то (2) влечет (1).

Более того, по теореме 1 из [6] и лемме 3.2 тождества (C) и (Mw) образуют эквациональный
базис для многообразия SP(L4).

Рис. 5. Решетка L4.

Определение 3.7 ([8, определение 1]). JC-пространство S = 〈X,Y,�, f〉 называется L4-
пространством, если дополнительно выполняется следующее условие:

(s3-4) f : Y → (X ∪Y )×X , и дополнительно выполняются следующие два условия для всех y ∈ Y
с f(y) = (a, b) :
(a4) если a ∈ X , то a < y,

(d4) если a ∈ Y , то f(a) = (y, b).

Тогда J4 обозначает полную подкатегорию JC , объекты которой — L4-пространства.

3.11. Решеточное многообразие, порожденное L5. Согласно рис. 6 J(L5) = {y, a, b, c}.
Единственные минимальные ∨-покрытия элементов из J(L5) таковы: y � a∨ b, c � a∨ b, b � y ∨ c.
Как и выше, справедливы включения SP(N5) ≺ SP(L5) ⊆ VC в силу [9] и леммы 3.1 ввиду
формы минимальных ∨-покрытий в L5. Анализируя рис. 6, видим, что элемент a является ∨-
простым. Свойства минимальных ∨-покрытий выше могут быть выражены тождеством, которое
вместе с тождеством (C) образует эквациональный базис для многообразия SP(L5) и которое
также позволяет дать следующее

30 Сириус. Математический журнал 2, No. 3, 2026



Дуальность для категорий биалгебраических решеток

Рис. 6. Решетка L5, дуальная к L4.

Определение 3.8. [8, определение 1] JC-пространство S = 〈X,Y,�, f〉 называется L5-пространством,
если дополнительно выполняется следующее условие:

(s3-4) f : (X ∪Y )→ (X ∪Y )× (X ∪Y ), и дополнительно выполняются следующие два условия для
всех y ∈ Y с f(y) = (a, b):
(a4) если a < y, то a ∈ X ,
(d5) если f(c) = (a, b) и c �= y, то a ∈ X и f(b) = (y, c).

Тогда J5 обозначает полную подкатегорию JC , объекты которой — L5-пространства.

3.12. Дуальность Биркгофа для некоторых конечно порожденных решеточных много-
образий. Ограничивая функторы F и G на категории Ji и Bi соответственно, 1 � i � 5, получаем
следующие дуальности биркгофовского типа.

Теорема 3.3. Функторы F и G устанавливают дуальную эквивалентность категорий Ji

и Bi для каждого i ∈ {1, 2, 3, 4, 5}.
Следствие 3.5 ([2, следствия 5.5 и 5.6]). Справедливы следующие утверждения для каж-

дого i ∈ {1, 2, 3, 4, 5} :
(1) дизъюнктные объединения Li-пространств (которые образуют копроизведения в Ji) со-

ответствуют при дуальности декартовым произведениям в Bi и наоборот,
(2) категории (Ji)fin и (Bi)fin дуально эквивалентны.

При i = 1 теорема 3.3 — это теорема 15 [7], а следствие 3.5 — это следствия 16 и 17 [7]. При
i = 4 теорема 3.3 — это теорема 1 [8], а следствие 3.5 — это следствия 2 и 3 [8].

Замечание 3.4. Сравнение рис. 2 с рис. 3 и рис. 5 с рис. 6 показывает, что L2
∼= L∂1 и L5

∼= L∂4 .
Конечно, можно в обоих случаях построить упорядоченные L2– и L4-пространства на множествах
вполне ∧-неразложимых элементов, используя порядково–дуальный аргумент и получая тем са-
мым дуальность биркгофовского типа для многообразия SP(L2) и SP(L4) соответственно. Хотя
эта конструкция расширяет классическую дуальность Биркгофа для дистрибутивных решеток, она
не расширяет дуальность Биркгофа для многообразия SP(N5) из [1, 2], описанную выше. Поэто-
му нам приходится строить дуальные пространства на множествах полностью ∨-неразложимых
элементов.

Замечание 3.5. Дуальность Биркгофа была распространена в [10, 11] на многообразия On,
0 < n < ω, каждое из которых порождено решетками подпорядков решеток Mn (см. рис. 7).
Решетка подпорядков трехэлементной цепи M1 изоморфна L1, и, следовательно, SP(L1) = O1.
Таким образом, дуальность Биркгофа, полученная в [10, 11], расширяет дуальность, полученную
в [5, 7] и представленную в § 3.7 выше. Однако On � VC при n > 1. Поэтому мы не обсуждаем
здесь дуальность из [10, 11].

4. Модулярное решеточное многообразие

Чтобы распространить дуальность Биркгофа на модулярные решеточные многообразия, нужно
адаптировать для модулярного случая основные понятия предыдущего параграфа: понятие идеала
и понятие пространства. Нужно соответственно скорректировать определение дуальных категорий.
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Это главная цель настоящего параграфа. Корректировка состоит в замене функции f в определе-
нии 3.1 на бинарное отношение R (см. определение 4.1).

Пусть Mκ — модулярная решетка длины 2 с κ атомами, где κ — кардинал (см. рис. 7). Ясно,
что V(Mκ) = V(Mω) для каждого бесконечного кардинала κ, V(Mn) = SP(Mn) для всех n
таких, что 2 < n < ω, и V(M2) = V(M1) = D (см. [12]). Более того, решетка подмногообразий
V(Mω) образует счетную цепь:

T ⊂ D ⊂ SP(M3) ⊂ . . . ⊂ SP(Mn) ⊂ . . . ⊂ V(Mω

изоморфную ω + 1. Здесь мы рассматриваем только многообразие SP(M3), следуя [3].
Тождество модулярности существенно влияет на минимальные ∨-покрытия, как показывает

следующее утверждение.

Предложение 4.1 ([3, предложение 3]). Для решетки L рассмотрим следующие два утвер-
ждения:

(1) L модулярна,
(2) если a � b ∨ c — минимальное нетривиальное ∨-покрытие для некоторых a, b, c ∈ J , то

b � a ∨ c.
Тогда (1) влечет (2). Если L — 2-дистрибутивная A

+
s -решетка, то (2) влечет (1). Более того,

b � a ∨ c также является минимальным ∨-покрытием в этом случае.

В дальнейшем тождество модулярности обозначается (M).
4.1. Решеточное многообразие, порожденноеM3. Имеем J(M3) = {a, b, c}, и минимальные

∨-покрытия этих элементов таковы: a � b ∨ c, b � a ∨ c, c � a ∨ b (см. рис. 7). Так как каждый
элемент из J(M3) имеет единственное минимальное ∨-покрытие, ни один из этих элементов не
является ∨-простым. Более того, SP(M3) ⊆ VC по лемме 3.1.

4.2. Категории JM3 и BM3 .

Определение 4.1. [3, определение 1] Структура S = 〈S �, R〉 называетсяM3-пространством,
если

(s1) � — частичный порядок на S,

(s2) R ⊆ S2 — отношение эквивалентности на S такое, что для всех элементов a, b, c, d, e, f ∈ S
выполняются следующие условия:
(1) [a]R — антицепь, и либо [a]R одноэлементно, либо [a]R содержит три элемента,

(2) если [a]R = {a, b, c} и a, b � d, то c � d,

(3) если [a]R = {a, b, c}, [d]R = {d} и d � a, то d� {b, c},
(4) если [a]R = {a, b, c}, [d]R = {d, e, f} и d � a, то либо d� {b, c}, либо {e, f} � {b, c}.

Положим

X(S) =
{
a ∈ S | [a]R одноэлементно

}
,

Y (S) =
{
a ∈ S | [a]R не одноэлементно

}
= S\X(S).

Пусть S = 〈S,�, R〉 и S
′ = 〈S′,�, R〉 — M3-пространства. Тогда ϕ : S → S

′ называется M3-
отображением, если выполняются следующие условия:

(m1) ϕ отображает S в S′ ∪ 2X(S′),
(m2) если u, v ∈ S таковы, что ϕ(u), ϕ(v) ∈ S′ и u � v, то ϕ(u) � ϕ(v),

(m3) для всех x ∈ X(S), ϕ(x) ∈ X(S ′),
(m4) для всех a ∈ Y (S) с [a]R = {a, b, c} выполняется следующее:

(a) если ϕ(a) ∈ X(S′), то выполняется одно из следующих условий:
(i) ϕ(b) =

{
ϕ(a), ϕ(c)

} ⊆ X(S′),

(ii) ϕ(c) =
{
ϕ(a), ϕ(b)

} ⊆ X(S′),
(iii) ϕ(a) � ϕ(b) = ϕ(c) ∈ X(S′),
(iv) ϕ(b) � ϕ(a) = ϕ(c) и ϕ(b), ϕ(c) ∈ X(S′),
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(v) ϕ(c) � ϕ(a) = ϕ(b) и ϕ(b), ϕ(c) ∈ X(S′),
(b) если ϕ(a) ∈ Y (S′), то

[
ϕ(a)

]
R
=
{
ϕ(a), ϕ(b), ϕ(c)

} ⊆ Y (S′),
(c) если ϕ(a) /∈ S′, то ϕ(a) =

{
ϕ(b), ϕ(c)

} ⊆ X(S′) — антицепь и ϕ(a) � ϕ(u) для каждого
u ∈ S такого, что a � u.

Композиция M3-отображений определяется точно так же, как в определении 3.1.

Лемма 4.1. Пусть S0, S1, S2 — M3-пространства и пусть ϕ0 : S0 → S1, ϕ1 : S1 → S2 —
M3-отображения. Тогда ϕ0 ◦ ϕ1 — M3-отображение. Более того, ◦ ассоциативна.

Лемма 4.1 позволяет определить следующие категории. Пусть BM3 обозначает категорию,
объекты которой являются биалгебраические решетки, принадлежащие многообразию V(M3), а
морфизмами — полные гомоморфизмы решеток (см. рис. 7). Пусть также JM3 обозначает ка-
тегорию с M3-пространствами в качестве объектов и M3-отображениями в качестве морфизмов.
Пусть (JM3)fin и (BM3)fin обозначают полные подкатегории в JM3 и BM3 соответственно, объекты
которых суть конечные объекты из JM3 и BM3 соответственно.

Категории JM3 и BM3 появились в [3], где они обозначались M3 и B3. Здесь мы используем
унифицированное обозначение для всех рассматриваемых категорий.

4.3. Контравариантный функтор из JM3 в BM3 .

Определение 4.2 ([3, определение 2]). Пусть S = 〈S,�, R〉 — M3-пространство. Подмноже-
ство I ⊆ S называется идеалом M3-пространства S, если I — нижний конус относительно �,
обладающий следующим свойством для всех a ∈ S:

если [a]R ∩ I содержит по крайней мере два элемента, то [a]R ⊆ I.

По аналогии с п. 3.3, рассмотрим множество F(S) всех идеалов S как полную (0, 1)-решетку
с ∅ в качестве наименьшего элемента и S в качестве наибольшего элемента. Более того, аналоги
леммы 3.4, леммы 3.5 и предложения 3.1 выполняются также для M3-пространств. Мы не будем
формулировать их здесь, ссылаясь при необходимости на три указанных утверждения.

Далее, функтор F определяется на морфизмах так же, как в п. 3.3, и это определение кор-
ректно, как показывает следующее утверждение.

Предложение 4.2. Если S = 〈X,Y,�, R〉 — JM3 -пространство, то F(S) ∈ V(M3) является
биалгебраической решеткой.

Предложение 4.3. Для M3-пространств S и S
′ и для M3-отображения ϕ : S → S

′ отобра-
жение F(ϕ) : F(S′)→ F(S) является полным гомоморфизмом решеток.

Следствие 4.1. F : JM3 → BM3 — контравариантный функтор.

4.4. Контравариантный функтор из BM3 в JM3. Для решетки L ∈ BM3 пусть

G(L) =
〈
G(L),�, R

〉
,

где G(L) = CJ(L), � — частичный порядок на G(L), наследуемый из L, а R — отношение
эквивалентности на G(L) такое, что для всех a, b, c ∈ G(L):

[a]R =

{
{a}, a является ∨-простым,
{a, b, c}, a � b ∨ c является минимальным ∨-покрытием.

Ввиду предложения 4.1 и леммы 3.1 определение R корректно, и R действительно является отно-
шением эквивалентности. Более того, выполняется следующее утверждение.

Предложение 4.4. Если L ∈ BM3 , то G(L) ∈ JM3 .

Замечание 4.1. Возможен случай G(L) = ∅ (когда L — тривиальная решетка). Так же, как
для JC-пространств (см. замечание 3.1), мы считаем пустое множество JM3 -объектом (см. опре-
деление 4.1), который в этом случае является начальным объектом JM3 .

Действие G на морфизмах такое же, как для категории BC , и определено в п. 3.4. Справедливо
следующее предложение.
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Предложение 4.5. Пусть L,M ∈ BM3 и пусть g : M → L — полный гомоморфизм решеток.
Тогда G(g) : G(L)→ G(M) — JM3 -отображение.

Отсюда получаем следующее утверждение.

Предложение 4.6. G : BM3 → JM3 — контравариантный функтор.

4.5. Основные результаты. Следующие два результата устанавливают искомое расширение
дуальности Биркгофа на решеточное многообразие, порожденное M3.

Теорема 4.1. Функторы G и F устанавливают дуальную эквивалентность категорий BM3

и JM3 .

Как и для категории JC , JM3 -отображение ϕ : S → S
′ называется сюръективным, если для

каждого z′ ∈ S′ существует z ∈ S такое, что ϕ(z) = z′. Кроме того, ϕ называется вложением,
если ϕ(S) ⊆ S′ и

(
ϕ(z0), ϕ(z1)

) ∈ P в S
′ тогда и только тогда, когда (z0, z1) ∈ P в S для всех

z0, z1 ∈ S и каждого отношения P ∈ {�, R}.
Следствие 4.2. Справедливы следующие утверждения:

(1) сюръективные JM3 -морфизмы соответствуют при дуальности равнозначным полным го-
моморфизмам решеток и наоборот,

(2) JM3 -морфизмы, являющиеся вложениями, соответствуют при дуальности сюръектив-
ным полным гомоморфизмам решеток и наоборот,

(3) дизъюнктные объединения JM3 -пространств соответствуют при дуальности декарто-
вым произведениям решеток в BM3 и наоборот,

(4) категории (JM3)fin и (BM3)fin дуально эквивалентны посредством функторов F и G.

Рис. 7. Решетки M3 и Mω.

Замечание 4.2. Сравнивая определения 3.1 и 4.1, замечаем следующее. Вместо отношения
эквивалентности R можно ввести функцию в каждом M3-пространстве S:

f : Y (S)→ Y (S)× Y (S), f(a) = (b, c), если [a]R = {a, b, c}.
Непосредственно видно, что определенная таким образом f делает каждое M3-пространство
S = 〈S,�, R〉 JC-пространством SC = 〈S,�, f〉 (мы называем его M ′

3-пространством), поскольку
все условия (s1)–(s3) определения 3.1 выполняются. Более того, эта функция обладает дополни-
тельным свойством

(s3-M3) f : Y (S)→ Y (S)× Y (S), f(a) = (y, b), и f(b) = (y, a) каждый раз, когда f(y) = (a, b).

Аналогично, поскольку все условия (m1)–(m4) определения 3.1 выполняются дляM3-отображения
ϕ, последнее оказывается JC-отображением. Следовательно, мы получаем категорию J

′
M3
, объекты

которой — в точности JC-пространства SC , где S пробегает класс JM3 -объектов, а морфизмы —
это JM3-морфизмы, которые все являются JC-морфизмами.

Ясно, что две категории, JM3 и J
′
M3
, категорно эквивалентны (даже изоморфны). Следователь-

но, категория BM3 дуально эквивалентна полной подкатегории J
′
M3

категории JC .

Следовательно, мы получаем более сильное утверждение.

Теорема 4.2. Функторы F и G устанавливают дуальную эквивалентность категорий JM3

и BM3 , а также категорий J
′
M3

и BM3 .
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Следствие 4.3. Справедливы следующие утверждения.

(1) Дизъюнктные объединения M ′
3-пространств (которые образуют копроизведения в J

′
M3

)
соответствуют при дуальности декартовым произведениям в BM3 и наоборот.

(2) Категории (J′M3
)fin и (BM3 )fin дуально эквивалентны.

Замечание 4.3. В заключение заметим, что эквациональный базис многообразий SP(N5) и
SP(M3) найден ранее в [21] (см. также [22]). Более того, эквациональные базисы многообразий,
порожденных одной решеткой вида Mκ , были найдены в [23]. Эти базисы, а также эквациональ-
ные базисы для многообразий SP(L1)–SP(L5), можно также найти с помощью метода Маккензи
[4]. Все они конечны согласно [24]. Упомянутые здесь эквациональные базисы отличаются и
служат лишь нашей цели: выразить свойства минимальных ∨-покрытий и, основываясь на этих
свойствах, определить дуальные категории для всех рассматриваемых многообразий.
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К. А. Бекмаганбетов, В. В. Чепыжов, Г. А. Чечкин

ОБ АСИМПТОТИКЕ АТТРАКТОРОВ ДВУМЕРНОЙ
СИСТЕМЫ НАВЬЕ — СТОКСА В МОДЕЛЬНОЙ

ОБЛАСТИ, ПЕРФОРИРОВАННОЙ ВДОЛЬ ГРАНИЦЫ

Рассмотрена начально-краевая задача для двумерной системы Навье — Стокса в модель-
ной области с мелкими препятствиями около границы. Предполагая, что на границе
препятствий выставлено условие прилипания, а на внешней границе условие непроте-
кания, а также третье краевое условие на тангенциальную компоненту вектора ско-
рости, мы исследуем асимптотическое поведение траекторных аттракторов. В этих
предположениях доказана слабая сходимость траекторных аттракторов этой систе-
мы к траекторным аттракторам усредненной системы Навье — Стокса в области без
препятствий с условием прилипания на всей границе.

В данной статье мы рассматриваем аттракторы, которые используются для описания поведения
решений в целом для диссипативных эволюционных уравнений. В частности, аттракторы содержат
устойчивые и неустойчивые предельные режимы соответствующих бесконечномерных динамиче-
ских систем (см., например, монографии [1]–[3] и библиографию там же).

Задачи в областях, перфорированных вдоль многообразий (в частности, вдоль границы), явля-
ются интересными с точки зрения теории дифференциальных уравнений и важными в прикладных
вопросах. Отметим некоторые работы по усреднению в таких областях [4]–[10]. Усреднение си-
стем Навье — Стокса в микронеоднородных средах рассмотрены в [11]. Отметим, что мы рассмат-
риваем на части границы области краевые условия третьего рода, которые в теории аттракторов
системы Навье — Стокса встречаются достаточно редко. Близкая постановка имеется в [12, 13],
где рассмотрены так называемые свободные граничные условия, т.е. условие непротекания и усло-
вие нулевого вихря, которое в нашем случае сводится к условию равенства нулю тангенциальной
составляющей вектора скорости (см. также работы об усреднении аттракторов в микронеоднород-
ных средах [14]–[17]).

1. Постановка задачи и предварительные замечания

Начнем постановку задачи с геометрического описания области. Пусть D — область в R
2,

вида
(− 1

2 ;
1
2

) × (− 1
2 ;

1
2

)
и пусть ∂D = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 ∪ Γ4, где Γ1 = {x : x1 ∈

[− 1
2 ;

1
2

]
, x2 = − 1

2},
Γ2 = {x : x1 = − 1

2 , x2 ∈
[− 1

2 ;
1
2

]}, Γ3 = {x : x1 ∈
[− 1

2 ;
1
2

]
, x2 = 1

2}, Γ4 = {x : x1 = 1
2 , x2 ∈

[− 1
2 ;

1
2

]}.
Везде ниже ε = 1

2N+1 — малый параметр, N — натуральное число, N � 1.

Мы также будем использовать следующие обозначения. Пусть B — произвольная двумерная
область с гладкой границей, лежащая в круге K = {ξ : ξ21 +(ξ2− 1

2 )
2 < a2}, 0 < a < 1

2 . Обозначим
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B1j
ε = {x ∈ D : ε−1(x1 − εj, x2 + 1

2 ) ∈ B}, B2j
ε = {x ∈ D : ε−1(x1 + 1−ε

2 , x2 − ε(j − 1
2 )) ∈ B},

B3j
ε = {x ∈ D : ε−1(x1 − εj, x2 + ε − 1

2 ) ∈ B}, B4j
ε = {x ∈ D : ε−1(x1 − 1−ε

2 , x2 − ε(j − 1
2 )) ∈ B},

j ∈ Z. Пусть Bε =
⋃

j∈Z

4⋃

k=1

Bkjε . Определим область Dε = D \Bε (см. рис. 1) с препятствиями вдоль
границы. Обозначим Γε = D ∩ ∂Bε. Тогда ∂Dε = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 ∪ Γ4 ∪ Γε.

Рис. 1. Область Dε.

Введем следующие обозначения для пространств

H := {u = (u1, u2) ∈ [L2(D)]2, (∇, u) = 0},
Hε := {u = (u1, u2) ∈ [L2(Dε)]

2, (∇, u) = 0},

V := {u ∈ [H1(D)]2, (∇, u) = 0, u1|∂D = 0, u2|
∂D

= 0},
Vε := {u ∈ [H1(Dε)]

2, (∇, u) = 0, u1|Γε∪Γ2∪Γ4 = 0, u2|Γε∪Γ1∪Γ3 = 0};
Vε — это множество вектор-функций из [H1(Dε)]

2 с нулевым следом первой компоненты u1

вектор-функции u(x) = (u1(x), u2(x)) на Γε ∪ Γ2 ∪ Γ4 и нулевым следом второй компоненты u2 на
Γε ∪ Γ1 ∪ Γ3. Нормы в этих пространствах определяются стандартным образом:

‖v‖2 :=

∫

D

2∑

i=1

|vi(x)|2dx, ‖v‖2ε :=
∫

Dε

2∑

i=1

|vi(x)|2dx,

‖v‖21 :=

∫

D

2∑

i=1

|∇vi(x)|2dx, ‖v‖21ε :=
∫

Dε

2∑

i=1

|∇vi(x)|2dx.

Обозначим через V′ и V′
ε двойственные пространства к пространствам V и Vε соответственно.

Рассмотрим следующую задачу для 2D системы Навье — Стокса в области Dε:

∂uε
∂t

− νΔuε + (uε · ∇)uε +∇p = g
(
x,
x

ε

)
, x = (x1, x2) ∈ Dε, t > 0,

∇ · uε = 0, x ∈ Dε, t > 0,

ν
∂u1ε
∂n

+ αu1ε = 0, u2ε = 0, x ∈ Γ1 ∩ Γ3, t > 0, (1.1)

u1ε = 0, ν
∂u2ε
∂n

+ αu2ε = 0, x ∈ Γ2 ∩ Γ4, t > 0,

uε = 0, x ∈ Γε, t > 0,
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uε = U(x), x ∈ Dε, t = 0,

где uε = uε(x, t) = (u1ε, u
2
ε) — неизвестная вектор-функция скорости, p = p(x, t) — неизвестная

скалярная функция давления, а g = g(x) = (g1, g2) ∈ H — известная внешняя сила, n — вектор
внешней нормали к границе ∂D и ν > 0, α � 0. — коэффициенты. Здесь η1 ·η2 означает скалярное
произведение векторов η1, η2 ∈ R

2. Легко видеть, что на Γ1 нормаль n = (0,−1), на Γ2 — нормаль
n = (−1, 0), на Γ3 — нормаль n = (0, 1) и на Γ4 — нормаль n = (1, 0).

Предполагается, что вектор-функция g : D × R
2 → R

2 является функцией Каратеодори, т.е.
отображение x → g(x, ξ) измеримо по Лебегу при всех ξ ∈ R

2, а отображение ξ → g(x, ξ) непре-
рывно для почти всех x ∈ D. Тогда отображение x → g(x, xε ) корректно задано и измеримо. Для
вектор-функции g (x, y) будем считать, что функции gε(x) ≡ g

(
x, xε

) ∈ H для любого ε > 0 и
имеют среднее g(x) в пространстве H при ε→ 0+, т.е.

g
(
x,
x

ε

)
⇀ g(x) (ε→ 0+) слабо в H (1.2)

или подробнее
∫

D

g
(
x,
x

ε

)
· ϕ(x)dx→

∫

D

g(x) · ϕ(x)dx (1.3)

для любой функции ϕ ∈ H при ε→ 0+. Отметим, что из (1.3) следует равномерная (по ε ∈ (0, 1))
ограниченность в H внешних сил gε(x):

‖gε(·)‖ � R ∀ε ∈ (0, 1). (1.4)

Заметим, что так выбранные граничные условия для части границы ∂D обеспечивают выпол-
нение ключевого свойства ортогональности для нелинейного члена, т.е.

∫

Dε

((uε · ∇)uε) · uε dx = 0 ∀uε ∈ Vε. (1.5)

поскольку на границе области ∂Dε выполняется условие непротекания.
Покажем также, что для таких краевых условий оператор Стокса будет симметричным и

отрицательным. Для достаточно гладких вектор-функций uε, vε ∈ Vε, применяя формулу интегри-
рования по частям, получаем

∫

Dε

uε ·Δvε dx =

2∑

i=1

∫

Dε

uiε(x)Δv
i
ε(x)dx = −

2∑

i,j=1

∫

Dε

∂uiε
∂xj

(x)
∂viε
∂xj

(x)dx +

2∑

i=1

∫

∂Dε

uiε(x)
∂viε
∂n

(x)dσ

= −
∫

Dε

∇uε · ∇vε dx− α

ν

∫

Γ1∪Γ3

u1ε(x)v
1
ε (x)dx1 −

α

ν

∫

Γ2∪Γ4

u2ε(x)v
2
ε (x)dx2

=
2∑

i=1

∫

Dε

Δuiε(x)v
i
ε(x)dx =

∫

Dε

Δuε · vε dx.

Мы проверили симметричность. Одновременно при vε = uε получили формулу

∫

Dε

uε ·Δuε dx = −
∫

Dε

∇uε · ∇uε dx− α

ν

∫

Γ1∪Γ3

u1ε(x)u
1
ε(x)dx1 −

α

ν

∫

Γ2∪Γ4

u2ε(x)u
2
ε(x)dx2, (1.6)

из которой следует отрицательность оператора Стокса.
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Рассмотрим задачу Стокса, связанную с рассматриваемыми граничными условиями

− νΔuε +∇p = g(x), x = (x1, x2) ∈ Dε, t > 0,

∇ · uε = 0, x ∈ Dε, t > 0,

ν
∂u1ε
∂n

+ αu1ε = 0, u2ε = 0, x ∈ Γ1 ∩ Γ3, t > 0,

u1ε = 0, ν
∂u2ε
∂n

+ αu2ε = 0, x ∈ Γ2 ∩ Γ4, t > 0,

uε = 0, x ∈ Γε, t > 0.

(1.7)

Пусть g ∈ H. Слабым (или обобщенным) решением задачи (1.7) называется функция uε(x) ∈ Vε),
для которой

ν

∫

Dε

∇uε · ∇ψ dx+

∫

Γ1∪Γ3

αu1εψ
1 dx1 +

∫

Γ2∪Γ4

αu2εψ
2 dx2 =

∫

Dε

g(x) · ψ dx (1.8)

для любой ψ = (ψ1, ψ2) ∈ Vε.

Лемма 1.1. Для любого g ∈ H существует единственное слабое решение uε(x) ∈ Vε,
причем выполнено тождество

ν

∫

Dε

|∇uε(x)|2dx+ α

∫

Γ1∪Γ3

|u1ε(x)|2dx1 + α

∫

Γ2∪Γ4

|u2ε(x)|2dx2 =

∫

Dε

g(x) · uε(x)dx.

Доказательство аналогично классическому доказательству из [20] для случая граничного
условия прилипания (т.е. нулевых условий Дирихле).

Вернемся к системе Навье — Стокса. Будем исследовать слабые решения начально-краевой
задачи (1.1), т.е. функции

uε(x, t) ∈ Lloc
2 (R+;Vε) ∩ Lloc

∞ (R+;Hε) ∩
{
v :

∂uε
∂t

∈ Lloc
2 (R+;V

′
ε)
}

которые удовлетворяют задаче (1.1) в смысле обобщенных функций, т.е.

−
∫

Dε×R+

uε · ∂ψ
∂t

dxdt+ ν

∫

Dε×R+

∇uε · ∇ψ dxdt+

∫

Dε×R+

(uε · ∇)uε · ψ dxdt

+ α

∫

(Γ1∪Γ3)×R+

u1εψ
1 dx1dt+ α

∫

(Γ2∪Γ4)×R+

u2εψ
2 dx2dt =

∫

Dε×R+

gε(x) · ψ dxdt (1.9)

для любых функций ψ = (ψ1, ψ2) ∈ C∞
0 (R+;Vε).

Утверждается, что если U ∈ Hε, то существует единственное слабое решение uε(t) начально-
краевой задачи (1.1), которое принадлежит Lloc

2 (R+;Vε)∩Lloc∞ (R+;Hε), такое, что uε(0) = U . При

этом,
∂uε
∂t

∈ Lloc
2 (R+;V

′
ε).

Доказательство аналогично классическому случаю прилипания на границе области (см. [20, 1,
2]. В [12, 13] этот факт установлен для свободных граничных условий. Аналогично доказывается
для граничного условия 3-го рода для компоненты вектора скорости u2 на части границы Γ1 ∪ Γ3

и для компоненты вектора скорости u1 на части границы Γ2 ∪ Γ4. Ключевые свойства, которые
при этом используется, это свойство ортогональности нелинейной функции в системе (1.1), также
симметричность, отрицательность и обратимость оператора Стокса для приведенных граничных
условий.

Следующая лемма имеет ключевое значение при выводе основных априорных оценок для ре-
шения задачи (1.1), а также при доказательстве теоремы существования и единственности слабого
решения этой задачи. При ее доказательстве существенно используется свойство ортогональности
(1.5), а также тождество (1.6). Аналогичное утверждение для нулевых условий Дирихле доказано
в [3, предложение XV.3.1].
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Лемма 1.2. Пусть uε(x, t) — слабое решение задачи (1.1). Тогда

(i) uε ∈ C(R+;Hε),
(ii) функция ‖uε(·, t)‖2 является абсолютно непрерывной на R+, и выполнено дифференциаль-

ное тождество
1

2

d

dt
‖uε(·, t)‖2ε+ν

∫

Dε

|∇uε(x, t)|2dx+α
∫

Γ1∪Γ3

|u1ε(x, t)|2dx1+α
∫

Γ2∪Γ4

|u2ε(x, t)|2dx2 =

∫

Dε

gε(x)·uε(x, t)dx.

При описании пространства траекторий K+
ε для задачи (1.1) будем следовать общей схеме из

[3] и определим банаховы пространства для каждого отрезка [t1, t2] ⊂ R

Ft1,t2 := Lloc
2,w(t1, t2;Vε) ∩ Lloc

∞,∗w(t1, t2;Hε) ∩
{
v :

∂uε
∂t

∈ Lloc
2,w(t1, t2;V

′
ε)
}

(1.10)

с нормой

‖v‖Ft1,t2
:= ‖v‖L2(t1,t2;Vε) + ‖v‖L∞(t1,t2;Hε) +

∥
∥
∥
∂v

∂t

∥
∥
∥
L2(t1,t2;V′

ε)
. (1.11)

Заметим, что Πt1,t2Fτ1,τ2 ⊂ Ft1,t2 и
‖Πt1,t2f‖Ft1,t2

� ‖f‖Fτ1,τ2
∀f ∈ Fτ1,τ2 , (1.12)

где [t1, t2] ⊆ [τ1, τ2] и Πt1,t2 обозначает оператор сужения на отрезок [t1, t2].
Пусть S(h) для h ∈ R обозначает оператор сдвига S(h)f(t) = f(h + t). Очевидно, если ар-

гумент t функции f(·) принадлежит отрезку [t1, t2], тогда аргумент t функции S(h)f(·) будет
принадлежать отрезку [t1 − h, t2 − h] для h ∈ R. Легко видеть, что отображение S(h) является
изоморфизмом из Ft1,t2 в Ft1−h,t2−h и

‖S(h)f‖Ft1−h,t2−h
= ‖f‖Ft1,t2 ∀f ∈ Ft1,t2 . (1.13)

Положив Dt1,t2 = L2 (t1, t2;Vε), получаем, что Ft1,t2 ⊆ Dt1,t2 , а если u(t) ∈ Ft1,t2 , тогда
A(u(t)) ∈ Dt1,t2 . Далее можно рассматривать слабые решения задачи (1.1) как решение системы
уравнений из общей схемы (см. [18, 19], а также [3]).

Определим следующие пространства:

F loc
+ = Lloc

2 (R+;V) ∩ Lloc
∞ (R+;H) ∩

{
v
∣∣
∣
∂v

∂t
∈ Lloc

2 (R+;V
′)
}
,

F loc
ε,+ = Lloc

2 (R+;Vε) ∩ Lloc
∞ (R+;Hε) ∩

{
v
∣
∣
∣
∂v

∂t
∈ Lloc

2 (R+;V
′
ε)
}
.

Обозначим через K+
ε множество всех слабых решений задачи (1.1). Напомним, что для любой

функции U ∈ Hε существует единственная траектория uε(·) ∈ K+
ε такая, что uε(0) = U(x).

Следовательно, пространство траекторий K+
ε задачи (1.1) не пусто и достаточно велико.

Предложение 1.1. Пространство траекторий K+
ε принадлежит Fε,b+ , и для любой траек-

тории uε(·) ∈ K+
ε выполнены неравенства

‖S(h)uε(·)‖2Fb
ε,+

� C1‖uε(0)‖2εe−σh +R2
1, (1.14)

α

t+1∫

t

( ∫

Γ1∪Γ3

|u1ε(x, s)|2dx1 +
∫

Γ2∪Γ4

|u2ε(x, s)|2dx2
)

ds � C2‖uε(0)‖2εe−σh +R2
2 ∀t � 0,

где σ > 0, C1, C2 не зависят от uε(0) и ε, а величины R1, R2 зависят от R (см. (1.4)).

Доказательство основано на использовании леммы 1.2, из которой с помощью неравенства
Гронуолла выводятся необходимые априорные оценки (см. [3]).

Пространство траекторий K+
ε является трансляционно-инвариантным, т.е. если uε(t) ∈ K+

ε , то
uε(h+ t) ∈ K+

ε для любых h � 0. Следовательно,

S(h)K+
ε ⊆ K+

ε ∀h � 0.
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Далее, используя норму пространства L2(t1, t2;Hε), определим метрики ρt1,t2(·, ·) в простран-
ствах Ft1,t2 следующим образом:

ρ0,M (u, v) =

( M∫

0

‖u(s)− v(s)‖2εds
)1/2

∀ u(·), v(·) ∈ F0,M .

Эти метрики порождают топологию Θloc
ε,+ в пространстве F loc

ε,+. Напомним, что последователь-
ность {vk} ⊂ F loc

ε,+ сходится к функции v ∈ F loc
ε,+ при k → ∞ в топологии Θloc

ε,+, если ‖vk(·) −
v(·)‖L2(0,M ;Hε) → 0 (k → ∞) для любого M > 0. Топология Θloc

ε,+ метризуема и соответствующее
метрическое пространство является полным. Аналогично вводится топология в пространстве Θloc

+

в пространстве F loc
+ заменой нормы Hε на норму H.

Мы рассматриваем топологию Θloc
ε,+ в пространстве траекторий K+

ε задачи (1.1). Полугруппа
сдвигов {S(h)}, действующая на K+

ε непрерывна в рассматриваемой топологии Θloc
+ .

Следуя общей схеме, определим ограниченные множества в K+
ε , используя банахово простран-

ство

Fbε,+ = Lb2(R+;Vε) ∩ L∞(R+;Hε) ∩
{
v
∣∣
∣
∂v

∂t
∈ Lb2(R+;V

′
ε)
}

(1.15)

с нормой

‖v‖Fb
ε,+

:= ‖v‖Lb
2(R+;Vε) + ‖v‖L∞(R+;Hε) +

∥
∥
∥
∂v

∂t

∥
∥
∥
Lb

2(R+;V′
ε)
.

которое является подпространством пространства F loc
ε,+.

Рассмотрим полугруппу сдвигов {S(h)} на K+
ε , S(h) : K+

ε → K+
ε , h � 0.

Пусть Kε означает ядро задачи (1.1), которое состоит из всех слабых решений u(t), t ∈ R,
ограниченных в пространстве

Fεb = Lb2(R;Vε) ∩ L∞(R;Hε) ∩
{
v
∣
∣
∣
∂v

∂t
∈ Lb2(R;V

′
ε)
}
.

Предложение 1.2. Задача (1.1) имеет траекторный аттрактор Aε в топологическом
пространстве Θloc

+ . Множество Aε ограничено в Fbε,+ и компактно в Θloc
ε,+. Более того, Aε =

Π+Kε, где ядро Kε непусто и ограничено в Fbε .
Доказательство этого предложения, которое использует предложение 1.1, практически полно-

стью совпадает с доказательством, приведенным в [3] для случая нулевых граничных условий.

Следствие 1.1. Траекторные аттракторы Aε и ядра Kε равномерно (по ε ∈ (0, 1)) ограни-
чены в пространствах Fbε,+ и Fbε соответственно, т.е.

∀uε ∈ Aε ‖uε(·)‖Fb
ε,+

� R1; ∀uε ∈ Kε ‖uε(·)‖Fb
ε
� R1. (1.16)

2. Вспомогательное утверждение

В данном параграфе приводится утверждение, аналогичное лемме из [5]. Обозначим через
◦
W 1

2 (D) пространство функций из W 1
2 (D) с нулевым следом на границе области. Аналогично

определим W 1
2 (Dε,Γε) — пространство функций из W 1

2 (Dε) с нулевым следом на Γε. Продолжим
функции из W 1

2 (Dε,Γε) нулем внутрь полостей.

Лемма 2.1. Пусть семейство vε(x, t) ∈ L2(0, 1;W
1
2 (Dε,Γε)), ε ∈ (0, 1), равномерно ограни-

чено по норме этого пространства и vε ⇀ v∗ при ε → 0 слабо в L2(0, 1;W
1
2 (Dε,Γε)). Тогда

v∗ ∈ L2(0, 1;
◦
W 1

2 (D)).

Доказательство. Покажем, что след функции v∗ на Γ1 равен нулю. Для остальных сторон
квадрата (Γ2, Γ3 и Γ4) доказательство совершенно аналогично.

Пусть длина проекции B на ось ξ1 равна b. Область Dε представим следующим образом:

Dε =

N⋃

i=−N

(
Πi+1,ε ∪Πi−1,ε

) ∪
N⋃

i=−N−1

Πi2,ε ∪Rε,
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где Πi+1,ε — область (часть вертикальной полосы) ширины bε, ограниченная снизу верхней частью
границы i-й области Biε, а сверху частью внешней границы; область Πi−1,ε — полоса ширины
bε, ограниченная сверху нижней частью границы i-й области Biε, а снизу-прямой x2 = 0; Πi2,ε,
i = −N , . . . ,N − 1, — полоса ширины (1 − b)ε, ограниченная снизу прямой x2 = 0, а сверху
— куском внешней границы, имеющая общие вертикальные границы с областями Πi+1,ε и Πi+1+

1,ε

(см. рис. 2); самая левая область Π−N−1
2,ε и самая правая область ΠN

2,ε — вертикальные полосы,
ограниченные снизу прямой x2 = 0, а сверху — куском границы Γ1, имеющие общие вертикальные
границы с областями Π−N+

1,ε и ΠN+
1,ε соответственно, и имеющие суммарную ширину (1 − b)ε,

наконец, Rε — это оставшиеся части области Dε (быть может пустые), внешняя граница которых
принадлежит ∂D.

Πi2,ε
Πi,+1,ε

Biε Πi,−1,ε

Рис. 2. Разбиение области Dε.

Пусть ω > ε. Обозначим через Πω,i+1,ε область Πi+1,ε
⋂{x2 < ω} (см. рис. 3). Кроме того, пусть

Γω,i1,ε отрезок прямой x2 = ω, ограничивающий сверху множество Πω,i+1,ε . Аналогично определяем

множества Γω,i2,ε и Πω,i2,ε.

Πω,i−1,ε

Biε

Πω,i+1,ε

Γω,i1,ε

Πω,i2,ε

Γω,i2,ε

Рис. 3. Подобласти области Dε. Разбиение слоя.

Не ограничивая общности, будем считать, что функции vε вещественнозначные. Обозначим
через C∞

0 (Dε,Γε) функции из C∞(D), которые обращаются в нуль в окрестности Bε. Предпо-
ложим в начале, что vε ∈ C∞

0 (Dε,Γε). Пусть (x1, ω) ∈ Πi+1,ε, а точка (x1, x̃2) лежит на нижнем
основании Πi+1,ε. Поскольку vε(x1, x̃2, t) = 0, по формуле Ньютона — Лейбница имеем

vε(x1, ω, t) =

ω∫

x̃2

∂vε
∂x2

dx2.
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Возведем обе части данного равенства в квадрат и применим неравенство Коши — Буняковского:

v2ε (x1, ω, t) =

( ω∫

x̃2

∂vε
∂x2

dx2

)2

� ω

ω∫

x̃2

( ∂vε
∂x2

)2

dx2 � ω

ω∫

x̃2

|∇vε|2 dx2. (2.1)

Проинтегрируем обе части этого неравенства по переменной x1 по Γω,i1,ε, считая, что функция vε
продолжена нулем в Biε ∪Πi−1,ε. Получаем

∫

Γω,i
1,ε

v2ε(x1, ω, t) dx1 � ω

∫

Πω,i+
1,ε

|∇vε|2 dx. (2.2)

Рассмотрим теперь полосу Πi2,ε, i = −N , . . . ,N . Пусть область Biε касается ее слева. Проведем
касательные из левого и правого концов отрезка Γω,i2,ε к области B

i
ε (см. рис. 4).

α
Biε l(x)

Γω,i2,ε

Рис. 4. Косые направления.

Легко видеть, что угол наклона касательных β лежит в пределах (β0,
π
2 ), где β0 > 0 не зависит

от ε и ω (напомним: мы предполагали, что ω > ε). Это следует из того, что диаметр и расстояние
между полостями имеют один и тот же порядок. Соединим все точки отрезка Γω,i2,ε с границей
Biε так, чтобы все эти прямые пересекались в точке пересечения касательных. У нас получился
пучок прямых с направляющими l(x1), углы наклона которых лежат в промежутке (β0,

π
2 ). Пусть

(x1, ω) ∈ Γω,i2,ε , а (x̃1, x̃2) ∈ ∂Biε ∩ l(x1, ω). Поскольку vε(x̃1, x̃2, t) = 0, снова по формуле Ньютона —
Лейбница имеем

vε(x1, ω, t) =

(x1,ω)∫

(x̃1,x̃2)

∂vε
∂l

dl.

Аналогично (2.1), возводя обе части данного равенства в квадрат и применяя неравенство Коши —
Буняковского, получаем неравенство

v2ε (x1, ω, t) �
ω

sinβ0

(x1,ω)∫

(x̃1,x̃2)

(∂vε
∂l

)2

dl � ω

sinβ0

(x1,ω)∫

(x̃1,x̃2)

|∇vε|2 dl.

Интегрируя обе части этого неравенства по x1 по Γω,i2,ε и заменяя правую часть на больший
интеграл, получаем

∫

Γω,i
2,ε

v2ε (x1, ω, t) dx1 � ω

sinβ0

∫

Πω,i
2,ε∪Πω,i+

1,ε ∪Πω,i−
1,ε

|∇vε|2 dx, i = −N , . . . ,N . (2.3)
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Осталось оценить интеграл по Γω,−N−1
2,ε . Используем ту же конструкцию, что и для остальных

Γω,i2,ε, i = −N , . . . ,N , только рассмотрим область B−N
ε , которая касается полосы Π−N−1

2,ε справа.
Проводя аналогичные вычисления, получаем

∫

Γω,−N−1
2,ε

v2ε(x1, ω, t) dx1 � Cω

∫

Πω,−N−1
2,ε ∪Πω,−N+

1,ε ∪Πω,−N−
1,ε

|∇vε|2 dx. (2.4)

Пусть Γω = D ∩ {(−∞,∞) × {ω}} — отрезок, параллельный отрезку Γ1, в области D на
расстоянии ω от этой стороны, т.е.

Γω =
⋃

i

Γω,i1,ε ∪ Γω,i2,ε.

Просуммировав неравенства (2.2), (2.3) по i и прибавив (2.4), получаем оценку
∫

Γω

v2ε (x1, ω, t) dx1 � C1ω

∫

D

|∇vε|2 dx. (2.5)

Проведя аналогичные вычисления по остальным сторонам квадрата и просуммировав полученные
неравенства, выводим неравенство (2.5), где Γω — объединение отрезков, параллельных сторонам
исходного квадрата, отстоящих от сторон исходного квадрата на ω.

Далее, проинтегрируем полученное неравенство по t от 0 до 1:

1∫

0

∫

Γω

v2ε (x1, ω, t) dx1dt � C1ω

1∫

0

∫

D

|∇vε|2 dxdt. (2.6)

В силу плотности вложения L2(0, 1;C
∞
0 (Dε,Γε)) в L2(0, 1;W

1
2 (Dε,Γε)) следует, что оценка

(2.6) справедлива и для любого vε ∈ L2(0, 1;W
1
2 (Dε,Γε)). Тогда из равномерной ограниченности

vε в этом пространстве вытекает неравенство

1∫

0

∫

Γω

v2ε (x1, ω, t) dx1dt � ωM.

Поскольку W 1
2 (D) компактно вкладывается в L2(Γ

ω), а vε слабо сходится в L2(0, 1;W
1
2 (D)),

переходя в этом неравенстве к пределу при ε→ 0, получаем

1∫

0

∫

Γω

(v∗)2 dx1dt � ωM. (2.7)

Наконец, поскольку ω — произвольно малое положительное число, то из (2.7) следует, что
v∗ = 0 на всей границе ∂D. Лемма доказана. �

3. Усреднение исходной задачи

В этом параграфе изучается предельное поведение аттракторов Aε для системы уравнений
Навье — Стокса (1.1) при ε→ 0+ и их сходимость к траекторному аттрактору соответствующего
усредненного уравнения в области D без препятствий.

Усредненная (предельная) задача имеет вид

∂u0
∂t

− νΔu0 + (u0 · ∇)u0 +∇p = g(x), x ∈ D, t > 0,

(∇ · u0) = 0, x ∈ D, t > 0,

u0 = 0, x ∈ ∂D, t > 0,

u0 = U(x), x ∈ D, t = 0.

(3.1)
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Рассматриваются слабые решения начально-краевой задачи (3.1), т.е. функции

u0(x, s) ∈ Lloc
2,w(R+;V) ∩ Lloc

∞,∗w(R+;H) ∩
{
v :

∂uε
∂t

∈ Lloc
2,w(R+;V

′)
}
,

которые удовлетворяют задаче (1.1) в смысле обобщенных функций, т.е.

−
∫

D×R+

u0 · ∂ψ
∂t

dxdt + ν

∫

D×R+

∇u0 · ∇ψ dxdt+
∫

D×R+

(u0 · ∇)u0 · ψ dxdt =

∫

D×R+

g(x) · ψ dxdt (3.2)

для любых функций ψ ∈ C∞
0 (R+;V).

Как известно, при любом U ∈ H задача (3.1) имеет единственное слабое решение [1, 2, 20].
Следующая лемма доказывается аналогично предложению XV.3.1 из [3].

Лемма 3.1. Пусть u(x, t) — слабое решение задачи (3.1). Тогда

(i) u ∈ C(R+;H),

(ii) функция ‖u(·, t)‖2 является абсолютно непрерывной на R+; более того,

1

2

d

dt
‖u(·, t)‖2 + ν

∫

D

|∇u(x, t)|2dx
∫

D

a(x)f(u(x, t)) · u(x, t)dx =

∫

D

g(x) · u(x, t)dx.

Справедливо неравенство, аналогичное (1.14) в соответствующем пространстве Fb+. Задача
(3.1) имеет траекторный аттрактор A в пространстве траекторий K+

, состоящем из всех слабых
решений задачи (3.1), причем A = Π+K где K — ядро задачи (3.1) в Fb. Выполнено также
неравенство (см. [3])

∀u ∈ A ‖u(·)‖Fb
+
� R1.

Определение 3.1. Будем говорить, что траекторные аттракторы Aε сходятся к траекторному
аттрактору A при ε→ 0 в топологическом пространстве Θloc

+ , если для любой окрестности O(A) в
Θloc

+ найдется ε1 > 0 такое, что Aε ⊆ O(A) при любом ε < ε1, т.е. для любого M > 0

distΘ0,M (Π0,MAε,Π0,MA)→ 0, ε→ 0.

Введем еще одно вспомогательное промежуточное пространство

V1 := {u ∈ [H1(D)]2, (∇, u) = 0, u1|Γ2∪Γ4 = 0, u2|Γ1∪Γ3 = 0},
состоящее из функций с областью определения D (без препятствий), но с граничными условиями
на ∂D, как в исходной задаче (1.1). Заметим, что пространство V является подпространством
V1, V ⊂ V1. Следовательно, (V1)′ ⊂ V′.

Сформулируем основную теорему об усреднении систем уравнений Навье — Стокса.

Теорема 3.1. В метрическом пространстве Θloc
+ справедливо предельное соотношение

Aε → A, ε→ 0 + . (3.3)

Кроме того
Kε → K, ε→ 0 + в Θloc. (3.4)

Замечание 3.1. Функции из множеств Aε и Kε заданы на областях Dε с препятствиями.
Однако, все эти функции можно продолжить нулем внутрь препятствий, и при этом нормы про-
долженных функций в пространствах H и V1 (определенных без препятствий) совпадают с соот-
ветствующими нормами в перфорированных пространствах Hε и Vε. При нулевом продолжении
внутрь препятствий имеем включение Vε ⊂ V1. Наконец, в теореме 3.1 все расстояния измеря-
ются в пространствах Θloc

+ и Θloc с учетом нулевого продолжения внутрь препятствий.

Доказательство теоремы 3.1. Ясно, что (3.4) влечет (3.3). Поэтому достаточно доказать
(3.4), т.е. показать, что для любой окрестности O(K) в Θloc найдется ε1 = ε1(O) > 0 такое,
что

Kε ⊂ O(K) ∀ ε < ε1. (3.5)
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Предположим, что (3.5) неверно. Тогда найдутся окрестность O′(K) в Θloc, последовательности
εk → 0+ (k →∞) и uεk(·) = uεk(s) ∈ Kεk такие, что

uεk /∈ O′(K) ∀ k ∈ N. (3.6)

Из следствия 1.1 и неравенства (1.16) вытекает, что последовательность {uεn}, продолженная
нулем внутрь препятствий, ограничена в пространстве

Lb2(R;V
1) ∩ L∞(R;H) ∩

{
v
∣
∣
∣
∂v

∂t
∈ Lb2(R;V

′)
}
,

которое отличается от пространства Fb заменой V на более широкое пространство V1:

‖uεn‖Lb
2(R+;V1) + ‖uεn‖L∞(R+;H) +

∥∥
∥
∂uεn
∂t

∥∥
∥
Lb

2(R+;V′)
� R1. (3.7)

Воспользуемся теперь свойством слабой компактности ограниченных последовательностей в бана-
ховых пространствах: найдется функция

u0 ∈ Lb2(R;V
1) ∩ L∞(R;H) ∩

{
v
∣
∣
∣
∂v

∂t
∈ Lb2(R;V

′)
}
,

для которой при переходе к подпоследовательности
uεn(t)⇀ u0(t) (n→∞) слабо в Lloc

2 (R+;V
1),

∗-слабо в Lloc
∞ (R+;H),

∂uεn(t)

∂t
⇀

∂u0(t)

∂t
(n→∞) слабо в Lloc

2 (R+;V
′).

В силу теоремы о сильной компактности мы можем также предполагать, что

uεn → u0, n→∞ в Θloc. (3.8)

Проверим, что u0 ∈ K.
Функции uεn(x, t) удовлетворяют уравнению

∂uεn
∂t

− νΔuεn + (uεn · ∇)uεn +∇p = g
(
x,

x

εn

)
, x ∈ Dεn , t ∈ R, (3.9)

с граничными условиями

ν
∂u1εn
∂n

+ αu1εn = 0, u2εn = 0, x ∈ Γ1 ∩ Γ3,

u1εn = 0, ν
∂u2εn
∂n

+ αu2εn = 0, x ∈ Γ2 ∩ Γ4,

uεn = 0, x ∈ Γεn ,

в смысле обобщенных функций, т.е. выполнено интегральное тождество

−
∫

Dεn×R

uεn ·
∂ψ

∂t
dxdt+ ν

∫

Dεn×R

∇uεn · ∇ψ dxdt +

∫

Ωεn×R

(uεn · ∇)uεn · ψ dxdt

+ α

∫

(Γ1∪Γ3)×R

u1εnψ
1 dx1dt+ α

∫

(Γ2∪Γ4)×R

u2εnψ
2 dx2dt =

∫

Dεn×R

gε(x) · ψ dxdt

для любых функций ψ = (ψ1, ψ2) ∈ C∞
0 (R;Vε).

Обозначим через g0ε(x) внешнюю силу, которая получается из g0ε(x) продолжением нулем
внутрь препятствий Bε∩D. Функции uεn(x, t), продолженные нулем внутрь препятствий, являются
слабыми решениями следующей задачи в области D без препятствий

∂uεn
∂t

− νΔuεn + (uεn · ∇)uεn +∇p = g0εn(x), x ∈ D, t ∈ R,

ν
∂u1εn
∂n

+ αu1εn = 0, u2εn = 0, x ∈ Γ1 ∩ Γ3,

u1εn = 0, ν
∂u2εn
∂n

+ αu2εn = 0, x ∈ Γ2 ∩ Γ4,
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т.е. выполнено тождество

−
∫

D×R

uεn ·
∂ψ

∂t
dxdt + ν

∫

D×R

∇uεn · ∇ψ dxdt+

∫

D×R

(uεn · ∇)uεn · ψ dxdt

+ α

∫

(Γ1∪Γ3)×R

u1εnψ
1 dx1dt+ α

∫

(Γ2∪Γ4)×R

u2εnψ
2 dx2dt =

∫

D×R

g0ε(x) · ψ dxdt

для любых функций ψ = (ψ1, ψ2) ∈ C∞
0 (R;V1).

Заметим, что V является подпространством V1. Следовательно, имеется тождество

−
∫

D×R

uεn ·
∂ψ

∂t
dxdt+ ν

∫

D×R

∇uεn ·∇ψ dxdt+

∫

D×R

(uεn ·∇)uεn ·ψ dxdt =

∫

D×R

g0ε(x) ·ψ dxdt, (3.10)

для любой функции ψ = (ψ1, ψ2) ∈ C∞
0 (R;V). Интегралы по границе ∂D = Γ1∪Γ3∪Γ2∪Γ4 равны

нулю, поскольку здесь след функции ψ равен нулю.
Из (3.7) заключаем, что для всех M > 0 имеются сходимости
uεn(t)⇀ u0(t) (n→∞) слабо в L2(−M,M ;V1),

∗-слабо в L∞(−M,M ;H),

∂uεn(t)

∂t
⇀

∂u0(t)

∂t
(n→∞) слабо в L2(−M,M ;V′).

По теореме о компактности заключаем, что uεn(t) → u0(t) (n → ∞) сильно в L2(−M,M ;H)
и uεn(x, t) → u0(x, t) (n → ∞) при почти всех (x, t) ∈ D × (−M,M). В частности, uεn(t) →
u0(t) (n→∞) сильно в Θloc

+ = Lloc
2 (R;H).

Для предельного перехода в нелинейном члене, заметим, что

(uεn · ∇)uεn =

2∑

i=1

uiεn∂xiuεn =

2∑

i=1

∂xi(u
i
εnuεn)−

( 2∑

i=1

∂xiu
i
εn

)
uεn =

2∑

i=1

∂xi(u
i
εnuεn), (3.11)

поскольку
2∑

i=1

∂xiu
i
εn = (∇ · uεn) = 0.

Выше было установлено, что uεn(x, t) → u0(x, t) (n → ∞) при почти всех (x, t) ∈ D × (−M,M).
Следовательно, в силу того, что uiεnuεn → ui0u0 при почти всех (x, t) ∈ D × (−M,M), а из
неравенства Ладыженской вытекает, что uiεnuεn ограничено в L2(−M,M ;H). Поэтому, uiεnuεn →
ui0u0 слабо в L2(−M,M ;H) (см. [3, лемма II.1.2], и, следовательно, ∂xiu

i
εnuεn → ∂xiu

i
0u0 слабо в

L2(−M,M ;V′). Поэтому из (3.11) получаем

(uεn · ∇)uεn → (u0 · ∇)u0 (n→∞) слабо в L2(−M,M ;V′). (3.12)

В силу (1.2)

g
(
x,

x

εn

)
⇀ g(x) (n→∞) слабо в H.

Тогда g0ε(x) ⇀ g(x) (n → ∞) слабо в H, поскольку площадь препятствий оценивается сверху
величиной порядка O(ε).

Наконец, имея полученные сходимости, в тождестве (3.10) совершаем предельный переход и
получаем интегральное равенство

−
∫

D×R

u0 · ∂ψ
∂t

dxdt + ν

∫

D×R

∇u0 · ∇ψ dxdt+

∫

D×R

(u0 · ∇)u0 · ψ dxdt =

∫

D×R

g · ψ dxdt (3.13)

для любой ψ = (ψ1, ψ2) ∈ C∞
0 (R;V) (см. подробное доказательство в [3, 18, 19]).

Нам осталось проверить, что u0 ∈ Fb. Для этого применим лемму 2.1, из которой непосред-
ственно следует, что u0 ∈ Lb2(R;V).
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Следовательно, u0 ∈ K, т.е. u0 — полная траектория задачи (3.1). В то же время мы установи-
ли, что uεn(t) → u0(t) (n → ∞) в Θloc

+ и, следовательно, uεn(t) ∈ O′(u0(t)) ⊂ O′ (K) при εn � 1.
Это противоречит (3.6). Теорема доказана. �
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А. А. Бондарев

ДВУМЕРНАЯ АВТОНОМНАЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНАЯ
СИСТЕМА С ПОЛНОЙ НЕУСТОЙЧИВОСТЬЮ ВДОЛЬ
ЛЮБОГО ЛУЧА, НО ЧАСТНОЙ УСТОЙЧИВОСТЬЮ

МАССИВНОГО ХАРАКТЕРА

Построен пример двумерной автономной нелинейной (с нулевым линейным
приближением) дифференциальной системы, у которой, с одной стороны, имеется об-
щерадиальная полная неустойчивость (сразу трех типов: по Ляпунову, по Перрону и
верхнепредельного), с другой стороны, все ее решения, начинающиеся во внешности
единичного круга, стремятся по норме к нулю при неограниченном росте времени.

1. Введение

1.1. Настоящая статья посвящена исследованию реализуемости на конкретных дифференциаль-
ных системах контрастных сочетаний свойств устойчивости и неустойчивости трех типов: ля-
пуновского, перроновского и верхнепредельного. Она продолжает цикл публикаций автора (см.
исследования [1]–[3] и библиографию там же) о возможностях реализаций такого рода сочетаний
свойств, называемых далее стабильностными [4].

Основной ее результат логически усиливает классический пример дифференциальной системы,
построенный в [5, гл. III, § 6.3], у которой, с одной стороны, все решения стремятся к нулю при
неограниченном росте времени, но с другой стороны, имеет место неустойчивость по Ляпунову,
а также усиливает в двумерном случае построенный ранее автором в [2] пример автономной
дифференциальной системы, у которой, во-первых, меры неустойчивости (см. их определения
и свойства в [6]–[8]) трех вышеперечисленных типов полны (т.е. равны единице), во-вторых,
имеется массивная частная устойчивость перроновского и верхнепредельного типов.

1.2. Для числа n ∈ N и фазовой области G ⊆ R
n, содержащей точку 0, рассмотрим на

временно́й полуоси R+ ≡ [0,+∞) допускающую нулевое решение автономную и, вообще говоря,
нелинейную дифференциальную систему

ẋ = f(x), t ∈ R+, x ∈ G, f(0) = 0, f ∈ C1(G,Rn) . (1.1)

Ее правая часть f в силу наложенного на нее последнего требования (1.1) обеспечивает [9,
гл. 2, п. 2.1] для задач Коши существование и единственность их непродолжаемых [9, гл. 2,
§ 2.7] решений xf (·, x0) ≡ (xf,1(·, x0), . . . , xf,n(·, x0))�, удовлетворяющих начальным условиям
xf (0, x0) = x0.

Исследование выполнено при поддержке фонда развития теоретической физики и математики «БАЗИС» (проект No. 22-8-
10-3-1).

А. А. Бондарев: Московский государственный университет им. М. В. Ломоносова, Москва, Россия;
albondarev1998@yandex.ru.
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Будем использовать обозначение ρG ≡ sup
{
ρ > 0

∣
∣ Bρ ⊆ G

}
, в котором для ρ > 0 положено

Bρ ≡
{
x0 ∈ R

n
∣
∣ 0 < |x0| � ρ

}
, Bρ,u ≡

{
cu

∣
∣ 0 < c � ρ

} ⊂ Bρ, u ∈ S ≡ {
x0 ∈ R

n
∣
∣ |x0| = 1

}
.

Отметим, что для величины ρG справедливо двойное неравенство 0 < ρG � +∞, вытекающее
из открытости фазовой области G.

Введем следующее определение стабильностных свойств нулевого решения дифференциальной
системы (1.1).

Определение 1.1 ([4]). Скажем, что система (1.1) обладает ляпуновской, перроновской или
верхнепредельной:

1) устойчивостью, если для любого ε > 0 существует такое δ ∈ (0, ρG), что все начальные
значения x0 ∈ Bδ удовлетворяют соответственно требованию

sup
t∈R+

|xf (t, x0)| � ε, (1.2)

lim
t→+∞

|xf (t, x0)| � ε, (1.3)

lim
t→+∞ |xf (t, x0)| � ε, (1.4)

2) частной устойчивостью, если для любого ε > 0 хотя бы одно ненулевое начальное значе-
ние x0 ∈ G удовлетворяет соответствующему требованию (1.2)–(1.4),

3) полной неустойчивостью, если существуют такие ε > 0 и δ ∈ (0, ρG), что любое начальное
значение x0 ∈ Bδ не удовлетворяет соответствующему требованию (1.2)–(1.4).

Замечание 1.1. Отметим, что каждое из требований (1.2)–(1.4) считается по умолчанию
невыполненным, в частности, если решение xf (·, x0) определено не на всей полуоси R+, т.е. когда
его фазовая кривая за конечное время выходит к границе фазовой области G или уходит на
бесконечность.

Сужение в пп. 1 и 3 определения 1.1 множества начальных значений на лучи, исходящие из
нуля, представляет

Определение 1.2 ([10]). Система (1.1) обладает ляпуновским, перроновским или верхнепре-
дельным:

4) радиальным свойством — устойчивостью или полной неустойчивостью в направлении
u ∈ S, если она обладает соответствующим свойством из пп. 1 и 3 определения 1.1 с механической
заменой в них множества Bδ множеством Bδ,u,

5) общерадиальным свойством — устойчивостью или полной неустойчивостью, если соот-
ветствующее свойство из п. 4 настоящего определения имеет место в каждом направлении u ∈ S.

Некоторое усиление свойств частной устойчивости путем распространения их на бесконечное
(даже континуальное) множество начальных значений представляет нижеследующее

Определение 1.3 ([11]). Система (1.1) обладает перроновской или верхнепредельной
6) массивной частной устойчивостью, если для любого ε > 0 существует такое δ ∈ (0, ρG),

что сразу все начальные значения x0 ∈ G \ Bδ удовлетворяют соответственно требованию (1.3)
или (1.4).

2. Основной результат

Обладание дифференциальной системой массивными частными устойчивостями, вообще гово-
ря, не гарантирует наличие у нее устойчивости и даже почти устойчивости (см. соответствую-
щее определение в [4, § 3]). Так, автором ранее были построены примеры систем, реализующие
контрастные сочетания свойств из определения 1.3:

– в неавтономном случае — с крайней неустойчивостью [1],
– в автономном случае — с полными мерами неустойчивости [2].
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Слдующий результат также представляет собой систему с подобного рода контрастными соче-
таниями свойств массивной частной устойчивости, но с общерадиальными полными неустойчиво-
стями (см. исследования сочетаний радиальных свойств в [3], [10], [12] и библиографию там же),
и логически усиливает [10, теорема 7] результат работы [2] для двумерных фазовых пространств.

Теорема 2.1. Для n = 2 и области G = R
n существует дифференциальная система (1.1)

с нулевым линейным приближением (вдоль нулевого решения), обладающая одновременно сле-
дующими свойствами:

• для любого u ∈ S существует такое δ > 0, что каждое x0 ∈ Bδ,u удовлетворяет равенству

lim
t→+∞ |xf (t, x0)| = 1, (2.1)

• любое x0 ∈ G \ B1 удовлетворяет требованию (1.4) при ε = 0.

Замечание 2.1. Распространить результат теоремы на случай одномерных фазовых про-
странств невозможно, поскольку при n = 1 существование двух начальных значений разных
знаков, удовлетворяющих требованию (1.4) при ε = 0, влечет [4, теорема 29] наличие у системы
устойчивости (сразу всех трех типов).

Вопрос о существовании дифференциальных систем с набором стабильностных свойств из
теоремы 2.1 в пространствах размерностей n > 2 пока остается открытым.

Доказательство теоремы 2.1. 1. На декартовой плоскости с координатами x ≡ (x1, x2)
�

рассмотрим дифференциальную систему (ее фазовый портрет представлен на рис. 1)

ẋ = f(x), f ≡ (f1, f2)
� : R2 → R

2, t ∈ R+, x ∈ R
2, (2.2)

f1(x1, x2) ≡ ψ2(x1, x2) ·
{
x1
(
1− 2x42

)
, x ∈ U,

ϕ(x1, x2), x /∈ U, f2(x1, x2) ≡ ψ2(x1, x2) ·
{
2x2

(
1− x42

)
, x ∈ U,

2x71x2, x /∈ U,
(2.3)

ϕ(x1, x2) ≡ x81 − x82 −
{
0, x /∈ V,
2
(
x22 − x41e−2x1

)2
e4x1 , x ∈ V, ψ(x1, x2) ≡ x81 + x82 − x42, (2.4)

U ≡ {
x ∈ R

2
∣∣ ψ(x1, x2) < 0

}
, V ≡ {

x ∈ R
2
∣∣ x1 > 0 & |x2| � x21e

−x1
}
, (2.5)

которая является системой вида (1.1), поскольку автономна, допускает нулевое решение и обла-
дает непрерывно дифференцируемой на всей плоскости R

2 правой частью f , что вытекает непо-
средственно из равенств (2.2)–(2.5).

Исследуем далее качественное поведение всех решений xf (·, x0) системы (2.2).

• Рассмотрим сначала решения, начинающиеся в множестве D ≡ R
2 \ (U ∪ V ) (здесь и ниже

черта обозначает топологическое замыкание).
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На множестве D система (2.2) имеет вид
(
ẋ1
ẋ2

)
= ψ2(x1, x2)

(
x81 − x82
2x71x2

)
.

Фазовые кривые решений с начальными значениями x0 ∈ γ− ≡
{
(x1, 0)

� ∈ R
2
∣
∣ x1 < 0

} ⊂ D
полностью лежат на луче γ− и движение на нем осуществляется в сторону возрастания коорди-
наты x1 в силу справедливости оценок

f1(x1, 0) = x81 > 0, f2(x1, 0) = 0, x1 < 0,

что обеспечивает стремление таких решений к нулю при t→ +∞.
Фазовые кривые же всех остальных решений с начальными значениями x0 ∈ D являются

дугами кривых
Kc ≡

{
x ∈ R

2
∣∣ x81 + x82 − cx42 = 0

}
(2.6)

для значений констант c > 1. Последние представляют собой замкнутые двухлепестковые кривые,
касающиеся в нуле оси координат x1, что обеспечивает стремление к нулю при неограниченном
росте времени и таких решений тоже.

• Кривая K1 (см. равенство (2.6) для значения c = 1) полностью заполнена неподвижными
точками в силу наличия в равенствах (2.3) множителя ψ2(x1, x2).

• Далее рассмотрим решения с начальными значениями x0 ∈ V .
На множестве V система (2.2) имеет вид

(
ẋ1
ẋ2

)
= ψ2(x1, x2)

(
x81 − x82 − 2

(
x22 − x41e−2x1

)2
e4x1

2x71x2

)
.

Фазовые кривые решений с начальными значениями x0 ∈ γ+ ≡ {
(x1, 0)

� ∣
∣ x1 > 0

} ⊂ V пол-
ностью лежат на луче γ+ и движение вдоль них осуществляется в сторону убывания координаты
x1 в силу справедливости оценок

f1(x1, 0) = −x81 < 0, f2(x1, 0) = 0, x1 > 0,

что обеспечивает стремление и таких решений к нулю при t→ +∞.
• Из справедливости для точек границы ∂V асимптотики x2 = ±x21e−x1 → ±0 при x1 → +∞ и

выполнения на всем множестве V равенства sgn f2(x1, x2) = sgnx2 вытекает, что фазовые кривые
решений с начальными значениями x0 ∈ V \ γ+ в некоторые моменты выходят на границу ∂V ,
после чего попадают в ранее исследованное множество D.

• Наконец, рассмотрим решения с начальными значениями x0 ∈ U .
На множестве U система (2.2) имеет вид

(
ẋ1
ẋ2

)
= ψ2(x1, x2)

(
x1
(
1− 2x42

)

2x2
(
1− x42

)
)
.

Фазовые кривые тех из рассматриваемых ее решений, которые удовлетворяют начальным усло-
виям xf,1(0, x0) = 0, полностью лежат на оси координат x2 и движение вдоль них осуществляется
в сторону возрастания модуля указанной координаты в силу справедливости оценок

f1(0, x2) = 0, f2(0, x2) = 2x2
(
1− x42

) ⇒ sgn f2(0, x2) = sgnx2, 0 < |x2| < 1.

Далее, фазовые кривые всех остальных рассматриваемых решений представляют собой дуги
кривых

Kc ≡
{
x ∈ R

2
∣∣ x81 + c

(
x82 − x42

)
= 0

}
, 0 < c < 1,

каждая из которых при рассмотрении ее во всей плоскости R
2 проходит, в отличие от большинства

кривых (2.6), через точки (0,±1)�.
Из вышесказанного следует, что система (2.2) обладает:
– радиальной полной неустойчивостью (одновременно трех типов: ляпуновского, перронов-

ского и верхнепредельного) во всех направлениях u ∈ S \ {(±1, 0)�} в силу справедливости для
каждого x0 ∈ U равенства (2.1),
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– массивной частной устойчивостью перроновского и верхнепредельного типов, что вытекает
из стремления к нулю при неограниченном росте времени всех ее решений с начальными значе-
ниями x0 ∈ R

2 \ B2.
2. Сделаем в системе (2.2) следующее преобразование координат:

y = θ(x) ≡ (
x1, x2 + 2x21

)�
, y ≡ (y1, y2)

�, x ∈ R
2.

В результате получим дифференциальную систему (ее фазовый портрет представлен на рис. 2)

ẏ = g(y), g ≡ (g1, g2)
� : R2 → R

2, y ∈ R
2, (2.7)

где обозначено
g1(y1, y2) ≡ f1

(
y1, y2 − 2y21

)
, (2.8)

g2(y1, y2) ≡ 4y1f1
(
y1, y2 − 2y21

)
+ f2

(
y1, y2 − 2y21

)
, (2.9)

которая является системой вида (1.1) и обладает нулевым линейным приближением вдоль нулевого
решения, что вытекает непосредственно из равенств (2.3)–(2.5) и (2.7)–(2.9).

Лучи γ± переводятся преобразованием θ ∈ C∞(
R

2,R2
)
соответственно в ветви параболы

Γ± ≡ {
y ∈ R

2
∣
∣ ±y1 > 0 & y2 = 2y21

}
, касающиеся в нуле оси координат y1.

Построенная таким образом система (2.7) обладает:
– общерадиальной полной неустойчивостью всех трех типов, причем в направлениях (±1, 0)�

указанные радиальные свойства имеют место в силу включения B1/2,(±1,0)� ⊂ θ(U) и справедли-
вости для каждого начального значения y0 ∈ θ(U) равенства (2.1) с механической заменой в нем
символов x, x0 и f на y, y0 и g соответственно,

– массивной частной устойчивостью, поскольку все ее решения с начальными значениями
x0 ∈ R

2 \ B3 стремятся к нулю при неограниченном росте времени.
3. Остается лишь осуществить радиальное сжатие в системе (2.7) преобразованием

z = y/3, z ≡ (z1, z2)
�, y ∈ R

2.

При таком преобразовании круг B3 ⊃ θ(U) \ {0} ⊃ θ(K1) \ {0} переходит в круг B1.
В результате получим дифференциальную систему

ż1 =
1

3
g1(3z1, 3z2), ż2 =

1

3
g2(3z1, 3z2), z ∈ R

2,

обладающую всеми свойствами, указанными в формулировке настоящей теоремы. Теорема дока-
зана. �
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А. Е. Зернова

ЛОКАЛИЗАЦИЯ ДИСКРЕТНОГО СПЕКТРА
НЕСАМОСОПРЯЖЕННЫХ

ФУНКЦИОНАЛЬНО-РАЗНОСТНЫХ
ОПЕРАТОРОВ

Исследуется локализация дискретного спектра многомерного несамосопряженного
непрерывного функционально-разностного оператора с потенциалом V ∈ L1(Rn). Выве-
дены мажорантные оценки модуля ядра резольвенты в зависимости от спектрального
параметра λ. Для комплексных собственных чисел λ таких, что Reλ < 2n, получено
точное неравенство. Установлено множество, локализующее дискретный спектр воз-
мущенного оператора в терминах нормы ‖V ‖L1(Rn).

1. Введение

Пусть P = −i d/dx обозначает самосопряженный квантово-механический оператор импульса в
L2(R). Для b > 0 рассмотрим оператор Вейля U(b) = exp(−bP ) с областью определения

dom(U(b)) = {ψ ∈ L2(R) : e−2πbξψ̂(ξ) ∈ L2(R)},
где ψ̂ обозначает преобразование Фурье функции ψ,

ψ̂(ξ) = (Fψ)(ξ) =
∫

R

e−2πiξxψ(x) dx .

Отметим, что функции ψ из dom(U(b)) допускают аналитическое продолжение в полосу {z =
x+ iy ∈ C : 0 < y < b} с ψ(x+ iy) ∈ L2(R) для всех 0 � y < b. Более того, предел ψ(x+ ib− i0) =
lim
ε→0+

ψ(x+ib−iε) существует в смысле сходимости в L2(R). Обозначая этот предел через ψ(x+ib),

можно записать действие оператора U(b) в виде

(U(b)ψ)(x) = ψ(x + ib) .

Обратный оператор U−1(b) = exp(bP ) и его область определения определяются аналогичным
образом.

Функционально-разностный оператор W0(b) теперь определяется как оператор W0(b) = U(b)+

U(b)−1 = 2 ch(bP ) с областью определения dom(W0(b)) = {ψ ∈ L2(R) : 2 ch(2πbξ)ψ̂(ξ) ∈ L2(R)},
где он действует следующим образом:

(W0(b)ψ)(x) = ψ(x+ ib) + ψ(x − ib) .
Этот самосопряженный оператор унитарно эквивалентен оператору умножения на 2 ch(2πbξ). Его
спектр абсолютно непрерывен и покрывает [2,∞) дважды.

В [1] была получена оценка для комплексных собственных значений оператора

WV (b) =W0(b)− V , (1.1)
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где V — комплекснозначный потенциал с V ∈ L1(R). Поскольку 2 ch(2πbk)− 2 > (2πbk)2, имеем

W0(b)− 2 > −b2 d
2

dx2
(1.2)

на dom(W0(b)). По неравенству Соболева для вещественных потенциалов оператор WV (b) огра-
ничен снизу на общей области определения W0(b) и V . Следовательно, WV (b) допускает само-
сопряженное расширение по Фридрихсу. Более подробно о самосопряженных расширениях таких
операторов, не только для комплекснозначных потенциалов, но и для конечных борелевских мер,
см. [1].

Точные оценки для расположения комплексных собственных значений были получены и воз-
никающие резонансы были изучены в [1]. В данной статье мы распространяем подход [1] на
многомерный случай, построив аналитическое продолжение и мажоранты для функции Грина сле-
дующего свободного полуограниченного оператора:

(H0ψ)(x) =
n∑

k=1

(
ψ(x1, . . . , xk−1, xk +

i

2π
, xk+1, . . . xn)

+ ψ(x1, . . . , xk−1, xk − i

2π
, xk+1, . . . , xn)

)
, ψ ∈ dom(H0), (1.3)

где без потери общности мы предполагаем, что b = 1
2π . Таким образом, мы изучаем спектральные

свойства несамосопряженного функционально-разностного оператора HV

(HV ψ)(x) := H0ψ(x)− V ψ(x), ψ ∈ dom(HV ), n � 1, (1.4)

где V — комплекснозначный потенциал V ∈ L1(Rn), и получаем точное условие локализации для
его дискретного спектра. Отметим, что dom(H0) и dom(HV ) операторов H0 и HV определяются
так же, как в [1].

В импульсном представлении, получаемом с помощью преобразования Фурье F : L2(Rn) →
L2(Rn),

ψ̂(ξ) = (Fψ)(ξ) =
∫

Rn

ψ(x)e−2πi(ξ,x) dx,

свободный оператор H0 действует как оператор умножения:

(F H0 ψ)(ξ) = 2
( n∑

k=1

ch(ξk)
)
ψ̂(ξ), ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ∈ R

n.

Для получения основного результата мы изучаем аналитические свойства ядра свободной ре-
зольвенты G(x − y;λ) оператора (H0 − λ)−1 и локализацию дискретного спектра возмущенного
оператора Вейля H0 комплекснозначным потенциалом V = V (x) класса L1(Rn).

Основной результат статьи формулируется следующим образом.

Теорема 1.1. Пусть V ∈ L1(Rn) — комплекснозначная функция. Если точка λ ∈ C \
[2n,+∞) является дискретным собственным значением возмущенного оператора HV = H0 −
V , то λ удовлетворяет следующим оценкам:

|G(0;λ)|−1 � ‖V ‖L1(Rn) (1.5)

для λ таких, что Reλ < 2n, и

C(λ)−1|G(0;E(λ))|−1 � ‖V ‖L1(Rn) , (1.6)

для λ таких, что Reλ � 2n, λ /∈ [2n,+∞), где вещественная величина E(λ) < 2n и мажорант-
ный множитель C(λ) > 1 задаются формулами

E(λ) = 2n− |v|, C(λ) =

√

1 +
(u− 2n+ |v|

|v|
)2

.

Из леммы 3.1 и теоремы 1.1 немедленно следует, что оценка для собственных значений воз-
мущенного оператора является точной (см. п. 4.2).
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Следствие 1.1. Пусть операторH0 возмущен комплекснозначным потенциалом V ∈ L1(Rn),
и пусть λ — соответствующее комплексное собственное значение такое, что Reλ < 2n. То-
гда спектральная оценка (1.5) является точной и не может быть улучшена. Более того,
равенство достигается на классе обобщенных одноточечных δ-потенциалов V (x) = γ δ(x) с
константой связи |γ| > 0.

Здесь мы опираемся на фундаментальные результаты современной спектральной теории неса-
мосопряженных операторов и, прежде всего, на классическую работу [2], посвященную изуче-
нию несамосопряженного оператора Шрёдингера − d2

dx2 + V (x) с комплекснозначным потенциалом
V ∈ L1(R). В [2] были получены строгие границы для расположения дискретных собственных
значений λ и резонансов, в частности было доказано, что все дискретные собственные значения
оператора принадлежат кругу

|λ| � 1

4

( ∫

R

|V (x)| dx
)2

.

Существенную теоретическую основу также составила работа [3], где были получены точные
количественные оценки для собственных значений бигармонического оператора Δ2 + V в про-
странстве R

d для d = 1, 2, 3.
Параллельно интенсивно развивается дискретный аналог указанного круга задач. Так, в [4]

изучался спектр дискретных операторов Шрёдингера с комплексным потенциалом V (n) вида
(Hu)k = −(u(k + 1) + u(k − 1)) + V (k)u(k) для k ∈ Z�0 на полупрямой с заданным гранич-
ным условием при k = 0. Различные аспекты спектральной теории функционально-разностных
операторов Вейля рассматривались также и ранее. В частности, для −V = V0 = e2πbx опера-
тор WV впервые возник в связи с изучением квантовой модели Лиувилля на решетке [5]; его
спектральные свойства изучались в [6, 7]. В случае −V = 2 ch(2πbx) оператор WV имеет чисто
дискретный спектр, состоящий из собственных значений, стремящихся к бесконечности. Асимп-
тотики Вейля для функции распределения собственных значений и средних Рисса были получены
в [8] и впоследствии распространены на полиномиально растущие потенциалы в [9]. Настоящую
работу можно рассматривать как часть программы изучения различных спектральных свойств
операторов Вейля с убывающими потенциалами.

Работа организована следующим образом. В § 2 мы приводим некоторые определения, связан-
ные со свободным оператором.

Первый ключевой результат — это интегральное представление для ядра свободной резоль-
венты в импульсном пространстве (см. п. 3.1). На основе этого представления мы получаем (см.
п. 3.2) аналитическое продолжение функции Грина на всю комплексную плоскость с разрезом
вдоль непрерывного спектра C \ [2n,+∞). В п. 3.3 доказываются оценки для функции Грина.
Мы выводим точную оценку в полуплоскости {λ ∈ C : Reλ < 2n} и мажорантную оценку для
Reλ � 2n, λ �∈ [2n,+∞).

В § 4 применяется принцип Бирмана — Швингера к возмущенному оператору с комплексно-
значным потенциалом, что позволяет доказать теорему 1.1. Численные расчеты функции Грина
на дискретных сетках, проведенные для широкого диапазона комплексных параметров при n = 2,
показывают, что глобальный максимум модуля функции Грина расположен в начале координат и
для λ ∈ C \ [4,+∞) с Reλ � 4. На основе этих результатов мы формулируем гипотезу о точной
оценке для модуля функции Грина для всех спектральных параметров, лежащих вне непрерывного
спектра.

В § 5 приведены некоторые примеры, демонстрирующие неточность мажорантной границы
для Reλ � 4, Imλ �= 0 для возмущенных операторов с одноточечным дельта-потенциалом при
различных значениях L1-нормы.

2. Предварительные сведения

Мы рассматриваем преобразование Фурье F : L2(Rn)→ L2(Rn) и обратное к нему F−1

Fψ(ξ) = ψ̂(ξ) =

∫

Rn

ψ(x)e−2πi(ξ,x) dx, F−1ψ̂(x) = ψ(x) =

∫

Rn

ψ̂(ξ)e2πi(ξ,x) dξ.
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Мы рассматриваем функцию Грина G(x;λ) как ядро резольвенты оператора H0, удовлетворяющее
уравнению

(H0 − λ)G(x;λ) = δ(x),

где λ ∈ C — спектральный параметр, а δ(x) — дельта-функция Дирака. Применяя преобразование
Фурье к обеим частям уравнения, мы получаем M(ξ) Ĝ(ξ;λ) = 1, где

M(ξ) = 2

n∑

k=1

ch(ξk). (2.1)

Если λ не принадлежит непрерывному спектру оператора, мы имеем

G(x;λ) =

∫

Rn

e2πi(ξ,x)

n∑

k=1

2 ch(ξk)− λ
dξ. (2.2)

Рассмотрим непрерывный спектр оператора H0 на L2(Rn). Оператор H0 унитарно эквивалентен
оператору умножения M , определенному на L2(Rn) в импульсном пространстве:

(Mψ̂)(ξ) = 2
( n∑

k=1

ch(ξk)
)
ψ̂(ξ). (2.3)

Спектр H0 совпадает с областью значений M . Непрерывная функция M(ξ) = 2
n∑

k=1

ch(ξk) пробе-

гает [2n,+∞), когда ξ ∈ R
n меняется.

Отметим, что M(ξ) четна относительно каждой переменной ξk и, следовательно, для любой
внутренней точки множества (2n,+∞) ее прообраз

Λλ =
{
ξ ∈ R

n : 2

n∑

k=1

ch(ξk) = λ
}

образует невырожденное симметричное многообразие. Градиент

∇M(ξ) =
(∂M
∂ξ1

, · · · , ∂M
∂ξn

)
(2 sinh ξ1, 2 sh ξ2, . . . , 2 sh ξn)

не обращается в нуль нигде на Λλ, что влечет абсолютную непрерывность спектра на интервале
(2n,+∞).

Прообраз стягивается в изолированную точку только на границе непрерывного спектра λ = 2n.
Следовательно, непрерывный спектр H0 совпадает с [2n,+∞). Он определяет разрез в плоскости
комплексного параметра λ ∈ C \ [2n,+∞).

3. Ограниченность модуля ядра свободной резольвенты

В этом параграфе мы изучаем свойства локализации функции Грина G(x;λ).

3.1. Интегральное представление в полуплоскости Reλ < 2n. Пусть спектральный па-
раметр λ ∈ C удовлетворяет условию Reλ < 2n. Рассмотрим исходное интегральное представ-
ление функции Грина в импульсном пространстве (2.2). Поскольку минимум функции M(ξ) =

2
n∑

k=1

ch(ξk) равен 2n, для Reλ < 2n вещественная часть знаменателя в интеграле (2.2) строго

положительна на всей плоскости интегрирования. Поэтому мы можем применить интегральное
тождество Лапласа непосредственно к комплексному резольвентному множителю:

1

2
n∑

k=1

ch(ξk)− λ
=

∞∫

0

e
−t(2

n
∑

k=1

ch(ξk)−λ)
dt. (3.1)
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Подставляя (3.1) в (2.2) и меняя порядок интегрирования в соответствии с теоремой Фубини, мы
разделяем переменные:

G(x;λ) =

∞∫

0

etλ
( n∏

k=1

∞∫

−∞
e−2t ch ξke2πiξkxk dξk

)
dt.

Внутренние интегралы по компонентам двойственных переменных сводятся к модифицированным
функциям Бесселя второго рода (функциям Макдональда) с чисто мнимым индексом. Действи-
тельно,

∞∫

−∞
e−2t ch ξke2πiξkxk dξk = 2

∞∫

0

e−2t ch ξk cos(2πξkxk) dξk .

Используя интегральное представление модифицированной функции Бесселя второго рода с чисто
мнимым индексом ν = i(2πx):

Kν(2t) =

∞∫

0

e−2t ch ξx cos(ξxν) dξx,

мы получаем требуемое равенство
∞∫

−∞
e−2t ch ξke2πiξkxk dξk = 2Ki2πxk

(2t).

Известно, что функции Kν(t) убывают экспоненциально: Ki2πx(2t) ∼ 1
2

√
π
t e

−2t при t→∞. Таким
образом, в полуплоскости Ω0 = {λ ∈ C : Reλ < 2n} функция Грина представляется в виде
абсолютно сходящегося интеграла по времени:

G(x;λ) = 2n
∞∫

0

etλ
n∏

k=1

Ki2πxk
(2t) dt. (3.2)

Поскольку подынтегральное выражение в (3.2) непрерывно по t, а интеграл сходится равномерно
по λ на любом компактном подмножестве Ω0, функция G(x;λ) строго голоморфна (аналитична)
по параметру λ в этой области.

3.2. Аналитическое продолжение на комплексную плоскость с разрезом. Чтобы расши-
рить область сходимости интеграла, мы применяем теорему Коши о деформации контура ин-
тегрирования в комплексную плоскость времени. Сохраняя убывающий характер экспоненты в
интегральном тождестве (3.1), мы выбираем угол поворота ϕ ∈ (−π/2, π/2) и рассматриваем ин-
теграл

I =

∫

Γ

etλ
n∏

k=1

Ki2πxk
(2t) dt

вдоль замкнутого контура Γ = γ0 + γ + γϕ, изображенного на рис. 1.
Интеграл I обращается в нуль как интеграл от голоморфной функции в области, ограниченной

замкнутым контуром Γ. Вклад дуги γ стремится к нулю при R → +∞ в силу леммы Жордана и
экспоненциального убывания функций Макдональда Kν(z) ∼ e−z при |z| → ∞. Поэтому интеграл
вдоль вещественной полуоси совпадает с интегралом вдоль повернутого луча:

∫

γ0

f(t, λ) dt =

∫

Γϕ

f(t, λ) dt, (3.3)

где Γϕ — путь, параметризованный соотношением t = τe−iϕ, τ ∈ [0,+∞). Делая замену пере-
менной t = τe−iϕ с дифференциалом dt = e−iϕdτ и принимая во внимание равенство (3.3), мы
получаем представление функции Грина

G(x;λ) = 2ne−iϕ
∞∫

0

eτe
−iϕλ

n∏

k=1

Ki2πxk
(2τe−iϕ) dτ. (3.4)
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Напомним, что функции Kν(t) обладают экспоненциальной асимптотикой при t → +∞. Тогда
для сходимости интеграла необходимо выбрать ϕ такое, чтобы выполнялось условие убывания
экспоненты на бесконечности: Re

(
τe−iϕ(λ − 2n)

)
< 0. В этом случае интеграл (3.4) определяет

аналитическое продолжение функции Грина в полуплоскость Ωϕ = {λ ∈ C : Re(λe−iϕ) < 2n cosϕ}.

Рис. 1. Деформация контура интегрирования.

Семейство областей Ωϕ, ϕ ∈ (−π/2, π/2), образует открытое покрытие комплексной плоскости
с разрезом C \ [2n,+∞). Поскольку для двух различных ϕ1 и ϕ2 аналитические продолжения
совпадают на Ωϕ1 ∩Ωϕ2 , из принципа единственности следует, что они определяют единственную
голоморфную функцию во всей области резольвенты.

Меняя угол ϕ, мы единственным образом продолжаем G(x;λ) на всю область резольвенты
C \ [2n,+∞).

3.3. Оценки для функции Грина. Теперь оценим модуль функции Грина.

Лемма 3.1. Пусть G(x;λ) — функция Грина

G(x;λ) =

∫

Rn

ei2π(ξ,x)

M(ξ)− λ dξ ,

где

M(ξ) = 2

n∑

k=1

ch ξk � 2n . (3.5)

Тогда для {λ : Reλ < 2n} справедливо следующее неравенство:

|G(x;λ)| � |G(0;λ)|.
Доказательство. Поскольку функция M(ξ) четна, получаем

G(x;λ) =

∫

Rn

cos(2π(ξ, x))

M(ξ)− λ dξ .

Положим

wA(x;λ) =

∫

Rn

sin2(π(ξ, x))

M(ξ)− λ dξ , wB(x;λ) =

∫

Rn

cos2(π(ξ, x))

M(ξ)− λ dξ .

Так как sin2(π(ξ, x)) + cos2(π(ξ, x)) = 1 и cos2(π(ξ, x)) − sin2(π(ξ, x)) = cos(2π(ξ, x)), находим

wA + wB = G(0;λ), wB − wA = G(x;λ).

Выразим разность квадратов модулей через скалярное произведение:

|G(0;λ)|2 − |G(x;λ)|2 = |wA + wB |2 − |wB − wA|2 = 4Re(wA(x;λ)wB(x;λ)).

Мы разлагаем интегралы wA и wB на вещественную и мнимую части, предполагая, что λ = u+iv:

wA(x;λ) =

∫

Rn

sin2(π(ξ, x))(M(ξ)) − u)
(M(ξ)− u)2 + v2

dξ + i

∫

Rn

sin2(π(ξ, x))v

(M(ξ)− u)2 + v2
dξ ,

wB(x;λ) =

∫

Rn

cos2(π(ξ, x))(M(ξ)) − u)
(M(ξ)− u)2 + v2

dξ + i

∫

Rn

cos2(π(ξ, x))v

(M(ξ)− u)2 + v2
dξ .
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В силу предположения Reλ = u < 2n разность M(ξ) − u строго больше нуля для всех ξ ∈ R
n.

Таким образом, RewA и RewB положительны, тогда как ImwA и ImwB имеют одинаковый знак,
равный sgn(v). Следовательно,

Re(wAwB) = RewA RewB + ImwA ImwB > 0.

Следовательно, |G(0;λ)|2 − |G(x;λ)|2 > 0. Лемма доказана. �

В заключение параграфа докажем следующее утверждение.

Лемма 3.2. Для функции Грина G(x;λ) со спектральным параметром λ = u + iv ∈
C \ [2n,+∞), удовлетворяющим условиям Reλ � 2n и Imλ �= 0, справедливо следующее
неравенство:

|G(x;λ)| � C(λ)G(0;E(λ)),

где вещественная величина E(λ) < 2n и мажорантный множитель C(λ) > 1 задаются фор-
мулами

E(λ) = 2n− |v|, C(λ) =

√

1 +
(u− 2n+ |v|

|v|
)2

и G(0;E(λ)) определяется равенством

G(0;E) =

∫

Rn

dξ

2
n∑

k=1

ch ξk − E
.

Доказательство. Мы представляем функцию Грина через обратное преобразование Фурье

G(x;λ) =

∫

Rn

e2πi(ξ,x)

M(ξ)− λ dξ .

Оценивая модуль интеграла G(x;λ) и принимая во внимание, что модуль числителя равен 1,
получаем неравенство:

|G(x;λ)| �
∫

Rn

dξ

|M(ξ)− λ| . (3.6)

Для Reλ = u � 2n и v = Imλ �= 0 разность M − u неположительна. Пусть t = M − 2n � 0, а
d = u − 2n � 0. Выберем E(λ) = 2n− |v| < 2n. Теперь найдем минимальное значение отношения
квадратов модулей

h(t) =
(M − u)2 + v2

(M − E(λ))2
=

(t− d)2 + v2

(t+ |v|)2 , t > 0 .

Минимум h(t) достигается в единственной точке

t = t0 = d+ |v| − |v|d
|v|+ d

> 0,

в которой функция h положительна и выражается как

h(t0) =
v2

(u− 2n+ |v|)2 + v2
> 0.

Следовательно, для всех M � 2n мы имеем поточечное неравенство

|M − λ| �
√
h(t0) (M − E(λ)) =

1

C(λ)
(M − E(λ)),

где

C(λ) =
1

√
h(t0)

=

√

1 +
(u− 2n+ |v|

|v|
)2

� 1.

Подставляя полученную оценку в (3.6), мы получаем

|G(x;λ)| � C(λ)

∫

Rn

dξ

M(ξ)− E(λ)
= C(λ)G(0;E(λ)),

что завершает доказательство. �
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4. Локализация дискретного спектра

В этом параграфе мы применяем принцип Бирмана — Швингера для доказательства теоремы
о локализации дискретного спектра оператора HV = H0−V и обсуждаем, является ли полученная
оценка точной для вещественных и комплексных значений спектрального параметра.

4.1. Доказательство теоремы 1.1. Пусть V — комплекснозначный потенциал, V ∈ L1(Rn),
и HV — возмущенный оператор, действующий по правилу

HV ψ(x) = H0ψ(x) − V (x)ψ(x). (4.1)

Если V ∈ L1(Rn), то HV — неограниченный и несамосопряженный оператор. Существенный
спектр HV совпадает с непрерывным спектром невозмущенного оператора H0.

Рассмотрим спектральную задачу на собственные значения для оператора, определенного в
(4.1),

HV ψ(x) = λψ(x)

и положим X = |V |1/2, Y = sgn(V )|V |1/2, где X,Y ∈ L2(Rn) и V = Y X . Рассмотрим оператор
Бирмана — Швингера

Kλ = X(H0 − λ)−1Y .

Поскольку спектральный параметр λ принадлежит области регулярности C \ [2n,+∞), свободный
оператор (H0 − λ) имеет ограниченный обратный (H0 − λ)−1 с ядром, задаваемым аналитически
продолженной функцией Грина G(x − x′;λ).

В явной интегральной форме действие оператора Kλ на функцию ϕ ∈ L2(Rn) определяется
соотношением

(Kλϕ)(x) =

∫

Rn

Kλ(x, x′)ϕ(x′) dx′,

где ядро интегрального оператора имеет вид

Kλ(x, x′) = X(x)G(x − x′;λ)Y (x′).

ПосколькуKλ принадлежит классу операторов Гильберта — Шмидта, он компактен. Согласно лем-
мам 3.1 и 3.2 |G(x−x′;λ)| ограничена на всем пространстве Rn×R

n для любого λ ∈ C\ [2n,+∞).
Так как X,Y ∈ L2(Rn), подынтегральное выражение |Kλ(x, x′)|2 мажорируется интегрируемой
функцией |V (x)| · |V (x′)| · sup |G|2. Из теоремы Фубини следует, что норма Гильберта — Шмидта
конечна, ‖Kλ‖HS <∞ и, как следствие, оператор Kλ компактен в L2(Rn).

Согласно принципу Бирмана — Швингера точка λ ∈ C \ [2n,+∞) является дискретным соб-
ственным значением оператора HV тогда и только тогда, когда компактный оператор Kλ имеет
собственное значение μ = 1.

Существование собственного значения μ = 1 означает, что спектральный радиус оператора
r(Kλ) не меньше единицы. Поскольку спектральный радиус и операторная норма мажорируются
нормой Гильберта — Шмидта

1 � r(Kλ) � ‖Kλ‖ � ‖Kλ‖HS ,
мы получаем необходимое спектральное условие, зависящее от положения λ в комплексной плос-
кости.

1. Для Reλ < 2n согласно лемме 3.1

1 � ‖Kλ‖HS � |G(0;λ)| ‖V ‖L1(Rn), (4.2)

откуда немедленно следует оценка (1.5).
2. Для остальных λ таких, что Reλ � 2n, λ /∈ [2n,+∞), по лемме 3.2 мы аналогично получаем

оценку (1.6).

Теорема доказана. �
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4.2. Доказательство следствия 1.1. В случае Reλ < 2n спектральная оценка (1.5), получен-
ная в теореме 1.1, является точной. Действительно, рассмотрим предельный случай обобщенного
точечного потенциала с комплексным ненулевым параметром γ = ceiθ, θ ∈ [0, 2π), c > 0:

V (x) = γ δ(x). (4.3)

L1-норма такого потенциала равна модулю константы связи c:

‖V ‖L1(Rn) =

∫∫

Rn

|γ| δ(x) dx = c.

Мы применяем резольвенту свободного оператора (H−λ)−1 к уравнению на собственные значения
для возмущенного оператора HV = H − γ δ(x)

(H − λ)ψ(x) = γ δ(x)ψ(x)

и выражаем собственную функцию через функцию Грина

ψ(x) = γ ψ(0)G(x;λ). (4.4)

Очевидно, что собственная функция такого оператора совпадает с функцией Грина с точностью
до нормировочного множителя.

Предположим, что нормировочный множитель γ ψ(0) ненулевой. Тогда, вычисляя правую и
левую части уравнения (4.4) в нуле и сокращая ненулевые множители, мы немедленно получаем
точное уравнение на собственные значения

1 = γ G(0;λ). (4.5)

Принимая во внимание, что c = ‖V ‖L1(Rn), мы записываем уравнение (4.5) следующим образом:

1 = ‖V ‖L1(Rn)|G(0;λ)|.
Таким образом, неравенство (1.5) для точечного обобщенного дельта-потенциала V с комплексной
константой связи γ �= 0 становится тождеством, что показывает, что константа 1 не может быть
улучшена в случае Reλ < 2n. �

4.3. Открытый вопрос. Чтобы изучить различие между полученной в лемме 3.1 аналитиче-
ской мажорантой C(λ)G(0;E(λ)) и фактической верхней гранью модуля ядра функции Грина в
комплексной плоскости, мы провели численный эксперимент для точки пространственного макси-
мума функции |G(x;λ)| в случае n = 2.

Численные расчеты функции G(x;λ) на дискретных сетках в ограниченных областях x ∈
[−L,L]2 ⊂ R

2 для широкого диапазона комплексных параметров Reλ � 4 (Imλ �= 0) показывают,
что в пределах области вычислений глобальный максимум модуля ядра неизменно наблюдается
в начале координат: |G(x;λ)| < |G(0;λ)| для x �= 0. Контрпримеры неизвестны. Результаты этого
анализа приводят к следующей гипотезе.

Гипотеза 4.1 (о точной оценке модуля функции Грина). Для любого λ ∈ C \ [2n,+∞) точная
верхняя грань модуля функции Грина достигается в начале координат:

sup
x∈Rn

|G(x;λ)| = |G(0;λ)|.

Если гипотеза 4.1 подтвердится, то необходимым условием существования дискретного соб-
ственного значения для любого комплекснозначного потенциала V ∈ L1(Rn) будет точная оценка

1

|G(0;λ)| � ‖V ‖L1(Rn) ∀λ ∈ C \ [2n,+∞),

которая становится точным равенством на классе одноточечных δ-потенциалов для комплексных
значений константы связи.
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5. Примеры

Проиллюстрируем точность полученной спектральной оценки, рассмотрим задачу на собствен-
ные значения с точечным потенциалом при n = 2, V (x) = γ · δ(x) с комплексной постоянной
γ ∈ C\{0}, где γ = c·eiθ , c �= 0, и с ‖V ‖L1(R2) = c. Аналогично (4.4) – (4.5) получаем 1 = γ G(0;λ),
где G(0;λ) — значение функции Грина свободной задачи в начале координат:

G(0;λ) =

∫

Rn

dξ

M(ξ)− λ, M(ξ) = 2

2∑

k=1

ch ξk.

Разделяя модуль и аргумент комплексного числа, запишем уравнение в виде эквивалентной систе-
мы

|G(0;λ)| = 1

c
, (5.1)

argG(0;λ) = π − θ (mod 2π). (5.2)

Система (5.1), (5.2) определяет непрерывные кривые в комплексной плоскости переменной λ,
получаемые при изменении θ в пределах [0, 2π).

Сравним точную траекторию собственных значений с границей области локализации, гаран-
тируемой теоремой 1.1:

(1) В полуплоскости Reλ < 4 оценка точна, и граница области локализации совпадает с |G(0;λ)| =
1
c .

(2) В полуплоскости Reλ � 4 спектральный параметр λ удовлетворяет неравенству с аналитиче-
ской мажорантой:

C(λ)G(0;E(λ)) � 1

c
, (5.3)

где E(λ) и множитель C(λ) заданы леммой 3.2. Множество точек, превращающих неравен-
ство (5.3) в равенство для Reλ � 4:

C(λ)G(0;E(λ)) =
1

c
, (5.4)

определяет штриховую мажорантную линию границы области локализации.

Локализация спектра: точные траектории (Reλ < 4) и мажорантное отклонение (Reλ � 4).

Рис. 2. Сравнение точных траекторий собственных значений λ(θ) точечного потенциала и
мажорантных границ для различных значений модуля константы связи c.
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На рис. 2 непрерывными кривыми показаны траектории собственных значений оператора HV

для различных значений c = 4, 9, 11.
Штриховые линии соответствующего цвета суть мажорантные границы, определяемые равен-

ством (5.4) и задающие внешнюю область локализации спектра согласно теореме 1.1.
В полуплоскости Reλ < 4 штриховая граница тождественно совпадает со сплошной траекто-

рией собственных значений.
В полуплоскости Reλ � 4 наблюдается отклонение штриховой линии вверх и вниз от гори-

зонтальной оси. Более того, точные траектории собственных значений содержатся строго внутри
мажорантной области локализации.

Благодарности. Автор благодарен своему научному руководителю А. А. Лаптеву за полезные
обсуждения.
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А. А. Лаптев, Д. Сураган, А. Е. Зернова

СЛАБОСВЯЗАННЫЕ СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ
ДЛЯ ФУНКЦИОНАЛЬНО-РАЗНОСТНЫХ ОПЕРАТОРОВ

Мы изучаем слабо притягивающие возмущения вещественным убывающим потенциалом
функционально-разностного оператора

W0(b) = 2 ch

(
ib

d

dx

)
, b > 0,

спектр которого есть [2,∞). В этой заметке мы доказываем, что оператор с малым
потенциалом имеет ровно одно дискретное собственное значение ниже порога 2. Мы
также показываем, что низшее собственное значение простое, а соответствующая
собственная функция может быть выбрана строго положительной на R. Доказатель-
ства основаны на принципе Бирмана — Швингера, явных ядрах свободной резольвенты
и их рангово-одномерных пороговых сингулярностях. Как следствие, результаты да-
ют утвердительный ответ в режиме слабой связи на открытый вопрос Лаптева и
Шиммера [1] и дают ведущее восстановление полной силы возмущения по пороговому
собственному значению.

1. Введение

Функционально-разностные операторы, порожденные операторами Вейля, привлекают значитель-
ное внимание в спектральной теории и математической физике. Напомним оператор Вейля

U(b) = exp(−bP ), b > 0,

где = −i d

dx
— самосопряженный квантовомеханический оператор импульса в L2(R). Его область

определения задается как

dom(U(b)) =
{
ϕ ∈ L2(R) : e−2πbξϕ̂(ξ) ∈ L2(R)

}
,

где ϕ̂ — преобразование Фурье функции ϕ,

ϕ̂(ξ) = (Fϕ)(ξ) =
∫

R

e−2πiξxϕ(x) dx.

Отметим, что функции ϕ ∈ dom(U(b)) допускают аналитическое продолжение в

{z = x+ iy ∈ C : 0 < y < b}
причем ϕ(x + iy) ∈ L2(R) для всех 0 � y < b. Далее, предел

ϕ(x+ ib− i0) = lim
ε→0+

ϕ(x + ib− iε)
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существует в смысле сходимости в L2(R). Обозначая этот предел через ϕ(x+ ib), можно записать
действие оператора U(b) в виде

(U(b)ϕ)(x) = ϕ(x + ib).

Обратный оператор U−1(b) = exp(bP ) и его область определения характеризуются аналогично.
При преобразовании Фурье свободный оператор

W0(b) = U(b) + U(b)−1 = 2 ch(−bP )
унитарно эквивалентен умножению на 2 ch(2πbξ). Этот оператор самосопряжен, определен на об-
ласти

dom(W0(b)) =
{
ϕ ∈ L2(R) : 2 ch(2πbξ)ϕ̂(ξ) ∈ L2(R)

}

и действует как
(W0(b)ϕ)(x) = ϕ(x + ib) + ϕ(x− ib), ϕ ∈ L2(R).

Его спектр абсолютно непрерывен и покрывает интервал [2,∞) дважды.
Цель этой заметки — получить некоторые спектральные свойства оператора

WV (b) =W0(b)− V, (1.1)

где V � 0 и V ∈ L1(R). Поскольку

2 ch(2πbξ)− 2 > (2πbξ)2,

имеет место неравенство

W0(b)− 2 > −b2 d2

dx2
(1.2)

на dom(W0(b)). Таким образом, можно применить неравенство Соболева и заключить, что опера-
тор (1.1) ограничен снизу на общей области определения W0(b) и V . Следовательно, он допуска-
ет самосопряженное расширение Фридрихса, которое мы продолжаем обозначать через WV (b).
Спектр WV (b) состоит из существенного спектра [2,∞) и дискретных собственных значений
конечной кратности меньше, чем 2. Детали этого аргумента в аналогичном случае оператора
Шрёдингера можно найти в [2].

ВозмущенияW0(b) естественно возникают в спектральной теории функционально-разностных
операторов типа Вейля, связанных с квантовой теорией Лиувилля, квантовой теорией Тейхмюлле-
ра и квантованными зеркальными кривыми. В частности, операторы, построенные из соотношений
Вейля, появляются в локальной зеркальной симметрии и в изучении некомпактных квантовых
групп (см., например, [3]–[10]).

В этой статье мы рассматриваем убывающие потенциалы, и это отличается от случая рас-
тущего потенциала, где получаются чисто дискретные спектры и асимптотики типа Вейля. Для
V ∈ L1(R), V � 0, возмущение притягивающее, и возможные дискретные собственные значения
лежат ниже порога 2. Для оператора (1.1) Лаптев и Шиммер [1] доказали точное неравенство
Либа — Тирринга при условии, что дискретный спектр остается в интервале [−2, 2).

В данной статье мы иммледуем задачу в режиме слабой связи. Мы рассматриваем

Hα =W0(b)− αV (x), V ∈ L1(R), V � 0, V �≡ 0, α > 0. (1.3)

Основной результат статьи — следующее утверждение.

Теорема 1.1. Пусть V ∈ L1(R), V � 0, α > 0.

(1) Если потенциал V имеет компактный носитель, V ∈ L1
c(R), то существует α0 > 0

такое, что для любого 0 < α < α0 оператор Hα, заданный формулой (1.3), имеет ровно
одно дискретное собственное значение, меньшее 2.

(2) Предположим, что V > 0, V ∈ L1(R) и все собственные значения оператора Hα принадле-
жат интервалу (−2, 2). Тогда наименьшее собственное значение оператора Hα простое,
а соответствующая собственная функция может быть выбрана строго положительной.

Замечание 1.1. Мы полагаем, что ограничения на потенциал V в (1) иметь компактный
носитель не требуется.
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Теорема 1.1 дает утвердительный ответ в режиме слабой связи на открытый вопрос, постав-
ленный в [1, § 4]: для потенциалов V ∈ L1

c(R), V � 0, и достаточно малых α > 0 дискретный
спектр состоит из одного собственного значения λ(α) в (−2, 2), и соответствующая собственная
функция строго положительна, т.е. режим слабой связи восстанавливает принцип неосцилляции,
аналогичный классическому одномерному случаю Шрёдингера (см. [13] и [14], сравн. [15, п.
10.5]).

2. Доказательство теоремы 1.1 и некоторые обсуждения

Доказательство теоремы 1.1. Хорошо известно (см., например, [11]), что для отрицатель-
ного собственного значения λ оператора

− d2

dx2
− αV

имеем

|λ| � α2

4
‖V ‖2L1(R). (2.1)

В силу неравенств (1.2) и (2.1) заключаем, что для любого V ∈ L1(R) существует α0 > 0 такое,
что для 0 < α < α0 каждое собственное значение оператора Hα, определенного в (1.3), лежит в
интервале (−2, 2).

Параметризуем собственное значение λ, −2 < λ < 2, так, что

λ = 2 cos θ, 0 < θ < π.

Ядро свободной резольвенты W0(b) равно

Gθ(x− y) = 1

2b sin θ

sh((π − θ)(x − y)/b)
sh(π(x − y)/b) ,

с устранимым диагональным значением

Gθ(0) =
π − θ

2πb sin θ
.

Здесь и далее формула ядра и дихотомия положительности/осцилляции взята из [1].
Для 0 < θ < π имеем

Gθ(t) > 0, t ∈ R. (2.2)

Определим оператор Бирмана — Швингера

Kθ = αV 1/2(W0(b)− 2 cos θ)−1V 1/2,

ядро которого равно
Kθ(x, y) = αV (x)1/2Gθ(x − y)V (y)1/2. (2.3)

Используя принцип Бирмана — Швингера, находим, что уравнение на собственные значения

(W0(b)− αV )ψ = 2 cos θ ψ

эквивалентно тому, что точка 1 принадлежит спектру компактного интегрального оператора Kθ,

1 ∈ σ(Kθ).

Используя, что suppV компактен, находим

Gθ(x− y) = 1

2bθ
+O(1) (2.4)

при θ ↓ 0 равномерно по x, y ∈ suppV . Поэтому (2.3) вместе с (2.4) дают

Kθ =
α

2bθ
PV +Rθ,

где Rθ остается равномерно ограниченным при θ ↓ 0. Также имеем

(PV f)(x) = V (x)1/2
∫

R

V (y)1/2f(y) dy.
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Оператор PV имеет ранг один, и его единственное ненулевое собственное значение равно ‖V ‖L1(R).
Таким образом, наибольшее собственное значение μ1(θ) оператора Kθ удовлетворяет

μ1(θ) =
α‖V ‖L1(R)

2bθ
+O(1), θ ↓ 0,

тогда как остальные собственные значения Kθ равномерно ограничены вблизи θ = 0. Отметим, что
вдали от θ = 0 все семейство Бирмана — Швингера равномерно ограничено. Следовательно, для
достаточно малых α > 0 только наибольшее собственное значение Бирмана — Швингера может
удовлетворять уравнению

μ(θ) = 1. (2.5)

Наибольшее собственное значение действительно является решением этого уравнения, поскольку
μ1(θ)→∞ при θ ↓ 0.

Решение единственно: в переменной λ = 2 cos θ, так как

dμ1(λ)

dλ
= α‖(W0(b)− λ)−1V 1/2f‖22 > 0,

μ1 строго возрастает. Следовательно, главное собственное значение Бирмана — Швингера строго
возрастает при λ ↑ 2. Таким образом, Hα имеет ровно одно собственное значение, меньше 2 для
всех достаточно малых α.

Остается показать простоту низшего собственного значения и положительность соответству-
ющей собственной функции, пока все собственные значения Hα принадлежат (−2, 2). Здесь нам
не нужно предполагать, что носитель V компактен.

Поскольку Gθ(x) > 0 и V > 0, компактный оператор Kθ является улучшающим положитель-
ность на L2(R). В силу [12, теорема 13.44] наибольшее собственное значение этого оператора
простое и имеет строго положительную собственную функцию. Если f — собственная функция
оператора Бирмана — Швингера, то соответствующая собственная функция Hα имеет вид

ψ(x) = α

∫

R

Gθ(x− y)V (y)1/2f(y) dy.

Поскольку Gθ > 0, а V 1/2f положительна и не равна нулю тождественно, получаем ψ(x) > 0,
x ∈ R. Собственное значение, следовательно, простое, а его собственная функция положительна.
Доказательство завершено. �

Замечание 2.1. Положительность основного состояния не является глобальным свойством
для произвольных притягивающих связей. Действительно, для возмущения ранга один

W0(b)− cδ0,
в котором c > 2πb — единственное собственное значение, меньшее −2. Записывая

λ = −2 chω, ω > 0,

можно найти собственное значение из уравнения

c = 2πb
shω

ω
.

Соответствующая собственная функция пропорциональна

ψ(x) =
sin(ωx/b)

2b shω sh(πx/b)
.

Эта функция меняет знак, потому что sin(ωx/b) меняет знак. Следовательно, утверждение о неос-
цилляции естественно связано с режимом слабой связи, в котором единственное собственное
значение остается в (−2, 2).

Замечание 2.2. Решая (2.5), т.е. μ1(θ(α)) = 1, получаем

θ(α) =
α

2b
‖V ‖L1(R) +O(α2).
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Следовательно,

λ(α) = 2 cos θ(α) = 2− θ(α)2 +O(θ(α)4) = 2− α2

4b2
‖V ‖2L1(R) +O(α3)

(cм. [10, теорема 1.1] для более общего класса потенциалов).

Замечание 2.3. В доказательстве теоремы 1.1 имеем λ(α) = 2 cos θ(α), и

θ(α) =
α

2b
‖V ‖L1(R) +O(α2).

Поэтому полная масса малого потенциала определяется в главном порядке собственным значением
λ(α):

α‖V ‖L1(R) = 2bθ(α) +O(α2).

Поскольку

θ(α) = arccos

(
λ(α)

2

)
,

получаем

α

∫

R

V (x) dx = 2b arccos

(
λ(α)

2

)
+O(α2). (2.6)

Используя

2− λ(α) = θ(α)2 +O(θ(α)4),

это можно также записать как

α

∫

R

V (x) dx = 2b
√
2− λ(α) +O(2 − λ(α)).

Предположим, что V известно и неизвестна только константа связи α. Тогда из (2.6) получаем

α =
2b

‖V ‖L1(R)
arccos

(
λ(α)

2

)
+O(α2).

Эквивалентно,

α =
2b

‖V ‖L1(R)

√
2− λ(α) +O(2 − λ(α)).

Следовательно, сам потенциал восстанавливается, в главном порядке, как

αV (x)  2b

‖V ‖L1(R)
arccos

(
λ(α)

2

)
V (x).

Эквивалентно,

αV (x)  2b
√
2− λ(α)

‖V ‖L1(R)
V (x).

Теперь предположим, что спектральные данные включают не только собственное значение λ, но
и соответствующую положительную собственную функцию ψ. Поскольку согласно теореме 1.1
собственная функция строго положительна, ψ(x) > 0, можем разделить на ψ(x). Заметим, что

ψ̂(ξ) = α(2 ch(2πbξ)− λ)−1V̂ ψ(ξ)

убывает как e−2πb|ξ|, так что ψ продолжается голоморфно в полосу | Im z| < b и

(W0(b)ψ)(x) = ψ(x+ ib) + ψ(x− ib).
Поэтому

αV (x) =
ψ(x+ ib) + ψ(x− ib)− λψ(x)

ψ(x)
.
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И. Х. Мусин, Р. С. Юлмухаметов

ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ПРОСТРАНСТВ
УЛЬТРАДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ ФУНКЦИЙ

В ВИДЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ ФУРЬЕ

Пусть D — ограниченная выпуклая область в R
p, HD — опорная функция области D,

Φ = (ϕm)∞m=1 — последовательность неотрицательных раздельно радиальных плюрисуб-
гармонических функций в C

p таких, что ϕm(z) = o(‖z‖) при ‖z‖ −→ +∞. В терминах
преобразования Фурье — Лапласа функционалов дано описание сильно сопряженного про-
странства к проективному (индуктивному) пределу нормированных пространств целых
функций в C

p с нормой
‖F‖m = sup

z∈Cp

|F (z)|e−HD(Im z)−ϕm(z).

Из полученного описания следует возможность представления ультрадифференцируе-
мых функций в виде преобразования Фурье — Лапласа функционалов на специальным
образом построенном весовом пространстве целых функций.

1. Введение

Будем использовать следующие обозначения. Для z = (z1, ..., zp), w = (w1, ..., wp) ∈ C
p полагаем

〈z, w〉 = z1w1 + ... + zpwp, ‖z‖ =
√|z1|2 + ...+ |zp|2 и |z| = |z1| + ... + |zp|. Обозначаем через R

p
+

элементы R
p с неотрицательными координатами, через Z

p
+ — элементы R

p
+ с целочисленными

координатами. Для t � 0 полагаем t+ = max(t, 1), ln+ t = ln t при t � 1, ln+ t = 0 при 0 �
t < 1. Для t = (t1, ..., tp) ∈ R

p обозначаем et = (et1 , ..., etp). Для t = (t1, ..., tp) ∈ C
p — ln t :=

(ln |t1|, ..., ln |tp|) и для r = (r1, ..., rp) ∈ R
p
+, k = (k1, ..., kp) ∈ Z

p
+ полагаем rk := rk11 · · · rkpp .

Пространство целых функций в C
p обозначается H(Cp).

Для локально выпуклого пространства X обозначаем через X ′ пространство линейных непре-
рывных функционалов на X и через X∗ — сильное сопряженное пространство. Действие функ-
ционала S ∈ X ′ на элемент f ∈ X записываем в виде 〈S, f〉. Если X — локально выпуклое
пространство функций, голоморфных в области G ⊂ C

p, и множество Ω = {x : e−i〈x,z〉 ∈ X}
непусто, то преобразованием Фурье — Лапласа функционала S ∈ X ′ будем называть функцию
Ŝ(x) = 〈Sz, e−i〈x,z〉〉, x ∈ Ω. Пространство функций {Ŝ : S ∈ X∗} обозначим через X̂ . Если
система экспонент E = {e−i〈x,z〉}x∈Ω полна в X , то отображение L : S −→ Ŝ устанавливает
алгебраический изомoрфизм пространств X∗ и X̂ . Задача описания сопряженного пространства
в терминах преобразования Фурье — Лапласа функционалов состоит в определении простран-
ства X̂ в теоретико-множественном смысле и описании топологии в X̂, индуцированной из X∗,
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Пространства ультрадифференцируемых функций

с помощью равномерных или интегральных весовых норм. Интерес к этой задаче связан с тем,
что результаты в этом направлении находят широкое и эффективное применение в различных
областях математики [1]–[4].

С каждой функцией h : Rp −→ (−∞,+∞) и ограниченной выпуклой областью D ⊂ R
p свяжем

нормированное подпространство C(D,h) ⊂ C∞(D) с нормой

‖f‖h = sup
x∈D k∈Z

p
+

|(Dkf)(x)|e−h(k),

где для k = (k1, ..., kp) ∈ Z
p
+

(Dkf)(x) =
∂|k|f(x)

∂k1x1 · · ·∂kpxp .

Для последовательности H = (hm)∞m=1 функций hm : Rp −→ R при условии непрерывности
вложений C(D,hm+1) −→ C(D,hm) обозначаем через Cpr(D,H) проективный предел пространств
C(D,hm), а в предположении непрерывности вложений C(D,hm) −→ C(D,hm+1) обозначаем
через Cind(D,H) обозначим индуктивный предел пространств C(D,hm).

Для функции g : Rp −→ (−∞,+∞] введем сопряженную по Юнгу — Фенхелю функцию g̃ по
формуле

g̃(y) = sup
x∈Rp

(〈x, y〉 − g(x)), y ∈ R
p.

Для функции g : Rp+ −→ (−∞,+∞] положим

g�(y) = sup
x∈R

p
+

(〈x, y〉 − g(x)), y ∈ R
p,

и обозначим через g[e] функцию в R
p, определяемую по правилу g[e](y) = g(ey) y ∈ R

p.
В [5] при некотором наборе условий на семейство H = {hm}m∈N раздельно радиальных

выпуклых функций hm : Rp −→ (−∞,+∞) таких, что для некоторого am > 0

hm(x) � ‖x‖ ln(1 + ‖x‖)− am‖x‖ − am, x ∈ R
p,

показано, что пространство преобразований Фурье — Лапласа сильного сопряженного C∗pr(D,H)
изоморфно индуктивному пределу нормированных пространств целых функций с нормой

‖F‖m = sup
z∈Cp

|F (z)|e−HD(Im z)−˜hm(ln+ |z1|,...,ln+ |zp|).

В [6] найдены условия на семейство H = {hm}m∈N выпуклых в R
p функций hm, при которых

преобразование Фурье — Лапласа устанавливает изоморфизм сильно сопряженного пространства
C∗ind(D,H) и проективного предела нормированных пространств

{F ∈ H(Cp) : ‖F‖m := sup
z∈Cp

|F (z)|e−HD(Im z)−lnAm(|z1|,...,|zp|) <∞},
где

Am(r) =
∑

k∈Z
p
+

rke−hm(k).

В данной работе рассматривается задача противоположного направления, а именно, задача
описания пространств преобразования Фурье — Лапласа линейных непрерывных функционалов
на весовых пространствах целых функций. В зависимости от способа построения весовых про-
странств целых функций рассмотрены два случая. В обоих случаях D — ограниченная выпуклая
область в R

p.

Cлучай 1. Пусть Φ = (ϕm)∞m=1 — последовательность раздельно радиальных плюрисубгармо-
нических функций в C

p таких, что ϕm(z) = o(‖z‖) при z → ∞ и lim
z→∞(ϕm(z) − ϕm+1(z)) = +∞.

Задача состоит в том, чтобы описать в терминах преобразования Фурье — Лапласа сильное со-
пряженное пространство к проективному пределу Hpr (Φ) нормированных пространств

H(Cp, HD(Im z) + ϕm(z)) =
{
F ∈ H(Cp) : ‖F‖m := sup

z∈Cp

|F (z)|
eHD(Im z)+ϕm(z)

<∞
}
.

Будет доказана следующая теорема.
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Теорема 1.1. Пусть последовательность Φ = (ϕm)∞m=1 неотрицательных раздельно ради-
альных плюрисубгармонических в C

p функций ϕm удовлетворяет условиям

ϕm(z) � ϕm+1(z) + 3p
√
p ln(1 + ‖z‖), z ∈ C

p, m ∈ N, (1.1)

ϕm(z) = o(‖z‖), z →∞, (1.2)

ϕm+1(|z1|+, . . . , |zp|+) � ϕm(z), z ∈ C
p. (1.3)

Для каждого m ∈ N положим

hm(x) = (ϕm[e])�(|x1|, . . . , |xp|), x = (x1, . . . , xp) ∈ R
p.

Тогда преобразование Фурье — Лапласа устанавливает изоморфизм пространства H∗
pr(Φ) на

индуктивный предел Cind(D,H) пространств C(D,hm).

Случай 2. Пусть Φ = (ϕm)∞m=1 — последовательность раздельно радиальных плюрисубгармо-
нических функций в C

p таких, что ϕm(z) = o(‖z‖) при z → ∞ и lim
z→∞(ϕm+1(z) − ϕm(z)) = +∞.

Обозначим через Hind(Φ) индуктивный предел нормированных пространств H(Cp, HD(Im z) +
ϕm(z)). В этом случае верна следующая теорема.

Теорема 1.2. Пусть последовательность Φ неотрицательных плюрисубгармонических в
C
p раздельно радиальных функций ϕm удовлетворяет условию (1.2) и такова, что

ϕm+1(z) � ϕm(z) + 3p
√
p ln(1 + ‖z‖), z ∈ C

p, m ∈ N,

ϕm(|z1|+, . . . , |z1|+) � ϕm+1(z), z ∈ C
p.

Для каждого m ∈ N пусть

hm(x) = (ϕm[e])�(|x1|, . . . , |xp|), x = (x1, . . . , xp) ∈ R
p.

Тогда преобразование Фурье — Лапласа устанавливает изоморфизм пространства H∗
ind(Φ) на

проективный предел Cpr(D,H) пространств C(D,hm).

Из теоремы 1.1 можно вывести следующее утверждение о представлении ультрадифференци-
руемых функций в выпуклой области в виде преобразований Фурье.

Теорема 1.3. Пусть D — ограниченная выпуклая область в R
p и h — раздельно радиальная

выпуклая функция в R
p, удовлетворяющая условию

lim
x→∞

h(x)−√p‖x‖ ln(‖x‖+ 1)

‖x‖ = +∞. (1.4)

Тогда для любой функции f ∈ C(D,h) найдутся число m ∈ N и функция F ∈ H(Cp) такие,
что

∫

Cp

|F (z)|2e−2HD(Im z)−2˜hm(ln+ |z1|,...,ln+ |zp|) dλp(z) <∞,

f(x) =

∫

Cp

F (z)e−i〈x,z〉−2HD(Im z)−2˜hm(ln+ |z1|,...,ln+ |zp|) dλp(z),

где h1(x) = h(x),
hm+1(x) = sup

‖y‖�3p
√
p

hm(x + y) + 3p
√
p ln(2p), m ∈ N.

2. Вспомогательные утверждения

Докажем несколько утверждений о выпуклых функциях.
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Лемма 2.1. Пусть ϕ — раздельно радиальная неотрицательная плюрисубгармоническая
функция в C

p такая, что для некоторых положительных b и c

ϕ(z) � b‖z‖+ c, z ∈ C
p, (2.1)

ϕ(z)

ln ‖z‖ → ∞, ‖z‖ → ∞, (2.2)

Пусть функция v : Rp −→ R определена по формуле

v(t) = ϕ(et1 , ..., etp), t = (t1, ..., tp) ∈ R
p.

Тогда v — выпуклая неубывающая по каждой переменной в R
p функция такая, что:

v(t) � b
√
pe‖t‖ + c, t ∈ R

p,

lim
t→∞, t∈R

p
+

v(t)

‖t‖ = +∞.

Кроме того, справедливы следующие утверждения.

1. Для любого y ∈ R
p
+

ṽ(y) � v�(y) � ‖y‖ ln(‖y‖+ 1)− a‖y‖ − a, (2.3)

где a = max(ln+(eb
√
p), b

√
p+ c+ 1).

2. Для η ∈ R
p
+ точка xη ∈ R

p
+, в которой достигается супремум функции vη(x) = 〈x, η〉−v(x)

по x ∈ R
p
+, удовлетворяет оценке

‖xη‖ � max(ln+ ‖η‖ − 2a, 0).

Доказательство. Выпуклость и неубывание по каждой переменной функции v в R
p следует

из свойств плюрисубгармонических функций в C
p, радиальных по каждой переменной [7].

Поточечная оценка сверху на v вытекает из (2.1) и соотношения

‖et‖ =
√
e2t1 + · · ·+ e2tp � √pemax |tk| � √pe‖t‖, t ∈ R

p.

Соотношение lim
t→∞,t∈R

p
+

v(t)/‖t‖ = +∞, следует из (2.2), так как для t ∈ R
p
+

‖et‖ =
√
e2t1 + · · ·+ e2tp � emax |tk| � e

‖t‖√
p . (2.4)

1. Очевидно, что ṽ(y) � v�(y) для любого y ∈ R
p.

Далее, для y ∈ R
p
+

v�(y) � sup
x∈R

p
+

(〈x, y〉 − b√pe‖x‖ − c) = sup
x∈R

p
+

(‖x‖‖y‖ − b√pe‖x‖)− c = sup
t�0

(t‖y‖ − b√pet)− c.

Поэтому, если ‖y‖ � b
√
p, то

v�(y) � ‖y‖ ln ‖y‖
b
√
p
− ‖y‖ − c,

и, следовательно,

v�(y) � ‖y‖ ln ‖y‖
1 + ‖y‖ + ‖y‖ ln(1 + ‖y‖)− ‖y‖ ln(eb√p)− c

� ‖y‖ ln(‖y‖+ 1)− ‖y‖ ln(eb√p)− c− 1 � ‖y‖ ln(‖y‖+ 1)− ‖y‖ ln+(eb√p)− c− 1.

Если ‖y‖ < b
√
p, то v�(y) � −b√p − c. Из полученных неравенств следует искомая оценка снизу

функции v� на R
p
+ с a = max(ln+(eb

√
p), b

√
p+ c+ 1).

2. Отметим вначале, что утверждение леммы 3 из [5] справедливо также для функций g,
определенных и полунепрерывных снизу в R

p
+, и таких, что g(0) = 0 и при некотором r > 0

g(x) � ‖x‖ ln(‖x‖+ 1)− r‖x‖ − r, x ∈ R
p
+.

А именно, какова бы ни была точка x ∈ R
p для точки ξx ∈ R

p
+, в которой достигается супремум в

R
p
+ функции gx(ξ) = 〈ξ, x〉 − g(ξ), имеем ‖ξx‖ � e2re‖x‖.

Международный математический центр «Сириус» 77



И. Х. Мусин, Р. С. Юлмухаметов

Обозначим функцию v−ϕ(1, . . . , 1) через V . Функция V — выпуклая в R
p, принимает конеч-

ные значения и, значит, непрерывная в R
p. Теми же свойствами обладает функция v� (а значит, и

V �). Так как v не убывает по каждой переменной в R
p, имеем V �(0) = 0. Кроме того, поскольку

V �(y) = v�(y) + ϕ(1, . . . , 1) и ϕ(1, . . . , 1) � 0, ввиду неравенства (2.3) имеем

V �(y) � ‖y‖ ln(‖y‖+ 1)− a‖y‖ − a, y ∈ R
p
+.

Для y ∈ R
p
+ обозначим через xy точку в R

p
+, в которой достигается супремум функции 〈x, y〉−v(x)

по x ∈ R
p
+. Тогда в этой точке достигается также супремум функции 〈x, y〉 − V (x) по x ∈ R

p
+, т.е.

xy — точка в R
p
+, в которой неравенство

〈x, y〉 � V �(y) + V (x), x ∈ R
p
+,

превращается в равенство
〈xy , y〉 = V �(y) + V (xy).

Возьмем произвольную точку η ∈ R
p
+. Тогда

〈xη, y〉 − V �(y) � V (xη), y ∈ R
p
+,

〈xη, η〉 − V �(η) = V (xη).

Таким образом, супремум по y ∈ R
p
+ функции 〈xη, y〉 − V �(y) достигается в точке y = η. Согласно

вышесказанному ‖η‖ � e2ae‖xη‖. Следовательно, ‖xη‖ � max(ln+ ‖η‖ − 2a, 0). �

Для функции g : Rp+ −→ R обозначим через g∗ «целочисленную сопряженную» функцию

g∗(x) = sup
k∈Z

p
+

(〈x, k〉 − g(k)), x ∈ R
p.

Лемма 2.2. Пусть v и v0 — выпуклые неубывающие по каждой переменной функции в R
p
+

такие, что

sup
x∈R

p
+

v(x)

e‖x‖
<∞,

lim
‖x‖→∞, x∈R

p
+

v(x)

‖x‖ = +∞,

v0(x) � v(x), x ∈ R
p
+.

Тогда
v(x) � (v�)∗(x) � v0(x)−√p‖x‖, x ∈ R

p
+.

Доказательство. Положим V (x) = v(|x1|, . . . , |xp|) для x = (x1, . . . , xp) ∈ R
p. Тогда функция

V раздельно радиальна, выпукла и принимает конечные значения в R
p. Для x ∈ R

p
+

v(x) = V (x) = (̃Ṽ )(x) = sup
y∈Rp

(〈x, y〉 − Ṽ (y)) = sup
y∈R

p
+

(〈x, y〉 − Ṽ (y)),

и, так как для любого y ∈ R
p
+

Ṽ (y) = sup
t∈Rp

(〈t, y〉 − V (t)) = sup
t∈R

p
+

(〈t, y〉 − V (t)) = sup
t∈R

p
+

(〈t, y〉 − v(t)) = v�(y),

получаем

v(x) = sup
y∈R

p
+

(〈x, y〉 − v�(y)) = (v�)�(x) � sup
k∈Z

p
+

(〈x, k〉 − v�(k)) = (v�)∗(x).

Далее, в силу условия на рост функции v достаточно доказать правое неравенство для функ-
ции v0, обладающей свойством v0(t)/‖t‖ → +∞ при t→ +∞. Тогда для любого x ∈ R

p
+

v0(x) = (v�0)
�(x) = sup

k∈Z
p
+,s∈[0;1)n

(〈k + s, x〉 − v�0(k + s))

� sup
k∈Z

p
+,s∈[0;1)n

(〈k + s, x〉 − v�(k)) � (v�)∗(x) +
√
p‖x‖.
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Лемма доказана. �

3. Доказательство теорем 1.1 и 1.2

Пусть семейство Φ = (ϕm)∞m=1 неотрицательных раздельно радиальных плюрисубгармониче-
ских в C

p функций ϕmудовлетворяет условиям (1.1)-(1.3) теоремы 1.1 и vm(x) = ϕm(ex1 , . . . , exp),
hm(x) = v�m(|x1|, . . . , |xp|) для x = (x1, . . . , xp) ∈ R

p, m ∈ N. Для каждого m ∈ N и k ∈ Z
p
+ поло-

жим M
(m)
k = ehm(k). Обозначим через Σ семейство последовательностей {(M (m)

k )k∈Z
p
+
, m ∈ N}.

Пользуясь условием (1.1), нетрудно показать, что для любого функционала S ∈ H∗
pr(Φ) функ-

ция Ŝ определена и бесконечно дифференцируема в D и

(DkŜ)(x) = 〈Sz, (−i)|k|zke−i〈x,z〉〉, x ∈ D, k ∈ Z
n
+.

Отметим, что пространство Hpr(Φ) в силу условия (1.1) является пространством (M∗) и ввиду
[8, теорема 5] функционал S ∈ H∗

pr(Φ) продолжается как линейный непрерывный функционал на
некотором пространстве H(Cp, HD(Im z) + ϕm(z)). Поэтому для любых x ∈ D и k ∈ Z

p
+

|(DkŜ)(x)| � ‖S‖m sup
z∈Cp

|zk|e〈x,Im z〉−HD(Im z)−ϕm(z)

� ‖S‖m exp sup
z∈Cp

(〈ln+ z, k〉 − ϕm+1(|z1|+, . . . , |z1|+)) = ‖S‖mehm+1(k),

где ‖S‖m — норма функционала на H(Cp, HD(Im z) + ϕm(z)). Следовательно, линейное преобра-
зование L : S ∈ H∗

pr(Φ)→ Ŝ непрерывно действует из H∗
pr(Φ) в пространство Cind(D,H).

Инъективность преобразования Фурье — Лапласа будет доказана, если убедимся в полно-
те системы E = {e−i〈x,z〉}x∈D в пространстве Hpr(Φ). Для этого воспользуемся теоремой 3.1 из
[6], утверждающей, что при выполнении определенных условий на семейство H = {hm}m∈N пре-
образование S −→ 〈Sx, e−i〈x,z〉〉 устанавливает изоморфизм сильно сопряженного пространства
C∗ind(D,H) и проективного предела H0(Σ) пространств H(Cp, HD(Imz) + lnAm(z)), где

Am(z) =
∑

k∈Z
p
+

|zk|
M

(m)
k

, z ∈ C
p.

Проверим выполнение ее условий. Прежде всего, отметим, что согласно первому утверждению
леммы 2.1 функции hm удовлетворяют условию (3.1) теоремы 3.1 из [6], а именно,

lim
x→∞

hm(x) − ‖x‖ ln(‖x‖+ 1)

‖x‖ > −∞.

Покажем, что для семейства Σ выполнены условия (3.2) и (3.3) этой теоремы, а именно,
(1) для любого m ∈ N

sup
k∈Z

p
+

M
(m)
k

M
(m+1)
k

<∞, (F1)

(2) для каждого j ∈ N найдется номер m = m(j) ∈ N такой, что

∑

k

sup
|s|�1

M
(j)
k+s

M
(m)
k

<∞. (F2)

Для каждого k ∈ N обозначим через x(m)
k точку достижения максимума по x ∈ R

p
+ функции

〈x, k〉 − vm(x). Тогда

lnM
(m)
k − lnM

(m+1)
k = hm(k)− hm+1(k) = v�m(k)− v�m+1(k)

� 〈x(m)
k , k〉 − vm(x

(m)
k )− (〈x(m)

k , k〉 − vm+1(x
(m)
k )) = vm+1(x

(m)
k )− vm(x

(m)
k ).

Отсюда, пользуясь условием (1.1) (а также неравенством (2.4)), получим

lnM
(m)
k − lnM

(m+1)
k � −3p‖x(m)

k ‖.
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Заметим, что ввиду условий (1.1) и (1.2) найдется число c0 > 0 такое, что для всех функций ϕm
будет выполнено неравенство

ϕm(z) � 1√
p
‖z‖+ c0, z ∈ C

p.

Теперь учтем, что в силу леммы 2.1

‖x(m)
k ‖ � ln+ ‖k‖ − 2(c0 + 2).

Поэтому для всех k ∈ Z
p
+, ‖k‖ > e2(c0+2), при любом m

M
(m)
k

M
(m+1)
k

� e6(c0+2)p

‖k‖3p .

Следовательно, при некотором A > 0, не зависящем от m,

M
(m)
k

M
(m+1)
k

� A

(1 + ‖k‖)3p , k ∈ Z
p
+. (3.1)

Тем самым условие (F1) выполнено.
Проверим теперь выполнение условия (F2). Пусть j ∈ N. Поскольку

vj(x) − vj+1(x) � 3p‖x‖, x ∈ R
p
+,

при любых k ∈ Z
p
+ и s ∈ Z

p
+, |s| � 1,

v�j (k + s) = sup
t∈R

p
+

(〈k + s, t〉 − vj(t)) � sup
t∈R

p
+

(〈k, t〉+ ‖t‖ − vj(t)) � v�j+1(k).

Поэтому с учетом предыдущей оценки и неравенства (3.1) имеем

∑

k

max
|s|�1

M
(j)
k+s

M
(j+2)
k

=
∑

k

e
max
|s|�1

v�j (k+s)

ev
�
j+2(k)

�
∑

k

ev
�
j+1(k))

ev
�
j+2(k)

=
∑

k

M
(j+1)
k

M
(j+2)
k

�
∑

k

A

(1 + ‖k‖)3p <∞.

Поэтому условие (F2) выполнено для m(j) = j + 2. Итак, все условия теоремы 3.1 из [6] выпол-
нены.

Далее, отметим, что в условиях нашей теоремы пространства H0(Σ) и Hpr(Φ) совпадают. В
самом деле, пусть m ∈ N произвольно и z = (z1, . . . , zp) ∈ C

p. Если |z1| � 1, . . . , |zp| � 1, то

lnAm(z) � sup
k∈Z

p
+

(〈k, ln z〉 − lnM
(m)
k ) = sup

k∈Z
p
+

(〈k, ln z〉 − v�m(k))

= (v�m)∗(ln |z1|, ..., ln |zp|) = (v�m)∗(ln+ |z1|, ..., ln+ |zp|).
Рассмотрим случай, когда у точки z имеются компоненты, по модулю меньшие, чем 1. Пусть,
например, |z1| < 1, . . . , |zl| < 1 (1 � l � p). Тогда

lnAm(z) � sup
k=(0,...,0,kl+1,...,kp)∈Z

p
+

(〈k, ln z〉 − lnM
(m)
k ) = sup

k=(0,...,0,kl+1,...,kp)∈Z
p
+

(〈k, ln z〉 − v�m(k))

= sup
k=(0,...,0,kl+1,...,kp)∈Z

p
+

(kl+1 ln |zl+1|+ · · ·+ kp ln |zp| − v�m(0, . . . , 0, kl+1, . . . , kp))

� sup
k=(k1,...,kp)∈Z

p
+

(k1 ln
+ |z1|+ · · ·+ kl ln

+ |zl|+ kl+1 ln |zl+1|+ · · ·+ kp ln |zp| − v�m(k))

= (v�m)∗(ln+ |z1|, ..., ln+ |zp|).
Итак, для любого z = (z1, . . . , zp) ∈ C

p

lnAm(z) � (v�m)∗(ln+ |z1|, . . . , ln+ |zp|).
Теперь, пользуясь леммой 2.2 с v = vm и v0 = vm+1 и учитывая условие (1.1), получим

lnAm(z) � vm+1(ln
+ |z1|, . . . , ln+ |zp|)−√p‖(ln+ |z1|, . . . , ln+ |zp|)‖
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� vm+2(ln
+ |z1|, . . . , ln+ |zp|) = ϕm+2(|z1|+, . . . , |zp|+).

Тогда тем более справедливо неравенство

lnAm(z) � ϕm+2(z), z ∈ C
p.

С другой стороны, воспользовавшись неравенством (3.1), для любого z = (z1, . . . , zp) ∈ C
p имеем

при некотором Cm > 0

lnAm+2(z) � sup
k∈Z

p
+

(〈k, ln z〉 − lnM
(m+1)
K ) + Cm = sup

k∈Z
p
+

(〈k, ln z〉 − v�m+1(k)) + Cm.

Отсюда, обозначив для краткости (ln |z1|+, . . . , ln |zp|+) через ln+ z и пользуясь леммой 2.2 и
условием (1.3), находим

lnAm+2(z) � sup
k∈Z

p
+

(〈k, ln+ z〉 − v�m+1(k)) + Cm = (v�m+1)
∗(ln+ z) + Cm

� vm+1(ln
+ z) + Cm = ϕm+1(|z1|+, . . . , |z1|+) + Cm � ϕm(z) + Cm.

Таким образом, имеют место непрерывные вложения

H(Cp, HD(Im z) + ϕm+2(z)) ↪→ H(Cp, HD(Im z) + lnAm(z)),

H(Cp, HD(Im z) + lnAm+2(z)) ↪→ H(Cp, HD(Im z) + ϕm(z))

Отсюда следует, что пространства H0(Σ) и Hpr(Φ) совпадают.
По теореме 3.1 из [6] и согласно вышесказанному преобразование L0 : S ∈ C∗ind(D,H) −→

〈Sx, e−i〈x,z〉〉 устанавливает изоморфизм сильно сопряженного пространства C∗ind(D,H) и Hpr(Φ).
Из теоремы Арцела — Асколи следует, что пространство Cind(D,H) является пространством

(LN∗), значит оно рефлексивно (см. [8]). Следовательно, семейство точечных функционалов δx :
f → f(x), где x ∈ D, полно в C∗ind(D,H), а семейство их образов при преобразовании Фурье —
Лапласа будет полным в пространстве Hpr(Φ), то есть, система экспонент E = {e−i〈x,z〉, x ∈ D}
будет полна в пространстве Hpr(Φ). Таким образом, отображение L : S −→ Ŝ(x) = Sz(e

−i〈x,z〉)
инъективно.

Покажем, что отображение L сюръективно. Пусть f ∈ Cind(D,H) взято произвольно. Как уже
отмечалось выше, пространство Cind(D,H) рефлексивно. Поэтому линейный функционал Rf на
C∗ind(D,H), действующий по правилу

〈Rf, S〉 = 〈S, f〉, S ∈ C∗ind(D,H),

является непрерывным. Определим теперь функционал Sf на Hpr(Φ) по формуле

〈Sf , F 〉 = 〈Rf,L−1
0 (F )〉, F ∈ Hpr(Φ).

Очевидно, что Sf — линейный непрерывный функционал на Hpr(Φ). Обозначим через ex отобра-
жение z ∈ C

n −→ e−i〈x,z〉. Тогда

L(Sf )(x) = Ŝf (x) = 〈Sf , ex〉 = 〈Rf,L−1
0 (ex)〉 = 〈Rf, δx〉 = 〈δx, f〉 = f(x).

Таким образом, L : H∗
pr(Φ) −→ Cind(D,H) — сюръективное отображение.

Непрерывность обратного отображения следует из теоремы об открытом отображении (см.
например, [9]). Теорема 1.1 доказана.

Теорема 1.2 доказывается по такой же схеме. При этом доказательство полноты системы
экспонент в пространстве Hind(Φ) и доказательство сюръективности преобразования Фурье —
Лапласа L : H∗

ind(Φ) −→ Cpr(D,H) основано на [5, теорема 1].

4. Доказательство теоремы 1.3

Отметим, что последовательность (ϕm)∞m=1 функций ϕm, определенных в C
p по правилу

ϕm(z) = h̃m(ln+ |z1|, ..., ln+ |zp|), где z = (z1, . . . , zp), удовлетворяет условиям (1.1) и (1.2) тео-
ремы 1.1. В самом деле, для любых y, t ∈ R

p

sup
x∈Rp

(〈y, x〉 − hm(x+ t)) = sup
u∈Rp

(〈y, u− t〉 − hm(u))
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= sup
u∈Rp

(〈y, u〉 − hm(u))− 〈y, t〉 = h̃m(y)− 〈y, t〉.

Поэтому

h̃m+1(y) = sup
x∈Rp

(〈y, x〉 − sup
‖t‖�3p

√
p

hm(x+ t))− 3p
√
p ln(2p)) � h̃m(y)− 3p

√
p‖y‖ − 3p

√
p ln(2p).

Отсюда с использованием элементарных неравенств

ln+ ‖z‖ � max
1�k�p

ln+
√
p|zk| � ‖(ln+ |z1|, ..., ln+ |zp|)‖+ ln p,

ln(‖z‖+ 1) � ln+ ‖z‖+ ln 2

следует, что семейство (ϕm)∞m=1 удовлетворяет условиям (1.1).
Далее, так как по условию (1.4) теоремы для любого M > 0 найдется число C > 0 такое, что

h(x) � √p‖x‖ ln ‖x‖+M‖x‖ − C, x ∈ R
p,

в результате элементарных вычислений получим

h̃(y) � sup
t>0

(t‖y‖ − √pt ln t−Mt+ C) =
√
pe

1√
p (‖y‖−

√
p−M)

+ C.

Следовательно,

lim
y−→∞ h̃(y)e

− 1√
p‖y‖ � √pe−

M+
√

p√
p .

Следовательно,
h̃(y) = o(e

1√
p ‖y‖), y −→∞.

Поскольку h̃m(y) � h̃(y) при любых m ∈ N и y ∈ R
p, то

h̃m(y) = o(e
1√
p ‖y‖), y −→∞.

Отсюда и из элементарного неравенства

‖(ln+ |z1|, ..., ln+ |zp|)‖ � √pmax
k

ln+ |zk| � √p ln+ ‖z‖
следует, что ϕm(z) = o(‖z‖) при z −→∞. Следовательно, выполнено условие (1.2) теоремы 1.1.

Так как по условию теоремы f ∈ C(D,h), имеем f ∈ Cind(D,H). Тогда по теореме 1.1 любая
функция f ∈ Cind(D,H) является преобразованием Фурье — Лапласа некоторого линейного непре-
рывного функционала S на проективном пределе Hpr(Φ) пространств H(Cp, HD(Im z) + ϕm(z)):

f(x) = 〈Sz , e−i〈x,z〉〉, x ∈ D. (4.1)

Чтобы придать этому представлению аналитический вид, перейдем в пространстве Hpr(Φ) к ин-
тегрально весовой топологии. Для каждого m ∈ N положим ψm(z) = HD(Im z) + ϕm(z), z ∈ C

p.
Обозначим через H2(C

p, ψm) пространство целых функций F в C
p, для которых

‖F‖2,m =

( ∫

Cp

|F (z)|2e−2ψm(z) dλp(z)

) 1
2

<∞,

и через H̃pr(Φ) — проективный предел пространств H2(C
p, ψm). Ввиду условия (1.1)

‖F‖22,m =

∫

Cp

|F (z)|2e−2ψm(z) dλp(z) �
∫

Cp

|F (z)|2e−2ψm+1(z)
dλp(z)

(1 + ‖z‖)6p√p

� Cp sup
z∈Cp

|F (z)|2e−2ψm+1(z) = Cp‖F‖2m+1,

где

Cp =

∫

Cp

dλp(z)

(1 + ‖z‖)6p√p .

Следовательно, пространство H(Cp, HD(Im z) + ϕm+1(z)) непрерывно вложено в пространство
H2(C

p, ψm), а пространство Hpr(Φ) — в пространство H̃pr(Φ).
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Для доказательства обратного вложения воспользуемся следствием 2 леммы 4 из [5], согласно
которому для любого m ∈ N найдется постоянная Am > 0 такая, что для w = (w1, . . . , wp),
z = (z1, . . . , zp) ∈ C

p, удовлетворяющих условию

|wj − zj| � 1

2p
∏p
k=1(1 + |zk|)

, j = 1, . . . , p, (4.2)

выполняется неравенство
|ϕm(w) − ϕm(z)| � Am.

Поскольку
|HD(Imw)−HD(Im z)| � (sup

x∈D
‖x‖)‖z − w‖, z, w ∈ C

p,

при некотором Bm > 0 для точек z, w, удовлетворяющих (4.2),

|ψm(w) − ψm(z)| � Bm. (4.3)

Пусть z ∈ C
p,

r(z) =
1

2p

p∏

k=1

(1 + |zk|)−1

и Ω(z) = B(z1, r(z))× ...×B(zp, r(z)), где B(zj , r(z)) — замкнутый круг радиуса r(z) с центром в
точке zj , j = 1, . . . , p. Так как для произвольной функции F ∈ H2(C

p, ψm+1)

|F (z)|2 � 1

(πr2(z))p

∫

Ω(z)

|F (w)|2 dλp(w),

имеем
πp|F (z)|2

e2ψm+1(z)−2p ln r(z)
� e

2 max
w∈Ω(z)

|ψm+1(w)−ψm+1(z)|
∫

Ω(z)

|F (w)|2e−2ψm+1(w) dλp(w).

Отсюда с учетом неравенства

2p ln r(z) � −2p ln(1 + ‖z‖)− 2p ln(2p)

и оценки (4.3) следует

πp(2p)−2p|F (z)|2e−2(ψm+1(z)+p ln(1+‖z‖)) � e2Bm+1

∫

Cp

|F (w)|2e−2ψm+1(w) dλp(w).

Теперь, воспользовавшись условием (1.1), получим неравенство

sup
z
|F (z)|2e−2ψm(z) � π−p(2p)2pe2Bm+1

∫

Cp

|F (w)|2e−2ψm+1(w) dλp(w),

которое означает, что пространство H2(C
p, HD(Im z) +ϕm+1(z)) непрерывно вложено в простран-

ство H(Cp, ψm). А отсюда уже следует, что H̃pr(Φ) непрерывно вложено в пространство Hpr(Φ).
Таким образом, пространства H̃pr(Φ) и Hpr(Φ) изоморфны.

Линейный непрерывный функционал в представлении (4.1), являясь линейным непрерывным
функционалом на H̃pr(Φ), продолжается как линейный непрерывный функционал на некоторое
пространство H2(C

p, ψm). Поскольку H2(C
p, ψm) — гильбертово пространство, линейный непре-

рывный функционал S порождается некоторым элементом F ∈ H2(C
p, ψm):

〈S, g〉 =
∫

Cp

g(z)F (z)e−2ψm(z) dλp(z), g ∈ H2(C
p, ψm).

Следовательно,

f(x) =

∫

Cp

F (z)e−i〈x,z〉−2HD(Im z)−2˜hm(ln+ |z1|,...,ln+ |zp|) dλp(z).

Теорема 1.3 доказана.
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Е. Д. Нурсултанов

ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ
ФИНАЛЬНО МОНОТОННЫХ ФУНКЦИЙ

Исследуется преобразование Фурье финально монотонных функций — функций, моно-
тонных вне некоторого ограниченного множества. Для финально монотонной функции
f ∈ Lp,q(R), 1 < p < ∞, 0 < q � ∞, доказано, что ее преобразование Фурье опре-
делено при всех ненулевых значениях аргумента, удовлетворяет весовой оценке типа
Харди — Литтлвуда — Боаса и, как следствие, может иметь особенность лишь в
начале координат. Получен двойственный результат для рядов с финально монотон-
ными коэффициентами по регулярным ортонормированным системам - тригонометри-
ческой, мультипликативным, в частности системе Уолша. Доказательства опираются
на два результата, представляющих самостоятельный интерес: неравенство, уточня-
ющее классическое неравенство Гёльдера в терминах сетевых пространств, и новые
интерполяционные теоремы на конусах финально монотонных функций и последова-
тельностей.

1. Введение

Вопрос об интегрируемости преобразования Фурье функции в зависимости от ее свойств восходит
к классическим работам по гармоническому анализу. Одним из первых результатов такого рода,
относящихся к монотонным функциям, является следующая хорошо известная теорема Харди —
Литтлвуда [1, § 4.12].

Теорема А. Пусть 1 < p < 2 и f — неотрицательная невозрастающая функция на (0,+∞),
стремящаяся к нулю на бесконечности, и

f̂(t) =

+∞∫

0

f(x) cos tx dx

означает косинус-преобразование функции f . Тогда

‖f̂‖Lp(0,∞) �
( ∞∫

0

xp−2f(x)p dx

)1/p

.

Периодический аналог теоремы А можно найти в [2, § 6] и [3, гл. 12, § 6].
Стремясь дать точное описание весов, при которых преобразование Фурье монотонной функ-

ции принадлежит весовому пространству Лебега, Боас [4] выдвинул следующую гипотезу.
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Гипотеза. Пусть 1 < p < ∞, p′ = p
p−1 , и f — неотрицательная невозрастающая функ-

ция на (0,∞), стремящаяся к нулю на бесконечности. Пусть f̂ является косинус– или синус-
преобразованием функции f . Тогда для любого −1/p′ < γ < 1/p

x−γ f̂(x) ∈ Lp(0,∞)

тогда и только тогда, когда

x 1+γ− 2
p f(x) ∈ Lp(0,∞).

Гипотеза Боаса была подтверждена Загером [5], который установил даже более сильное утвер-
ждение в терминах весовых пространств Лебега и пространств Лоренца.

Теорема B. Пусть f — неотрицательная четная функция, невозрастающая на (0,+∞) и
стремящаяся к нулю на бесконечности. Тогда

‖f‖Lp,q(R) " ‖f̂‖Lp′,q(R), 1 < p <∞, 0 < q �∞, (1.1)

‖f‖Lq(R, up,q) " ‖f̂‖Lq(R, up,q), 1 < p <∞, 1 � q �∞, (1.2)

где Lq(R, up,q) — весовое пространство Лебега с весовой функцией up,q(x) = |x| 1p− 1
q .

Вокруг гипотезы Боаса сложилось целое направление исследований. Лифлянд и Тихонов [6]
(см. также [7, 8]) доказали гипотезу Боаса для класса обобщенно монотонных функций. Более
того, в случае синус-преобразования им удалось расширить диапазон допустимых значений пара-
метра γ. Впоследствии Горбачев, Лифлянд и Тихонов [9] получили многомерный вариант этого
результата для радиальных функций.

Соотношение (1.1) теоремы B было обобщено автором [10] (см. также [11]) на класс слабо
монотонных функций при 1 < p < 2. Позднее Копежанова, Нурсултанов и Перссон [12] рас-
пространили соотношение (1.1) на слабо монотонные функции в пространствах Лоренца с более
общими весами, а в [13, 14] теми же авторами был установлен аналог теоремы Харди — Литтл-
вуда — Боаса для обобщенно монотонных функций в терминах сетевых пространств.

Аналоги теоремы Харди — Литтлвуда — Боаса для α-монотонных функций в периодическом и
непериодическом случаях были получены в работах [15, 16]. Дальнейшие результаты, связанные
с теоремой Харди — Литтлвуда — Боаса, можно найти в [17]–[19].

Во всех упомянутых результатах монотонность функции выступает как глобальное структур-
ное предположение. Вместе с тем именно поведение функции на бесконечности оказывает решаю-
щее влияние на свойства ее преобразования Фурье. Это делает естественным изучение функций,
монотонных лишь вне некоторого ограниченного множества, поведение которых вблизи начала
координат может быть произвольным.

Определение 1.1. Функция f : R −→ R называется финально монотонной, если существует
число N такое, что f монотонна на каждом из множеств (−∞,−N ] и [N,+∞).

В отличие от классов, фигурирующих в перечисленных выше работах, финально монотонные
функции, вообще говоря, не предполагаются ни знакопостоянными, ни монотонными в окрестно-
сти начала координат, что существенно расширяет рассматриваемый класс.

Настоящая работа посвящена исследованию преобразования Фурье финально монотонных
функций, а также свойств функций, коэффициенты Фурье которых образуют финально моно-
тонную последовательность. Ключевую роль при решении поставленных задач играют два инстру-
мента: неравенство, в определенном смысле уточняющее классическое неравенство Гёльдера (§ 3),
и новые интерполяционные теоремы на конусе финально монотонных функций (§ 4). В качестве
приложения установлено, в частности, что преобразование Фурье финально монотонной функции
из Lp,q(R) может иметь особенность лишь в начале координат.

На протяжении всей статьи запись T � S означает, что существует константа C > 0, для
которой T � CS; запись T " S означает, что одновременно T � S и S � T .
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2. Сетевые пространства

Пусть (Ω,F, μ) — пространство с мерой μ и M∗ = {e ∈ F : 0 < μ(e) < ∞}. Зафиксируем
семейство M ⊂M∗ измеримых множеств. Назовем такое семейство сетью

Для функции f , интегрируемой на каждом e ∈M , определим функцию

f(t,M) := sup
e∈M
μ(e)>t

1

μ(e)

∣
∣
∣∣
∣

∫

e

f(x) dμ

∣
∣
∣∣
∣
, t > 0.

Если sup{μ(e) : e ∈M} = α <∞ и t > α, то мы полагаем f(t,M) := 0. Функцию f(·,M) назовем
усреднением функции f по сети M .

Для 0 < p, q � ∞ сетевое пространство Np,q(M) состоит из всех измеримых функций f ,
для которых конечна величина

‖f‖Np,q(M) =

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

( ∞∫

0

(t1/pf(t,M))q
dt

t

)1/q

, 0 < p, q <∞,

sup
t>0

t1/p f(t,M), 0 < p �∞, q =∞.

Замечание 2.1. Пространство Np,q(M) является квазинормированным как фактор-простран-
ство с ядром

J =
{
f :

∫

e

f(x)dx = 0, e ∈M
}
.

Следующие примеры показывают связь сетевых пространств с классическими пространствами.

Примеры. 1. Предположим, что 1 < p < ∞, 0 < q � ∞. Пусть M = {e ⊂ Ω : μ(e) < ∞} —
семейство всех подмножеств Ω конечной меры. Тогда Np,q(M) = Lp,q(Ω, μ), т.е. Np,q(M) совпадает
с пространством Лоренца.

2. Пространства Np,q(M) в определенной степени чувствительны к распределению колебаний
и сингулярностям функций.

ПустьM обозначает множество отрезков в R, а fΩ(x) представляет собой характеристическую
функцию множества Ω =

⋃∞
k=1[ak, ak + 1]. Последовательность {ak} определяет распределение

колебаний fΩ(x). Если ak = b+ (k ln1/q k)p
′
, то fΩ принадлежит Np,q+ε(M) для каждого ε > 0, но

fΩ не принадлежит Np,q(M).

3. Пусть r > 0, x ∈ R
n и Br(x) — шар с центром в точке x и радиуса r. Пусть 1 < p <∞, λ =

n/p′,

M(x) = ∪r>0{e ⊂ Br(x) : |e| � |Br(x)|/2}, M =
⋃

x∈Rn

M(x).

Тогда Np,∞(M) совпадает с пространством Морри [20]

Mλ
1 = {f : sup

x∈Rn

r>0

r−λ‖f‖L1(Br(x)) <∞}.

Пространство Np,q(M(x)) совпадает с локальным пространством Морри [21]

Mλ
1,q,x =

{
f :

∞∫

0

(r−λ‖f‖L1(Br(x)))
q dt

t
<∞

}
.

Если n = 1, x = 0, то пространство Np,p(M(0)) совпадает с пространством Чезаро [22]

Cesp =
{
f :

∞∫

0

(1
t

t/2∫

−t/2

|f(s)|ds
)p
dt <∞

}
.
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4. Пусть M = {[a, b] ⊂ R : a < b} и 1 < p < ∞, 0 < q � ∞. Функция cos(x) принадлежит
Np,q(M,μ), но | cos(x)| не принадлежит Np,q(M,μ).

5. Дискретные сетевые пространства. Пусть S — множество всех конечных подмножеств
из Z

n. Для фиксированного семейства множеств W ⊂ S определим пространство np,q(W ), как
множество последовательностей {am}m∈Zn , с конечной квазинормой

‖a‖np,q(W ) =
( ∞∑

k=1

k
q
p−1(ak(W )

)q)1/q

для 0 < p <∞, 0 < q �∞ и

‖a‖np,q(W ) = sup
1�k<∞

k1/pak(W )

для q =∞ и 0 < p �∞, где

ak(W )
def
= sup

e∈W
|e|>k

1

|e|
∣
∣
∣
∑

m∈e
am

∣
∣
∣;

здесь |e| — количество индексов в e.
6. Пусть 1 < p <∞, и пустьW = {e ⊂ Z

n : |e| <∞} — семейство всех конечных подмножеств
Z
n. Тогда np,q(W ) = lp,q т.е. np,q(W ) является пространством Лоренца.

Имеют место следующие свойства N -пространств [23] (см. также [24]).
Пусть M , W — произвольные сети в Ω и Z

n соответственно.

(1) Если M1 ⊂M и W1 ⊂W , то

Np,q(M) ↪→ Np,q(M1), np,q(W ) ↪→ np,q(W1).

(2) Если b > 1, то

‖f‖Np,q(M) "
( ∞∑

k=−∞
(bk/pf(bk,M))q

)1/q

, ‖a‖np,q(W ) "
( ∞∑

k=0

(bk/pa[bk](W ))q
)1/q

; (2.1)

здесь [x] — целая часть числа x.

(3) Для 0 < q � q1

Np,q(M) ↪→ Np,q1(M), np,q(W ) ↪→ np,q1(W ).

(4) Пусть 0 < p < p1 � ∞ и 0 < q, q1 � ∞. Если сеть M такая, что supe∈M |e| = α < ∞, то
Np1,q1(M) ↪→ Np,q(M), np,q(W ) ↪→ np1,q1(W ).

(5) Если 1 < p �∞, то

‖f‖Np,∞(M) = sup
e∈M

1

|e|1/p′
∣∣
∣
∫

e

f(x)dμ
∣∣
∣, ‖a‖np,∞(W ) = sup

e∈W

1

|e|1/p′
∣∣
∣
∑

m∈e
am

∣∣
∣. (2.2)

3. Основная лемма

В этом параграфе мы приводим достаточно простые леммы, которые играют важную роль в
дальнейшем.

Лемма 3.1. Пусть f , g — измеримые функции такие, что f · g ∈ L1(Ω, μ). Тогда

∫

Ω

f(x)g(x)dμ =

∞∫

0

( ∫

{x∈Ω: g+(x)�t)}

f(x)dμ −
∫

{x∈Ω: g−(x)�t)}

f(x)dμ
)
dt,

где

g+(x) =
|g(x)|+ g(x)

2
, g−(x) =

|g(x)| − g(x)
2

.
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Доказательство. Из определения функций g+, g− и теоремы Фубини имеем
∫

Ω

f(x)g(x)dμ =

∫

Ω

f(x)(g+(x) − g−(x))dμ

=

∫

Ω

f(x)

g+(x)∫

0

dtdμ−
∫

Ω

f(x)

g−(x)∫

0

dtdμ

∞∫

0

( ∫

{x∈Ω: g+(x)�t)}

f(x)dx −
∫

{x∈Ω: g−(x)�t)}

f(x)dx
)
dt,

Лемма доказана. �

Пусть g — измеримая функция. Семейство множеств

M(g) = {{x ∈ R
n : g(x) � t}}t>0 ∪ {{x ∈ R

n : g(x) � −t}}t>0 (3.1)

назовем сетью соответствующей функции g. Заметим, что M(g) является подмножеством неко-
торой локальной сети.

Мы приведем неравенство, которое в некотором смысле уточняет неравенство Гёльдера.

Лемма 3.2 (основная лемма). Пусть 1 < p < ∞, 1 � q < ∞, g ∈ Lp′,q′(Ω, μ), M(g) — сеть,
соответствующая функции g.

(i) Если f ∈ Np,q(M(g)), g — неотрицательная функция и

gr(x) = min{r, g(x)}χEr(x), r > 1, Er = {x ∈ Ω : g(x) � 1/r},
то имеет место неравенство

∣
∣
∣
∫

Ω

f(x)gr(x)dμ
∣
∣
∣ �p,q ‖f‖Np,q(M(g))‖g‖Lp′,q′ (Ω,μ). (3.2)

(ii) Если f ∈ Lp,q(Ω, μ), то имеет место неравенство
∣
∣∣
∫

Ω

f(x)g(x)dμ
∣
∣∣ � ‖f‖Np,q(M(g))‖g‖Lp′,q′ (Ω,μ). (3.3)

Доказательство. Пусть g ∈ Lp′,q′(Ω, μ), f ∈ Np,q(M(g)). Из определения функции gr имеем
lim
r→∞ gr(x) = g(x), x ∈ Ω и M(gr) ⊂M(g).

Для функции f ∈ Np,q(M(g)) и функции gr можно применить лемму 3.1

∫

Ω

f(x)gr(x)dμ =

∞∫

0

∫

{x∈Ω : gr(x)�t}

f(x)dμ dt.

Обозначим через g∗r невозрастающую перестановку функции gr. Сделаем замену t→ g∗r (t). Тогда

∣
∣
∣
∫

Ω

f(x)gr(x)dμ
∣
∣
∣ =

∣
∣
∣

∞∫

0

∫

{x∈Ω : gr(x)�g∗r (t)}

f(x) dμ dg∗r (t)
∣
∣
∣

�
∣
∣
∣

∞∫

0

μ{x ∈ Ω : gr(x) � g∗r (t)} f(t,M(gr)) dg
∗
r (t)

∣
∣
∣

=
∣
∣
∣
∑

k∈Z

2k+1∫

2k

μ{x ∈ Ω : gr(x) � g∗r (t)} f(t,M(gr)) dg
∗
r (t)

∣
∣
∣

�
∣∣
∣
∑

k∈Z

f(2k,M(gr))

2k+1∫

2k

μ{x ∈ Ω : gr(x) � g∗r (t)} dg∗r (t)
∣∣
∣.
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Далее заметим, что если μ{x ∈ Ω : gr(x) � g∗r (t)} > t, то найдется δ > 0 такое, что
g∗r (t) = g∗r (t+ δ) и, следовательно, (g∗r )

′(t) = 0. Поэтому

∣∣
∣

2k+1∫

2k

μ{x ∈ Ω : gr(x) � g∗r (t)} dg∗r (t)
∣∣
∣ �

∣∣
∣

2k+1∫

2k

t dg∗r (t)
∣∣
∣

� 2k+1
∣
∣
∣

2k+1∫

2k

dg∗r (t)
∣
∣
∣ = 2k+1(g∗r (2

k)− g∗r (2k+1)) � 2k+1g∗r (2
k).

Следовательно,
∣∣
∣
∫

Ω

f(x)gr(x)dμ
∣∣
∣ �

∑

k∈Z

2kf(2k,M(gr))g
∗
r (2

k)

�
(∑

k∈Z

(2
k
p f(2k,M(gr)))

q
) 1

q
(∑

k∈Z

(2
k
p′ g∗r (2

k))q
′) 1

q′

� ‖f‖Np,q(M(gr))‖gr‖Lp′,q′ (Ω,μ).

Учитывая, что M(gr) ⊂M(g) и gr(x) � g(x), имеем
∣∣
∣
∫

Ω

f(x)gr(x)dμ
∣∣
∣ � ‖f‖Np,q(M(gr))‖gr‖Lp′,q′ (Ω,μ) � ‖f‖Np,q(M(g))‖g‖Lp′,q′ (Ω,μ).

Пусть теперь f ∈ Lp,q(Ω, μ). Это условие позволяет применить лемму 3.1 к интегралу
∫

Ω

f(x)g(x)dμ.

Далее, проводя рассуждения, что и выше, получим (3.3). �

4. Интерполяционные теоремы

Определение 4.1. Будем говорить, что функция f : R −→ R финально монотонная, если
найдется N такой, что f монотонна на множествах (−∞,−N ] и [N,+∞).

Множество всех финально монотонных функций с параметром N обозначим BN .
Докажем интерполяционную теорему на конусе финально монотонных функций.

Теорема 4.1. Пусть 0 < p0 < p1 < ∞, 0 < q0, q1, q � ∞, θ ∈ (0, 1), N > 0. (A0, A1) —
совместимая пара нормированных пространств. Если для квазилинейного оператора T

‖Tf‖A0 �M1‖f‖Lp0,q0 (R)
∀f ∈ Lp0,1(R) ∩BN ,

‖Tf‖A1 �M1‖f‖Lp1,q1 (R)
∀f ∈ Lp1,1(R) ∩BN ,

то для любой функции f ∈ Lp,q(R) ∩BN
‖Tf‖Aθ,q

� cM1−θ
0 Mθ

1 ‖f‖Lp,q(R),

где 1
p = 1−θ

p0
+ θ

p1
и константа c не зависит от f и N .

Доказательство. Пусть f ∈ Lp,q(R) ∩BN . Тогда очевидно, что
lim

x→−∞ f(x) = lim
x→+∞ f(x) = 0.

Пусть c > 0, t > 0, γ = p0p1
p1−p0 . Определим множество

Gt = {x ∈ R : |f(x)| � f∗((ct)γ)}.
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Определим функции f0(x) = (f(x) − a · sgn f(x))χGt(x), где a = f∗((ct)γ) и f1 = f(x) − f0(x).
Тогда f0 ∈ Lp0,1(R) ∩BN , f1 ∈ Lp1,1(R) ∩BN , f = f0 + f1. Оценим K-функционал

K(t, f, A0, A1) = inf
Tf=b0+b1

(‖b0‖A0 + t‖b1‖A1) � inf
f=f0+f1

(‖Tf0‖A0 + t‖Tf1‖A1)

�M0‖f0‖Lp0,q0
+M1t‖f1‖Lp1,q1

�M0‖f0‖Lp0,r
+M1t‖f1‖Lp1,r

,

где r = min(q0, q1, q)

Оценим каждое слагаемое

‖f0‖rLp0,r
=

∞∫

0

(s
1
p0 f∗

0 (s))
r ds

s
�

(ct)γ∫

0

(s
1
p0 (f∗(s)− f∗((ct)γ)))r

ds

s
,

‖f1‖rLp1,r
=

∞∫

0

(s
1
p1 f∗

1 (s))
r ds

s
=

∞∫

0

(s
1
p1 min{f∗(s), f∗((ct)γ)})r ds

s

= [p1((ct)
γ)

1
p1 f∗((ct)γ)]r +

∞∫

(ct)γ

(s f∗(s))r
ds

s
.

Таким образом,

‖Tf‖Aθ,q
=
( ∞∫

0

(t−θK(t, f))q
dt

t

) 1
q �

( ∞∫

0

[
t−θ

(
M0

( (ct)γ∫

0

(
s

1
p0 f∗(s)

)r ds
s

) 1
r

+ tM1

(
[p1((ct)

γ)
1
p1 f∗((ct)γ)]r +

∞∫

tγ

(s f∗(s))r
ds

s

) 1
r
)]q dt

t

) 1
q

�M0c
θ( 1

p0
− 1

p1
)

( ∞∫

0

[
t−θ(

1
p0

− 1
p1

)
( t∫

0

(s
1
p0 f∗(s))r

ds

s

) 1
r
]q dt
t

) 1
q

+M1c
−(1−θ)( 1

p0
− 1

p1
)‖f‖Lp,q

+M1c
−(1−θ)( 1

p0
− 1

p1
)

( ∞∫

0

[
(t

1−θ)( 1
p0

− 1
p1

)
( ∞∫

t

((s− t) 1
p1 f∗(s))r

ds

s

) 1
r
]q dt
t

) 1
q

.

Используя неравенство Харди, получим

‖Tf‖Aθ,q
� (M0c

θ( 1
p0

− 1
p1

) +M1c
−(1−θ)( 1

p0
− 1

p1
))‖f‖Lp,q .

Минимизируя правую часть относительно параметра c, получим требуемое неравенство. �

Пусть 0 < p <∞, 0 < q �∞, a > 0. Определим пространства

Lp,q,a =

{

f : R→ R :
( a∫

0

(t
1
p sup
|s|�t

|f(s)|)q dt
t

) 1
q

<∞
}

.

Заметим, что если f ∈ Lp,q,a, то f ограничена на {x ∈ R : |x| > δ} для всех δ > 0.

Лемма 4.1. Пусть 0 < p0 < p1 <∞, 0 < q �∞, a > 0. Тогда

(Lp0,∞,a,Lp1,∞,a)θ,q ↪→ Lp,q,a,

где 1
p = 1−θ

p0
+ θ

p1
, θ ∈ (0, 1).

Доказательство. Пусть f ∈ (Lp0,∞,a,Lp1,∞,a)θ,q и f = f0 + f1 — произвольное представление
функции f такое, что f0 ∈ Lp0,∞,a, f1 ∈ Lp1,∞,a. Тогда для 0 < t � a

t
1
p sup

|s|�t
|f(s)| � t

1
p− 1

p0 (t
1
p0 sup

|s|�t
|f0(s)|+ t

1
p0

− 1
p1 t

1
p1 sup

|s|�t
|f1(s)|)
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� t
1
p− 1

p0 (‖f0‖Lp0,∞,a + t
1
p0

− 1
p1 ‖f1‖Lp1,∞,a)

Учитывая произвольность представления f = f0 + f1, имеем

t
1
p sup
|s|�t

|f(s)| � t−θ(
1
p0

− 1
p1

)K(t
1
p0

− 1
p1 , f ;Lp0,∞,a,Lp1,∞,a)

Таким образом, получим

‖Tf‖Lp,q,a(R) =
( a∫

0

(t
1
p sup

|s|�t
|f(s)|)q dt

t

) 1
q �

( ∞∫

0

(t
−θ( 1

p0
− 1

p )K(t
1
p0

− 1
p1 , f))q

dt

t

) 1
q

×
( 1

p0
− 1

p1

)− 1
q ‖f‖(Lp0,∞,a,Lp1,∞,a)θ,q .

Лемма доказана. �

Определение 4.2. Последовательность вещественных чисел a = {ak}∞k=1 называется финаль-
но монотонной, если найдется n такой, что a монотонна на множествe [n,+∞).

Множество всех финально монотонных функций с параметром n обозначим Dn.
Имеет место аналогичное теореме 4.1 утверждение.

Теорема 4.2. Пусть 0 < p0 < p1 < ∞, 0 < q0, q1, q � ∞, θ ∈ (0, 1), n ∈ N, (A0, A1) —
совместимая пара нормированных пространств. Если для квазилинейного оператора T

‖Ta‖A0 �M0‖a‖lp0,1 ∀a ∈ lp0,1 ∩Dn,

‖Ta‖A1 �M1‖a‖lp1,1 ∀a ∈ lp1,1 ∩Dn,

то для любой a ∈ lp,q ∩Dn

‖Ta‖Aθ,q
� cM1−θ

0 Mθ
1 ‖a‖lp,q ,

где 1
p = 1−θ

p0
+ θ

p1
и константа c не зависит от a и n.

5. Преобразование Фурье финально монотонной функции

Теорема 5.1. Пусть 1 < p < ∞, 0 < q � ∞. Если f ∈ Lp,q(R) ∩ BN , то для всех |s| > 0
существует предел

f̂(s) := lim
r→∞

r∫

−r
f(x)e−ixsdx (5.1)

и верно неравенство

(
1
N∫

0

(t
1
p′ sup

|s|�t
|f̂(s)|)q dt

t

) 1
q � ‖f‖Lp,q . (5.2)

Доказательство. Докажем сначала слабое неравенство

sup
0<t� 1

N

t
1
p′ sup

|s|�t
|f̂(s)| � ‖f‖Lp,1, 1 < p <∞. (5.3)

Пусть r > N . Тогда

∣
∣
∣

r∫

−r
f(x)e−ixsdx

∣
∣
∣ �

∣
∣
∣

r∫

0

f(x)e−ixsdx
∣
∣
∣+

∣
∣
∣

0∫

−r
f(x)e−ixsdx

∣
∣
∣ = I1(s, r) + I2(s, r).

Для оценки каждого слагаемого воспользуемся основной леммой:

I1(s, r) =
∣
∣∣

r∫

0

χ[0,r)f(x)e
−ixsdx

∣
∣∣ � ‖χ[0,r)f‖Lp,1‖χ[0,r) exp(−is·)‖Np′,∞(M+

f ),
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M+
f = {{0 � x � r : f(x) � ξ}ξ>0 ∪ {0 � x � r : −f(x) � ξ}ξ<0} — сеть, соответствующая

функции fχ[0,r]. Так как f ∈ BN , для любого e ∈ M+
f множество e ∩ [N,∞) является отрезком.

Следовательно,

‖χ[0,r) exp(−is·)‖Np′,∞(M+
f ) = sup

e∈M+
f

∣
∣
∣

1

|e| 1p
∫

e

χ[0,r)(x)e
−ixsdx

∣
∣
∣

� sup
e∈M+

f

1

|e| 1p
∣
∣
∣

∫

e∩[0,N ]

χ[0,r)(x)e
−ixsdx

∣
∣
∣+

1

|e| 1p
∣
∣
∣

∫

e∩[N,+∞)

χ[0,r)(x)e
−ixsdx

∣
∣
∣

� sup
e∈M+

f

1

|e| 1p
∣
∣
∣

∫

e∩[0,N ]

χ[0,r)(x)e
−ixsdx

∣
∣
∣+ sup

e∈M+
f

1

|e| 1p
∣
∣
∣

∫

e∩[N,+∞)

χ[0,r)(x)e
−ixsdx

∣
∣
∣

� sup
e∈M+

f

e ∩ [0, N ]

|e| 1p
+ sup
e∈M+

f

1

|e ∩ [N,∞)| 1p
∣
∣∣

∫

e∩[N,∞)

e−ixsdx
∣
∣∣ � N

1
p′ + sup

e∈M0

1

|e|
∣
∣∣
∫

e

e−ixsdx
∣
∣∣,

где M0 — множество всех отрезков из R+.
Таким образом, имеем

‖χ[0,r) exp(−is·)‖Np′,∞(M+
f ) � N

1
p′ + |s|−1 sup

ω∈M0

1

|ω| 1p
∣
∣
∣
∫

sω

e−ixdx
∣
∣
∣

= N
1
p′ + |s|− 1

p′ sup
ω∈M0

1

|sω| 1p
∣
∣∣
∫

sω

e−ixdx
∣
∣∣ � N

1
p′ + |s|− 1

p′ .

Следовательно,
I1(s, r) � (N

1
p′ + |s|− 1

p′ )‖χ[0,r)f‖Lp,1.

Аналогично
I2(s, r) � (N

1
p′ + |s|− 1

p′ )‖χ[−r,0]f‖Lp,1.

Из этих оценок следует существование предела (5.1).
Таким образом, получим

sup
0<ξ� 1

N

ξ
1
p′ sup

|s|�ξ
|f̂(s)| � sup

0<ξ� 1
N

ξ
1
p′ sup
s�ξ

(N
1
p′ + s

− 1
p′ )‖f‖Lp,1

= sup
0<ξ� 1

N

ξ
1
p′ (N

1
p′ + ξ

− 1
p′ )‖f‖Lp,1 = 2‖f‖Lp,1

Тем самым (5.3) доказанo. Далее, используя интерполяционную теорему 4.1 и лемму 4.1, получим
(5.2). �

Следствие 5.1. Пусть 1 < p < ∞, 0 < q � ∞ и f ∈ Lp,q(R) ∩ BN . Тогда преобразование
Фурье f̂(ξ) может иметь особенность только в точке ξ = 0.

Определение 5.1. Ортонормированную систему Φ = {ϕk(x)}∞k=1 назовем регулярной, если
существует константа B такая, что

1) для любого отрезка e из [0, 1] и k ∈ N
∣∣
∣
∫

e

ϕk(x)dx
∣∣
∣ � Bmin(|e|, 1/k),

2) для любого отрезка w из N и x ∈ (0, 1]
∣
∣
∣
∑

k∈w
ϕk(x)

∣
∣
∣ � Bmin(|w|, 1/x).

Тригонометрические системы, мультипликативные системы и, в частности, система Уолша
являются регулярными.
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Теорема 5.2. Пусть Φ = {ϕk(x)}k∈N — регулярная система, 1 < p < ∞, 0 < q � ∞,

f ∼
∞∑

k=1

akϕk(x). Если a ∈ lp,q ∩Dn, то f ∈ Lp′,q[0, 1] и верно неравенство

(
1
n∫

0

(t
1
p′ sup

|s|�t
|f(s)|)q dt

t

) 1
q � ‖a‖lp,q . (5.4)

Доказательство. Докажем сначала слабое неравенство

sup
0<t� 1

N

t
1
p′ sup

|s|�t
|f(s)| � ‖a‖lp,1, 1 < p <∞. (5.5)

Пусть f ∼
∞∑

k=1

akϕk(x). Так как система {ϕk} регулярная, она является ограниченной в сово-
купности т.е. найдется M > 0 такое, что

|ϕk(x)| �M, x ∈ [0, 1], k ∈ N.

Пусть r ∈ N и r � n. Тогда
∣
∣
∣
r∑

k=1

akϕk(x)
∣
∣
∣ �

∣
∣
∣
n∑

k=1

akϕk(x)
∣
∣
∣+

∣
∣
∣

r∑

k=n+1

akϕk(x)
∣
∣
∣ �M‖ar‖l′pn

1
p +

∞∑

k=n+1

∣
∣
∣ark − ark+1

∣
∣
∣Dk(x);

здесь ar = {ark}∞k=1, где

ark =

{
ak, k � r,

0, k � r,

и Dk(x) =
k∑

m=n+1

ϕk(x) — ядро Дирихле по системе Φ.

Оценим второе слагаемое
∣
∣
∣

∞∑

k=n+1

∣
∣
∣ark − ark+1

∣
∣
∣Dk(x)

∣
∣
∣ � sup

k>n
k
− 1

p′
∣
∣
∣Dk(x)

∣
∣
∣

∞∑

k=n+1

k
1
p′
∣
∣
∣ark − ark+1

∣
∣
∣.

Из определения регулярной системы следует

|Dk(x)| � Bmin(k, 1/x).

Если k � 1/x, то

k
− 1

p′ |Dk(x)| � Bk
1
p � Bx−

1
p .

Если 1/x < k, то

k
− 1

p′ |Dk(x)| � Bk
− 1

p′
1

x
� Bx−

1
p .

Следовательно,
sup
k�n

k
− 1

p′ |Dk(x)| � Bx−
1
p , x ∈ [0, 1].

Далее заметим, что из условия финально монотонности последовательности {ark}∞k=1 следует
∞∑

k=n+1

k
1
p′ |ark − ark+1| � ‖ar‖lp′,1 .

Следовательно,
∣
∣
∣
r∑

k=1

akϕk(x)
∣
∣
∣ �Mn

1
p ‖ar‖lp +Bx−

1
p ‖ar‖lp′,1 � (n

1
p + x−

1
p )‖ar‖lp′,1 . (5.6)

Учитывая, что последовательность элементов {ar}r фундаментальна в пространстве lp′,1 получим
сходимость ряда

∞∑

k=1

akϕk(x) = f(x).
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Таким образом, имеем

|f(x)| � (n
1
p + x−

1
p )‖a‖lp′,1

или
sup

0<t� 1
n

t
1
p sup
x�t

|f(x)| � sup
0<t� 1

n

t
1
p sup
x�t

(n
1
p + x

1
p )‖a‖lp′,1 � ‖a‖lp′,1 .

Далее,как и в теореме 5.1, применяя интерполяционную теорему 4.2, получим требуемое утвер-
ждение. �
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